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PREFACE 


Si  la  première  édition  de  cette  Inlroduclion  à  la  Ihcoric  dos 
fonctions  d'une  varialile  a  rendu  quelques  services,  je  crois  que 
ces  services  sont  aujourd'hui  épuisés,  pour  la  meilleure  j)artie, 
et  qu'il  aurait  été  peu  utile  de  la  réimprimer,  en  me  bornant  à 
ces  corrections  et  améliorations  de  détail  qui  se  présentent  en 
foule  à  l'esprit  de  quelques  auteurs,  dès  qu'ils  ont  donné  le  l)on  à 
tirer  de  la  dernière  feuille  de  leur  livre. 

J'ai  donc  écrit  à  nouveau,  presque  entièrement,  cette  seconde 
édition  ;  j'espère  qu'elle  sera  moins  incomplète  que  la  première, 
et  que  ce  que-j'cd  cherché  à  faire  y  apparaîtra  ndeux. 

Qu'une  exposition  logique  et  rigoureuse  de  l'analyse  doive  être 
fondée  essentiellement  sur  l'idée  de  nombre  entier,  c'est  là  .sans 
doute  un  point  qu'on  accordera  volontiers  caijourd'hui  ;  que,  dans 
le  développement  de  l'analyse,  nos  intuitions  spatiales  et  nos 
habitudes  géométriques  aient  tenu  un  rôle  considérable,  cela  est 
aussi  très  certain  :  non  seulement  les  progrès,  mais  encore  les 
■concepts  fondamentaux  de  l'analyse  et  de  la  géométrie  sont  liés 
intimement.  Les  uns  ont  réagi  sur  les  autres.  Les  extensions  suc- 
cessives de  l'idée  de  nombre  ont  eu  pour  but  la  parfaite  adapta- 
tion du  nombre  à  la  grandeur  continue.  Lors  même  qu'on  pré- 
tend construire  l'analyse  avec  cette  idée  de  nombre,  d'une  façon 
purement  logique,  et  pi'on  se  garde  d'y  introduire  aucun  élément 
étranger,  il  n'est  pas  nécessaire  de  méconnaître  ces  éléments 
étrangers,  ni  tout  en  parlant  des  nombres,  de  feindre  qu'on 
ignore  l'espace.  Il  est  légitime,  dans  une  exposition  logique  de 
l'analyse,  de  se  servir  des  termes  et  des  figures  de  la  géométrie, 
pourvu  qu'on  sache  les  traduire  dans  un  langage  numérique  et 
déduire  logiquement  les  propriétés  numériques  qu'illustrent  les 
figures.  Cela,  à  mon  avis,  est  aussi  légitime  que  d'écrire  une  for- 
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mule,  qui,  après  tout,  est  aussi  une  figure.  De  cette  façon,  l'ex- 
position logique  de  l'analyse  tend  à  se  rapprocher  d'une  exposi- 
tion plus  élémentaire,  où  l'on  cherche  à  tirer  tout  ce  qu'on  peut 
de  l'intuition  spatiale,  à  voir  devant  soi  pour  aller  plus  vite,  sans 
trop  s'inquiéter  des  fissures  cju'on  n'aperçoit  pas;  elle  complète 
et  précise  cette  exposition. 

Je  me  suis  encore  efforcé  de  rendre  élémentaire  cette  Introduc- 
tion en  ne  recherchant  point  la  généralité  pour  elle-même;  fai 
eu  hâte  d'arriver  à  ces  fonctions  spéciales  qui,  par  la  simplicité, 
la  beauté  et  l'importance  de  leurs  propriétés,  doivent,  à  mon 
avis,  retenir  longtemps  les  commençants,  avant  qu'ils  ne  s'élèvent 
dans  la  région  des  théorèmes  généraux,  d'où  ces  mêmes  fonctions 
n'apparaissent  plus  que  comme  d' in funes  particularités.  Pour  la 
même  raison  enfin,  j'ai  renvoyé  cm  second  volume  Fétude  des 
fonctions  d'une  variable  complexe. 

Si,  dans  la  première  édition,  je  me  suis  abstenu  de  tout  lan- 
gage et  de  toute  figure  géométriques,  c'est  que,  dans  les  limites 
que  je  m'étais  imposées,  l'emploi  de  ce  langage  ou  de  ces  figures 
n'aurait  guère  simplifié  les  raisonnements,  c'est  aussi  à  cause 
d'une  certaine  timidité;  j'avais  peur  que  le  lecteur  ne  fût  pas 
bien  persuadé,  s'il  voyait  une  figure,  que  cette  figure  n'était 
qu'une  aide  et  ne  cachait  point  quelque  trou,  impossible  à  com- 
bler avec  les  seules  ressources  de  la  logique,  et,  peut-être  aussi^ 
avais-je  besoin  de  fortifier  en  moi-même  la  conviction  que  je  dé- 
sirais imprimer  dans  son  esprit.  Aujourd'hui,  les  craintes  de 
cette  sorte  me  semblent  un  peu  puériles  ;  fai  d'ailleurs  l'intention, 
pour  ce  qui  concerne  les  éléments  delà  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  complexe,  tout  en  restant  dans  le  domaine  du  nombre, 
de  profiter  des  facilités  qu'offre  le  langage  géométrique. 

Il  m'a  paru  aussi  que  f  avais  été  beaucoup  trop  timide  en  par- 
lant des  ensembles  ;  je  m'étais  borné  à  des  indications  par  trop 
discrètes,  sans  mettre  suffisamment  en  lumière  le  rôle  vraiment 
fondamental  que  cette  notion  doit  tenir  dans  une  exposition  lo- 
gique de  l'analyse;  elle  est,  à  ce  que  je  crois,  aussi  essentielle  et 
plus  primitive  que  celle  même  de  limite,  qui  lui  est  d'ailleurs  liée 
étroitement.  En  dégageant  cette  notion,  en  en  développant  les 
conséquences,  M.  G.  Cantor  a  apporté  aux  mathématiques  et  à 
la  philosophie  des  mathématiques  une  contribution  considérable. 
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dont  l'imporicince  s'ciccroil  j)(ir  les  nombreux  Iraouiix  quelle 
continue  de  susciter.  Mais  quel  (jue  soit  son  intérêt  propre,  je  ne 
pouvais  songer  à  ex})oser  la  tlu'orie  des  ensemldes;  je  me  suis 
borné  à  quelques  propositions  très  simples  qui  lui  servent  de 
point  de  départ,  et  je  me  suis  a])puijé  franchement  sur  ces  pro- 
positions, toutes  les  fois  quelles  me  semblaient  constituer  un 
point  d'appui  naturel.  J'ai  pu  d'ailleurs  profder  en  cela  de 
l'exemple  qu'a  donné  M.  Camille  Jordan  dans  son  Cours  d'ana- 
lyse. 

C'est  parce  qu'il  se  relie  directement  à  la  théorie  des  ensembles 
que  j'ai  entièrement  adopté  le  point  de  départ  de  M.  Dedekind 
pour  l'introduction  des  nombres  irrationnels,  en  sacrifiant,  mal- 
gré sa  simplicité  et  sa  rigueur,  la  méthode  de  M.  Méray  ('). 
Celui-ci  a  d'ailleurs  donné  de  cette  méthode,  au  début  de  ses 
Leçons  nouvelles  d'analyse  infinitésimale,  une  exposition  sur 
laquelle  il  n'y  a  pas  à  revenir. 

Sauf  la  notion  d'intégrcde,  le  présent  volume  contient  à  peu 
près  tout  ce  qui  figurait  dans  la  première  édition,  c'est-à-dire 
l'introduction  des  nombres  irrationnels,  les  propositions  d'un 
caractère  fondamental  qui  concernent  les  ensembles,  les  limites, 
les  séries,  les  fonctions  d'une  variable  en  général,  les  dérivées  ; 
enfin  la  définition  et  les  propriétés  les  plus  simples  des  fonctions 
élémentaires.  Le  second  volume  se  rapportera  à  quelques  points 
essentiels  du  ccdcul  intégral  et  de  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  complexe,  que  je  me  suis  efforcé  de  préparer  dans 
celui-ci. 

Pour  qui  ce  livre  est-il  écrit  ? 

Il  ne  suppose,  pour  être  compris,  que  très  peu  de  conncdsscmces 
mathématiques.  Le  plus  souvent  les  choses  y  sont  reprises  au 
début  et  les  démonstrations  y  sont  très  détaillées.  Les  sujets  qui 
y  sont  traités  sont  élémentaires,  d'une  part  parce  qu'ils  se  rat- 
tachent aisément  aux  principes,  d'cmtre  part  en  raison  de  leur 
importance  pour  la  suite.  Il  semble  donc  fcdt  pour  des  commen- 
■  çants,  et  j'ai  souvent  pensé  à  eux  en  l'écrivcmt.  J'aurais  entière- 
ment manqué  mon  but  s'il  ne  pouvait  être  compris  d'un  com- 
mençant qui  serait  capable  d'appliquer  une  forte  attention   à  de 

(')  J'ai  eu  le  tort,  dans  la  première  édition,  de  l'attribuei-  à  E.  Heine. 
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longues  déductions  abstraites  et  ne  se  lasserait  point  devant  des 
raisonnements  qui,  parfois,  semblent  vides  en  raison  de  leur 
généralité,  alors  qu'il  ne  peut  apercevoir  ni  le  but  où  tendent  ces 
raisonnements,  ni  l'économie  qui  résulte  de  leur  généralité.  Mais 
le  plus  souvent  cette  attention  et  cette  patience  ne  s'acquièrent 
que  par  une  habitude  déjà  longue  des  mathématiques.  C'est  donc 
surtout  à  ceux  qui  recommencent  l'étude  des  mathématiques 
qu'il  s'adresse. 

Toute  étude  approfondie  suppose  de  nombreux  retours  en  ar- 
rière. Il  me  semble  que  beaucoup  d'étudiants,  à  un  moment  ou  ci 
un  autre,  doivent  sentir  l'utilité  de  ce  retour  et  de  ce  recommen- 
cement, soit  parce  qu'ils  veulent  mettre  plus  d'ordre  et  de  cohé- 
sion dans  ce  qu'ils  savent,  soit  parce  qu'ils  veulent  se  débarrasser 
de  l'inquiétude  que  leur  ont  laissée  quelques  raisonnements  et 
qui,  peut-être,  vient  de  s'éveiller  en  eux,  soit  parce  que  leurs  con- 
naissances sont  maintenant  assez  étendues  pour  qu'ils  sentent 
qu'une  par  fente  rigueur  est  indispensable  dans  certains  sujets  qui 
les  attirent.  C'est  ceux-là  que  je  voudrais  contenter  et  dont  je 
voudrais  faciliter  le  travail. 

Il  n'y  avait  guère  de  bibliographie  dans  la  première  édition  et 
elle  n'était  pas  toujours  exacte.  On  en  trouvera  moins  encore 
cette  fois  :  si  je  ne  me  .mis  pas  refusé  à  écrire  le  nom  d'un  ma- 
thématicien illustre  qui  se  trouvait  .sous  ma  plume,  si  j'ai  indi- 
qué, à  l'occasion,  une  source  où  j' avens  puisé  directement,  je  ne 
me  suis  préoccupé,  en  aucune  façon,  de  faire  à  chacun  sa  part  : 
qucmt  à  la  mienne,  il  est  bien  casé  de  l'indiquer  :  je  me  suis 
borné  à  repenser  de  mon  mieux  des  vérités  connues  depuis  long- 
temps, à  les  disposer  dans  un  ordre  où  elles  me  paraissent  faciles 
à  comprendre. 

Ce  n'est  pas  que  je  méconnais.se  Vimportcmce  ou  l'intérêt  de  la 
bibliographie,  même  dcms  un  livre  d'enseignement,  où  toutefois 
je  ne  la  crois  pas  indispensable,  en  raison  du  caractère  imper- 
sonnel que  la  science  y  prend  naturellement  :  mais  la  tentcdion 
de  renvoyer  le  lecteur  à  l'Encyclopédie  des   mathématiques  C) 

(1)  Encyklopddie  der  mathematischen  Wissenschaflen  mit  Einschluss 
ihrer  Anivendungen  (Leipzig  B.  C.  Teubner). 

L'édition  française  de  cet  important  ouvrage,  à  laquelle  M.  J.  Molk  donne 
tous  ses  soins,  a  commencé  de  paraître.  (Paris,  Gauthier-Villars). 
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est  trop  naturelle  pour  que  je  n'ij  cède  pas.  La  paresse  de  Vau- 
teur  peut  ici  se  couvrir  d'excellentes  raisons  :  En  vérité,  il  im- 
porte peu  de  mettre  un  nom  propre  sur  un  théorème;  ce  (jui 
importe  vraiment,  c'est  l'ordre  dans  lequel  les  vérités  ont  été  dé- 
couvertes, la  façon  dont  les  théories  sont  nées,  se  sont  déve- 
loppées, se  sont  enchaînées  :  c'est  précisément  ces  renseiqnemenls, 
avec  l'indication  précise  des  sources,  que  le  lecteur  trouvera  dans 
cette  Encyclopédie  à  laquelle  je  me  permets  de  le  renvoijer. 

Champéry,  le  9  septembi-e  1904. 

Jules  Tannery. 
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NOMBRES    IRRATIONNELS 


I.  _  INTRODUCTION  DES  NOMBRES  IRRATIONNELS 
OPÉR.VnONS  FONDAMENTALES 


1.  —  L'idée  de  nombre  se  forme  par  une  suite  de  généralisations. 
Le  point  de  départ  est  le  nombre  entier  ;  les  définitions  et  proposi- 
tions concernant  les  quatre  opérations  fondamentales  sur  les  nom- 
bres entiers  forment  l'objet  des  premiers  cbapitres  de  l'arithmé- 
tique ;  on  introduit  ensuite  les  fractions,  qui  peuvent  être  regardées 
comme  des  couples  de  nombres  entiers;  les  définitions  de  l'égalité 
et  des  opérations  fondamentales  doivent  être  reprises  sur  ces  nou- 
veaux nombres  ;  au  début  de  l'algèbre  on  introduit  une  notion 
nouvelle,  celle  des  nombres  affectés  de  signes  ou  nombres  relatifs  ; 
un  tel  nombre  n'est  autre  qu'un  des  nombres  définis  en  arithmé- 
tique, précédé  du  si^^iie  -b  .oujiu  signe  —  :  Ici  encore,  on  doit  re- 
prendre à  nouveau  les  définitions  de  Tégafité  et  des  opérations  fon- 
damentales. 

Ces  extensions  successives  se  justifient  à  deux  points  de  vue.  Au 
point  de  vue  concret,  la  définition  des  fractions  (qui  embrassent 
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d'ailleurs  les  nombres  entiers),  23ermetd'exprimer  la  mesure  d'une 
grandeur  commensurable  à  l'unité  ;  la  définition  de  l'égalité  de  deux 
fractions  est  telle  que  deux  fractions  égales  mesurent  une  même 
grandeur  ou  des  grandeurs  égales  ;  la  définition  de  la  somme  ou  de 
la  différence  dedeux  fractions  est  telle  que  la  somme  ou  la  différence 
de  deux  fractions  mesure  la  somme,  ou  la  différence,  des  deux 
grandeurs  que  mesurent  ces  deux  fractions  ;  la  définition  du  produit 
de  deux  fractions  a,  b,  dont  la  première  mesure  la  grandeur  A 
quand  on  prend  la  grandeur  B  pour  unité  et  dont  la  seconde  me- 
sure la  grandeur  B  quand  on  prend  la  grandeur  C  pour  unité^  est 
telle  que  le  produit  ab  mesure  la  grandeur  A  quand  on  prend  G 
pour  unité.  La  définition  de  la  division  de  deux  fractions  a,  b  qui 

mesurent  les  grandeurs  A,  B  est  telle  que  le  quotient  j  soit  la  me- 
sure de  la  grandeur  A  quand  on  prend  la  grandeur  B  pour  unité. 

De  même,  en  algèbre,  les  nombres  relatifs  s'introduisent  naturel- 
lement pour  mesurer  les  grandeurs  susceptibles  d'être  comptées 
dans  deux  sens  opposés,  en  particulier  les  vecteurs  portés  par  une 
même  droite,  quand  on  a  fait  cboix,  sur  cette  droite,  d'un  vecteur 
unité,  dont  la  longueur  est  l'unité  de  longueur,  dont  le  sens  est  le 
sens  des  vecteurs  positifs  de  la  droite.  Les  définitions  de  l'égalité 
de  l'addition,  de  la  soustraction,  de  la  multiplication  et  de  la  divi- 
sion des  nombres  relatifs  sont  choisies  de  manière  que  les  propriétés 
qu'on  vient  de  rappeler  subsistent  pour  les  vecteurs  et  les  nombres 
relatifs  qui  leur  correspondent  ;  elles  se  justifient  en  outre  dans 
d'autres  interprétations,  en  particulier  par  la  généralité  des  for- 
mules relatives  au  iTiouvement  uniforme,  sur  une  droite. 

D'autre  part,  il  importe  évidemment  de  constituer  les  mathéma- 
tiques en  évitant,  dans  leur  développement,  tout  appel  à  l'intuition 
expérimentale.  Que  la  notion  de  nombre  entier  elle-même  réstilte 
ou  non  de  l'expérience,  c'est  là  l'objet  de  discussions  purement 
philosophiques,  dans  lesquelles  je  n'ai  nullement  la  prétention 
d'entrer.  Mais  l'intérêt  qu'il  y  a  à  constituer  l'analyse  avec  cette 
seule  notion  et  celle  de  Vinjîni,  qu'elle  implique  déjà,  est  assez 
évident.  Quand  on  se  place  à  ce  point  de  vue,  qui  sera  ici  pré- 
dominant, les  définitions  successives  des  nombres  et  des  opéra- 
tions, lors  même  qu'on  n'en  oublie  pas  l'origine  expérimentale, 
doivent  être  présentées  abstraitement;  c'est  ce  qui,  comme  on 
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sait,  n'offfc  aucune  difriciiUo  scrieiisc,   pour  celles  que  jo  viens  de 
•rappeler. 

On  voit  alors,  d'un  côté,  cpic  chaque  généralisation  de  la  notion 
de  nombre  permet  de  définir  des  opérations  qui  n'avaient  |)as  de 
sens  avant  cette  généralisation,  de  l'antre,  que  les  propriétés  londa- 
incntales  des  opérations,  observées  sur  les  nombres  entiers,  subsis- 
tent pour  les  nouveaux  nombres.  Cette  permanence  des  propriétés 
fondamentales  justifie  les  définitions  introduites,  et  l'on  peut  dire 
que  ces  définitions  ont  été  introduites  en  vue  de  cette  permanence. 

Les  nombres  dont  il  a  été  question  jusqu'ici  sont  les  nombres 
rationnels;  l'ensemble  des  nombres  rationnels  est  formé  par  le 
nombre  o,  les  nombres  positifs  et  négatifs  dont  la  valeur  absolue 
est,  soit  un  nombre  entier,  soit  une  fraction  à  termes  entiers.  Je 
suppose  acquises  les  l'ègles  relatives  au  calcul  de  ces  nombres. 

Une  nouvelle  extension  de  l'idée  de  nombre  concerne  les  nom- 
bres irrationnels  :  cette  extension  a  sa  place  en  arithmétique  ;  il 
conAdent  toutefois  de  la  reprendre  au  début  de  l'analyse,  d'autant 
que  plusieurs  des  notions  et  démonstrations  que  l'on  rencontre  en 
analyse,  dépendent  de  la  façon  dont  elle  a  été  présentée. 

2.  —  Avant  de  l'aborder,  je  ferai  les  remarques  suivantes. 

Etant  donné  un  nombre  rationnel  positif  quelconque,  il  existe 
des  nombres  rationnels  positifs  plus  petits  que  lui  :  on  les  obtient, 
par  exemple,  en  augmentant  le  numérateur  de  la  fraction  à  termes 
■entiers  qui  le  représente;  on  peut  en  obtenir  ainsi  une  infinité, 
c'est-à-dire  plus  de  7i,  quelque  soit  n. 

Etant  donnés  deux  nombres  rationnels  quelconques,  non  égaux, 
iil  existe  une  infinité  de  nombres  rationnels  compris  entre  eux  :  on 
■obtient  l'un  quelconque  d'entre  eux  en  ajoutant  au  plus  petit 
•des  nombres  donnés  un  nombre  positif,  nioindre  que  leur  dilTé- 
irence. 

Puisqu'il  y  a  des  nombres  rationnels  entre  un  nombre  ra- 
itionnel  donné  a  et  n'importe  quel  nombre  rationnel  h  plus  petit 
que  a;  il  ne  peut  exister,  parmi  les  nombres  rationnels  plus  petits 
-que  a,  un  nombre  rationnel  h  qui  soit  plus  grand  que  tous  les 
autres  ;  de  même,  parmi  les  nombres  rationnels  plus  grands  qu'un 
nombre  rationnel  donné,  il  n'y  en  a  aucun  qui  soit  plus  petit  que 
.tous  les  autres. 
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3.  —  Soient  s  un  nombre  rationnel  positif  et  A  un  nombre  ration- 
nel quelconque  ;  la  théorie  de  la  division  des  nombres  entiers  per- 

met  de  mettre,  et  cela  d'une  seule  façon,  le  nombre  ,  sous  la  forme 

d'un  nombre  entier  n,  positif,  nul  ou  négatif,  et  d'une  fraction  s',. 
positive  ou  nulle,  plus  petite  que  i .  Le  nombre  n  est  la  partie  en- 

tière  de  7  et  l'on  a  /Zc  ^  A  <  [n  -h  1)1.  En  d'autres  termes  encore, 

si  l'on  considère  la  progression  indéfinie  dans  les  deux  sens  (') 

...,  3î,  2£,  t,  O,  t,   2E,   3e,..., 

ou  bien  ce  nombre  A  est  l'un  des  termes  ni  de  cette  suite,  ou  bien, 
il  tombe  entre  deux  termes  consécutifs  ni,  (11  -H  1)1,  en  désignant 
par  n  un  nombre  entier,  positif,  nul  ou  négatif;  m  est  la  valeur 
approchée  par  défaut  de  A,  à  s  près  ;  [n  -t-  1)2  est  la  valeur 
approchée  de  A  par  excès,  à  i  près.  La  dilTérence  entre  A  et  ses 
valeurs  approchées  est  moindre  en  valeur  absolue  que  i,  à  moins 
que  sa  valeur  approchée  par  défaut  ne  soit  précisément  A,  auquel 
cas  la  différence  entre  A  et  sa  valeur  approchée  par  excès  est  i. 

Remarquons,  en  passant,  que  la  valeur  approchée  de  A,  par  dé- 
faut, est  plus  grande  que  A,  en  valeur  absolue,  quand  A  est  néga- 
tif. Si  A  est  positif  et  n'est  pas  égal  à  sa  valeur  approchée,  par 
défaut,  à  c  près,  la  valeur  approchée  de  —  A,  à  î  près,  par  défaut, 
est  égale  à  la  valeur  approchée  de  A  à  i  près,  par  excès,  changée 
de  signe. 

4.  —  Avant  d'aller  plus  loin,  plaçons-nous  à  un  point  de  vue 
géométrique. 

Dans  le  présent  chapitre,  on  n'aura  besoin  que  d'une  droite,,, 
qu'on  pourra  supposer  être  toujours  la  même.  Les  considérations 
relatives  au  plan  et  à  l'espace  n'interviendront  pas. 

J'emprunte  à  la  géométrie  de  la  droite  les  notions,  axiomes, 
définitions  ou  propositions  qui  suiAi-ent,  sans  me  préoccuper  autre- 
ment de   ]3ur  ordre   ou  de  leur  dépendance.    Les   considérations- 

(^  G'est-à  dire  que  chaque  terme  est  précédé  et  suivi  d'un  autre  terme.  En 
parlant  simp  ement  d'une  suite  indéfinie,  j'entendrai  une  suite  de  termes  oii  il 
y  a  un  prem'er  terme,  et  où  chaque  terme  est  suivi  d'un  autre  terme;  telle 
est  par  exemiile  la  suite  des  nombres  naturels   i,  2,  3.,... 
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géométriques  et  les  figures  ne  seront  clans  ce  qui  suit  que  dos 
aides,  comme  les  mots  pour  la  pensée.  L'étude  des  axiomes  géo- 
métriques est  en  dehors  du  sujet   auquel  j'entends  me  limiter  (' .. 

La  droite  s  étend  indéfiniment,  de  deux  côtés,  à  partir  d'un 
quelconque  de  ses  points.  On  sait  ce  ([u'on  entend  en  disant 
qu'un  point  est  entre  deux  autres.  Entre  deux  points  d'ime  droite 
il  y  a  un  point,  et  par  conséquent  une  infinité  de  points,  de  cette 
droite.  Sur  trois  points  distincts,  il  y  en  a  un  qui  est  enire  les 
deux  autres.  Si  le  point  B  est  entre  les  points  A  et  G,  le  point  C 
entre  les  points  B  et  D,  on  peut  affirmer  que  C  est  entre  A  et  D. 
On  sait  ce  qu'on  entend  en  disant  qu'un  point  est  à  droite  (ou  à 
gauche)  d'un  autre  point.  Si  le  point  B  est  à  droite  du  point'  A,  le 
point  C  à  droite  du  point  B,  on  peut  af.irmer  que  G  est  à  droite 
de  A.  De  même  pour  la  gauche.  Des  points  distincts,  sur  la  droite, 
en  nombre  fini,  peuvent  toujours  être  l'angés  dans  un  ordre  tel 
que  chacun  d'eux  scit  à  droite  de  ceux  qui  le  précèdent,  à  gauche 
de  ceux  qui  le  suivent.  Relativement  aux  segments  (-),  portés  par 
la  droite,  limités  par  deux  points,  on  sait  ce  que  c'est  que  deux 
segments  égaux,  qu'un  segment  plus  grand  ou  plus  petit  qu'un 
autre.  Si  le  point  B  est  entre  le  point  A  et  le  point  G,  le  segment 
AG  est  plus  grand  que  les  segments  AB,  BC,  dont,  par  défini- 
tion, il  est  la  somme.  Tout  segment  plus  grand  qu'un  segment 
donné  peut  être  regardé  comme  égal  à  la  somme,  au  sens  précédent 
de  ce  segment  et  d'un  autre  segment.  Etant  donnés,  d'une  part, 
deux  segments  et,  d'autre  part,  deux  autres  segments  ;  si  les  deux 
premiers  segments  sont  respectivement  égaux  aux  deux  seconds, 
la  somme  des  deux  premiers  est  égale  à  la  somme  des  deux  se- 
conds; si  les  deux  premiers  segments  sont  respectivement  plus 
grands  que  les  deux  seconds,  leur  somme  est  plus  grande  que  celle 
des  deux  seconds. 

En  plaçant  bout  à  bout  sur  une  même  droite  des  segments 
égaux  à  un  segment  donné,  on  arrive  toujours,  après  un  nombre 
fini  d'opérations,  à  former  un  segment  plus  grand  que  tel  segment 
donné  à  l'avance  que  l'on  voudra.  On  peut   diviser  un  segment 

C)  On  peut,  sur  ce  point,  consulter)  les  Griindlagen  der  Géométrie  de  ^I.  HiLHEnr. 

(■2)  Le  mot  segment  n'est  pas  pris  et  ne  sera  pas  pris  dans  le  sens  de  vecteur  : 
un  segment  devient  un  vecteur  quand  on  distingue  lequel  des  points  qui  le  li- 
mitent est  son  origine,  lequel  est  son  extrémité. 
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donné  en  autant  de  j^arties  égales  que  l'on  voudra.  On  peut  le- 
diviser  en  assez  de  parties  égales  pour  que  l'une  d'elles  soit  plus 
petite  que  tel   segment  donné  à  l'avance  que  l'on  voudra. 

5.  —  Etant  donnés,  d'une  part,  une  unité  de  longueur  et,  d'autre 
part,  sur  la  droite  indéfinie  X'X,  un  point  0  que  l'on  prendra  pour 
origine  et,  sur  celte  même  droite,  un  sens  (de  gauche  à  droite)^ 
pour  le  sens  positif,  on  sait  que_,  à  chaque  nombre  rationnel  a^ 
positif  ou  négatif,  correspond  un  point  A  de  la  droite  et  un  seul. 

Si,  en  désignant  par  p  et  q  deux  nombres  entiers  positifs,  -  est  la 

valeur  absolue  de  a.  on  obtient  ce  point  en  divisant  l'unité  de  lon- 
gueurs en  q  parties  égales  et  en  portant  bout  à  bout,  à  j)artir  de 
l'origine  0,  p  de  ces  parties  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche, 
suivant  que  a  est  positif  ou  négatif;  si  q  était  égal  à  i,  les  p  seg- 
ments qu'il  faudrait  j)lacer  bout  à  bout  pour  obtenir  le  point  A 
devraient  être  égaux  à  l'unité  de  longueur  :  a  s'appelle  l'abscisse 
du  point  A  ;  à  deux  valeurs  distinctes  du  nombre  a  correspondent 
deux  positions  distinctes  du  point  A. 

Pour  tout  point  A  qu'on  peut  obtenir  par  la  construction  précé- 
dente, la  longueur  OA  est  commensurahle  à  l'unité  de  longueur  ;. 
c'est-à-dire  qu'il  y  a  un  certain  segment  qui  est  contenu  un 
nombre  exact  de  fois  q  dans  l'unité  et  un  nombre  exact  de  fois  p- 
dans  OA  ;  réciproquement  si  la  longueur  OA  est  commensurahle 
à  l'unité  de  longueur,  et  si  la  commune  mesure  est  contenue  q 
fois  dans  l'unilé,  p  fois  dans  OA,  il  est  clair  qu'il  y  a  un  nombre 

rationnel  a,    dont   la   valeur  absolue  est  -  et  dont  le  sisne   est -t- 

ou  —  suivant  que  le  point  A  est  à  droite  ou  à  gauclie  de  l'origine,, 
qui  peut  être  regardé  comme  l'abscisse  du  point  A, 

Si  deux  points  A,  B  ont  des  abscisses  rationnelles  a,  h,  Best  à  droite- 
ou  à  gauche  de  A  suivant  que  6  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  a» 

6.  —  Entre  deux  points  quelconques  R,  S  de  la  droite,  il  y  a 
des  points  dont  l'abscisse  est  rationnelle. 

On  peut  en  effet  diviser  l'unité  de  longueur  en  q  parties  égales, 
plus  petites  que  le  segment  RS;  portant  l'une  de  ces  parties  sur  la 
droite  X'X  à  partir  du  point  0,  vers  la  droite  et  vers  la  gauche ;,. 
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nous  obliendrons  une  suite  de  points  (indéfinie  dans  les  deux  sens), 

....     a;,     A',,     U,     A,,     A,,.... 
dont  Jes  abscisses  seront  respectivement 


2 

1 

0, 

I 

2 

7 

7' 

'} 

7 

Pour  fixer  le  langage,  supposons,  comme  dans  la  figure,  que  R 
soit  entre  0  et  S  et  à  droite  de  0.  On  finira  par  trouver  dans  la  suite 
des  points  0,  A^,  A^,  A.j,...  un  point  qui  sera  au  delà  (/)  de  K  ;  soit 
^n  +  i  1©  premier  de  ces  points,  en  sorte  que  A„  soit  en  R  ou  en 


X- 


A;    a;     0      Al    A,    A„      il    A„+iS 

Fiff.  I. 


n  -!-  I 
deçà  de  R  ;  A,j_^  1,  dont  l'abscisse  est  le  nombre  rationnel — - —  ,  est 

entre  R  et  S,  car  s'il  était  en  S  ou  au  delà  de  S,  le  segment 
A„A„^.i  serait,  contrairement  à  l'iiypothèse,  égal  ou  supérieur  au 
segmentRS.il  résulte  de  là  que,  étant  donné  un  point  quelcon- 
que R  de  la  droite  X'X,  il  existe  sur  cette  droite  des  points 
d'abscisse  rationnelle  aussi  rapprochés  de  R  qu'on  le  voudra,  soit  au 
delà,  soit  en  deçà. 

7.  —  Étant  donné  sur  la  droite  un  point  A,  ou  bien  la  lon- 
gueur OA  est  commensurable  à  l'unité  de  longueur,  ou  bien 
elle  est  incommensurable  à  cette  unité,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a 
aucun  segment  qui  soit  contenu  un  nombre  exact  de  fois  dans 
cette  unité  de  longueur  et  dans  OA.  Dans  le  premier  cas,  on  a  vu 
que  le  point  A  correspondait  à  une  abscisse  rationnelle.  Supposons 
qu'on  soit  dans  le  second  cas. 

X' — 1 i 1 1^ X 

O  a         A        a' 

Fig.    2. 

A  chaque  nombre  rationnel  correspondra,  comme  on  l'a  expliqué 
plus  haut,    un  point  de  la  droite  X'X,  autre  que  le  point  A,  un 

(')  .l'emploierai  les  expressions  «  au  delà,  en  dcc;à  »  dans  le  même  sens  que 
«  p  droite,  à  gauche  ». 
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point  qui  sera  par  conséquent  à  droite  ou  à  gauche  de  A  ;  les 
nombres  rationnels  se  sépareront  donc  en  deux  classes  ;  à  la 
première  classe  ou  classe  inférieure,  appartiendront  tous  les 
nombres  rationnels  a  auxquels  correspondent  des  points  a  situés 
en  deçà  de  A  ;  à  la  seconde  classe,  ou  classe  supérieure,  appartien- 
dront tous  les  nombres  rationnels  a  auxquels  correspondent  des 
points  a'  situés  à  droite  de  A  (*). 

Ce  mode  de  séparation  des  nombres  rationnels  en  deux  classes 
■satisfait  évidemment  aux  conditions  suivantes  : 

1°  Tout  nombre  rationnel  appartient  à  l'une  ou  à  l'autre  des 
deux  classes. 

2°  Tout  nombre  qui  appartient  à  la  classe  inférieure  est  plus 
petit  que  tout  nombre  qui  appartient  à  la  classe  supérieure. 

Ces  deux  premières  conditions  impliquent  la  conclusion  sui- 
vante : 

Si  un  nombre  a  appartient  à  la  classe  inférieure,  il  en  est  de 
même  de  tout  nombre  rationnel  6  qui  est  plus  petit  que  lui;  en 
effet,  si  b  n'appartenait  pas  à  la  classe  inférieure,  il  appartiendrait 
à  la  classe  supérieure,  donc  il  serait  plus  grand  que  a,  contraire- 
ment à  l'hypothèse.  Si  un  nombre  a'  appartient  à  la  classe  supé- 
rieure, il  en  est  de  même  de  tout  nombre  rationnel  b'  plus  grand 
que  lui. 

3°  Il  n'y  a  pas  dans  la  classe  inférieure  de  nombre  qui  soit  plus 
grand  que  tous  les  autres.  Soit,  en  effet,  a  un  nombre  de  la  classe 
inférieure  et  soit  a  le  point  correspondant  :  a  est  à  gauche  de  A  ; 
entre  a  et  A,  il  y  a  des  points  dont  l'abscisse  est  un  nombre  ra- 
tionnel ;  or,  un  tel  point  étant  en  deçà  de  A,  son  abscisse  appar- 
tient à  la  classe  inférieure,  et  elle  est  plus  grande  que  a.  Il  est 
donc  impossible  que  a  soit  plus  grand  que  tous  les  nombres  de  la 
classe  inférieure.  De  même,  dans  la  classe  supérieure,  il  n'y  a  pas 
de  nombre  qui  soit  plus  petit  que  tous  les  autres  nombres  de  la 
même  classe. 

Remarquons  encore  qu'on  peut  trouver  dans  la  classe  inférieure 

(')  Les  mots  «  classe  inférieure,  classe  supérieure  »  seront  continuellement 
employés  dans  ce  chapitre  ;  il  doit  être  Lien  entendu  cjue  ces  classes  ne  con- 
tiennent cjne  des  nombres  rationnels  ;  en  sorte  que  si  l'on  dit  d'un  nombre 
qu'il  appartient  soit  à  une  classe  inférieure,  soit  à  une  classe  supérieure,  il 
sera  inutile  de  dire  cjue  ce  nombre  est  rationnel. 
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et  dans  la  classe  supérieure  deux  nombres  qui  diffèrent  aussi 
peu  qu'on  le  veut.  En  effet,  si,  en  désignant  par  i  un  nombre 
rationnel  positif  quelconque,  on  considère  les  points  dont  les 
abscisses  sont  les  termes  de  la  progression  arithmétique,  indéfinie 
dans  les  deux  sens, 

le  point  A  tombera  nécessairement  entre  deux  consécutifs  de  ces 
points  dont  je  désignerai  les  abscisses  par  ni.  (n  h-  i)  2  :  le  nombre 
7?£  appartient  à  la  classe  inférieure,  le  nombre  (n  h-  i)  £  à  la  classe 
supérieure;  or,  leur  différence  £  peut  être  supposée  aussi  petite 
qu'on  le  veut. 

Je  dirai  que  toute  décomposition  des  nombres  rationnels  en  deux 
classes  qui  satisfont  aux  conditions  i",  2",  3°  détermine  un 
nombre  irrationnel. 

8.  —  A  un  nombre  irrationnel  donné,  c'est-à-dire,  encore  ime 
fois,  à  im  mode  de  décomposition  des  nombres  rationnels  en  deux 
classes  qui  satisfont  aux  conditions  1°,  2",  3",  correspond-il  sur  la 
droite  XX.  un  point  A  qui  permette  inversement  de  retrouver, 
comme  on  vient  de  l'expliquer,  le  même  mode  de  séparation  des 
nombres  rationnels  en  deux  classes  ? 

Concevons,  pour  avoir  une  image  plus  sensible,  de  colorer  en 
bleu  tout  point  a  dont  l'abscisse  a  appartient  à  la  classe  inférieure 
du  mode  de  décomposition  donné  et  tout  point  qui  est  à  gauche 
de  lui,  de  colorer  en  rouge  tout  point  a'  dont  l'abscisse  a'  appar- 
tient à  la  classe  supérieure,  et  tout  point  qui  est  à  droite  de 
lui,  enfin  d'appeler  point  blanc  tout  puint  qui  n'est  ni  rouge  ni 
bleu. 

Par  hypothèse,  tous  les  points  d'abscisse  rationnelle  sont 
colorés. 

Il  résulte  des  conditions  imposées  au  mode  de  décomposition  que 
tout  point  rouge  est  au-delà  de  tout  point  bleu,  que,  par  suite,  la 
partie  bleue  et  la  partie  rouge  de  la  droite  n'empiètent  pas  l'une 
sur  l'autre  ;  on  voit  en  outre  qu'un  point  blanc  ne  peut  se  trouver 
ni  à  l'intérieur  de  la  partie  rouge  (puisque,  ayant  alors  des  points 
rou2:es  à  sasauche,  il  devrait  lui-même  être  rou2:e';,  nia  l'intérieur 
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de  la  région  bleue  ;  on  voit  aussi  qu'il  ne  peut  y  avoir  deux  points 
blancs,  puisqu'il  y  aurait  entre  ces  points  blancs  des  points 
d'abscisse  rationnelle,  c'est-à-dire  des  points  colorés,  des  points 
bleus,  par  exemple,  et  que,  alors,  celui  des  deux  points  blancs  qui 
est  le  plus  à  gauche  devrait  être  bleu.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  qu'un 
seul    point  blanc  A  qui    sépare  la  partie  bleue  et  la   partie  rouge. 

L'existence  d'un  tel  point  est  un  postulat  conforme  à  notre  intui- 
tion de  la  ligne  droite.  Il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  l'affirmer 
puisque  l'existence  de  la  droite  est  purement  idéale  (i). 

En  l'adoptant,  on  peut  dire  qu'à  chaque  point  de  la  droite  X'X 
correspond  un  nombre  rationnel  ou  irrationnel,  son  abscisse,  et  que 
à  chaque  nombre  irrationnel  (à  chaque  mode  de  décomposition  des 
nombres  rationnels  en  deux  classes  satisfaisant  aux  conditions 
énumérées  pins  haut)  correspond  un  point  de  la  droite  dont  ce 
nombre  est  l'abscisse.  Il  est  naturel  de  regarder  un  nombre 
irrationnel  comme  plus  grand  que  tous  les  nombres  rationnels 
qui  figurent  dans  la  classe  inférieure  qui  sert  à  le  définir,  comme. 
plus  petit  que  tous  les  nombres  rationnels  qui  sont  dans  la  classe 
supérieure  ;  de  regarder  un  nombre  irrationnel  comme  plus  grand 
qu'im  autre  nombre  irrationnel  si  le  premier  est  l'abscisse  d'un 
point  situé  à  droite  du  second,  etc. 

La  correspondance  entre  les  points  de  la  droite  X'X  et  les  nombres 
rationnels  ou  irrationnels  est  parfaite  :  les  points  peuvent  être 
regardés  comme  les  images  des  nombres,  les  nombres  comme  les 
signes  des  points.  En  raison  de  cette  parfaite  correspondance,  il  est 
permis  de  confondre  l'image  et  le  signe.  C'est  ce  qui  arrivera  dans 
le  cours  de  ce  livre. 

Pour  le  moment,  laissons  toute  image  de  côté,  et  considérons  à 
titre  d'exemple  un  problème  purement  numérique. 

9,  —  On  montre,  en  arithmétique,  qu'il  n'existe  pas  de  nombi'e- 

(*)  11  est  bien  clair  que  les  considérations  précédentes  ne  peuvent  s'appliquer  à 
une  droite  réelle.  La  subdivision  d'un  segment  de  droite  réalisé  d'une  l'açoni 
quelconque,  ne  peut  être  poussée  bien  loin.  La  longueur  d'un  tel  segment  n'est 
déGnie  qu'entre  certaines  limites.  L'unité  de  mesure  elle-même,  le  centimètre, 
par  exemple,  ne  peut  être  absolument  définie.  D'autre  part,  est-il  besoin  de- 
dire  qu'il  est  presque  déraisonnable  de  parler  d'un  point,  sans  dimensions,  qui» 
serait  rouge,  blanc  ou  bleu? 


CIIAP1THE    I.    ^OMimES    inUATIOWELS  II 

rationnel  dont  le  carré  soit  égal  à  3,  mais  qu'il  existe  des  nombres 
rationnels,  positifs,  dont  le  carré  approche  de  .'5  autant  qu'on  le  veut  ; 
c'est-à-dire  que,  quelque  petit  f[ue  soit  le  nombre  rationnel  positif 
£,  il  y  a  des  nombres  rationnels  tels  que  la  différence  entre  leur 
carré  et  3  soit  moindre,  en  valeur  absolue,  que  s.  Il  existe  de  tels 
nombies  dont  le  carré  est  inférieur  à  3  ;  il  en  existe  dont  le  carré 
est  supérieur  à  3. 

Puisque  le  carré  d'un  nombre  rationnel  positif  n'est  jamais  égal 
à  3,  il  est  plus  grand  que  3  ou  plus  petit  que  3.  Rangeons  dans 
une  première  classe,  ou  classe  inférieure,  tous  les  nombres  ration- 
nels négatifs,  le  nombre  o,  et  tous  les  nombres  rationnels  positifs 
dont  le  carré  est  moindre  que  3  ;  rangeons  dans  la  seconde  classe, 
ou  classe  supérieure,  tous  les  nombres  positifs  dont  le  carré  est  plus 
grand  que  3.  Chaque  nombre  rationnel  a  sa  place  dans  l'une  ou 
l'autre  des  deux  classes  ;  tout  nombre  de  la  classe  inférieure  est 
plus  petit  que  tout  nombre  de  la  classe  supérieure.  C'est  les  condi- 
tions i"  et  2°  du  n°  7  ;  dans  la  classe  inférieure,  il  n'y  a  pas  de 
nombre  a  plus  grand  que  tous  les  autres  ;  en  effet,  dire  que  le 
nombre  positif  a  appartient  à  la  classe  inférieure,  c'est  dire  que  a- 
est  plus  petit  que  3  et  il  y  a  dans  la  môme  classe  un  nombre  positif 
a'  tel  que  3  —  a-  soit  moindre  que  3  —  a%  ce  qui  suppose  a'  >■  a  ; 
de  même,  il  n'y  a  pas  dans  la  classe  supérieure  de  nombre  qui  soit 
plus  petit  que  tous  les  autres.  C'est  la  condition  3"  du  même  numéro. 

On  a  ainsi  défini  un  mode  de  décomposition  des  nombres  ration- 
nels en  deux  classes  satisfaisant  aux  conditions  i°,  2°,  3',  on  a 
défini  le  nombre  irrationnel  /S.  Remarquons  qu'on  n'a  en  aucune 
façon  le  droit  de  dire  actuellement  que  le  carré  de  ce  nombre  est 
égal  à  3  ;  les  mots  «  carré  d'un  nombre  irrationnel  »  n'ont  actuel- 
lement aucun  sens. 

10.  —  Concevons  un  mode  de  décomposition  des  nombres 
rationnels  en  deux  classes  tel  que  tout  nombre  rationnel  figure 
nécessairement  dans  une  des  classes  et  dans  une  seule,  tel  en  outre 
que  tout  nombre  de  la  première  classe,  ou  classe  inférieure,  soit  plus 
petit  que  tout  nombre  de  la  seconde  classe  ou  classe  supérieure. 
Logiquement,  quatre  cas  semblent  possibles. 

Ou  bien  il  n'y  a  pas  dans  la  classe  inférieure  de  nombre  plus 
grand  que  tous  les  autres  et  il  n'y  a  pas,  dans  la  classe  supérieure 


12  INTRODUCTION    A    LA    THEORIE    DES    FONCTIONS 

•de  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres  ;  c'est  ce  qui  est  arrivé 
dans  l'exemple  précédent. 

Ou  bien,  il  y  a,  dans  la  classe  inférieure,  un  nombre  plus  grand 
que  tous  les  autres  et  il  n'y  a  pas,  dans  la  classe  supérieure,  de 
nombre  plus  petit  que  tous  les  autres.  C'est  ce  qui  arriverait  si, 
par  exemple,  on  plaçait  dans  la  classe  inférieure  le  nombre  5  et 
tous  les  nombres  rationnels  plus  petits  que  5,  dans  la  classe  supé- 
rieure tous  les  nombres  rationnels  plus  grands  que  5. 

Ou  bien  il  n'y  a  pas,  dans  la  classe  inférieure,  un  nombre  plus 
grand  que  tous  les  autres  et  il  y  a  dans  la  classe  supérieure  un 
nombre  plus  petit  que  tous  les  autres.  Par  exemple,  la  classe  infé- 
rieure est  formée  des  nombres  rationnels  plus  petits  que  5,  la  classe 
supérieure  du  nombre  5  et  des  nombres  rationnels  plus  grands. 

Ou  bien  il  y  a  dans  la  classe  inférieure  un  nombre  a  plus  grand 
que  tous  les  autres  (de  la  même  classe)  et  dans  la  classe  supérieure 
un  nombre  6  plus  petit  que  tous  les  autres  ;  mais  cette  dernière 
supposition  doit  être  rejetée  ;  enelTet,  le  nombre  rationnel  a,  appar- 
tenant à  la  classe  inférieure,  serait  plus  petit  que  le  nombre  h  de  la 
•classe  supérieure;  les  nombres  rationnels  compris  entre  a  et  h 
•n'auraient  été  rangés  dans  aucune  des  deux  classes,  puisque,  étant 
,plus  grands  que  a,  ils  ne  peuvent  appartenir  à  la  classe  inférieure 
•et  que,  étant  plus  petits  que  b,  ils  ne  peuvent  appartenir  à  la  classe 
supérieure. 

Dans  le  premier  cas  le  mode  de  décomposition  considéré  définit  un 
nombre  irrationnel  A  ;  ce  nombre  est  dit  plus  grand  que  les  nombres 
de  la  classe  inférieure,  plus  petit  que  les  nombres  de  la  classe  supé- 
rieure. Il  serait  légitime,  dès  à  présent,  d'appeler  les  nombres  de 
la  classe  inférieure  «  les  nombres  rationnels  plus  petits  que  A  »  et 
les  nombres  de  la  classe  supérieure  «  les  nombres  rationnels  plus 
grands  que  A  )) .  Je  continuerai,  pendant  quelque  temps,  de  dire 
un  nombre  de  la  classe  inférieure  relative  à  A  ou  un  nombre  de  la 
classe  supérieure  relative  à  A,  au  lieu  de  dire  un  nombre  rationnel 
plus  grand,  ou  plus  petit  que  A,  afin  que  le  lecteur  se  rappelle 
bien  que  ce  n'est  pas  le  nombre  irrationnel  A  qui  sert  à  définir  les 
nombres  rationnels  plus  petits  ou  plus  grands  que  lui,  que  c'est 
au  contraire  ces  nombres  rationnels,  ou  plutôt  la  façon  dont  ils 
sont  rangés  dans  les  deux  classes,  qui  définissent  le  nombre  irra- 
tionnel A. 
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Dans  lo  second  et  dans  lo  troisième  cas,  je  dirai  que  le  mode  de 
décom])Osilion  considéré  délinit  le  nond)ro  ralionnel  \  qui,  d.ins  li; 
second  cas,  appartient  à  la  classe  inférieure  et  est  plus  jrrand  nue 
tous  les  autres  nombres  do  celte  classe,  qui,  dans  le  troisième  cas, 
appartient  à  la  classe  supérieiu'e  et  est  plus  petit  fpjo  tous  les 
autres  nombres  de  cette  classe.  Pour  l'uniformité  du  langage, 
je  remplacerai  ces  deux  modes  de  décomposition  par  un  mode 
unique  qui  consistera  à  séparer  tous  les  nombres  rationnels 
en  trois  classes  dont  l'une  contiendra  le  seul  nombre  rationnel  A. 
dont  les  deux  autres  seront  formées,  l'une,  la  classe  inférieure  rela- 
tive au  nombre  A,  par  les  nombres  rationnels  plus  petits  que  \, 
l'autre,  la  classe  supérieure  relative  au  nombre  A,  par  les  nombres 
rationnels  plus  grands  que  A;  dans  la  classe  inférieure  aucun 
nombre  n'est  plus  grand  que  tous  les  autres  nombres  de  cette 
classe  ;  dans  la  classe  supérieure  aucun  nombre  n'est  plus  petit  que 
tous  les  autres  nombres  de  cette  classe. 

En  définitive,  on  se  bornera  à  considérer  deux  modes  de  décom- 
position des  nombres  rationnels,  l'un  en  deux  classes,  qui  défi- 
nit un  nombre  irrationnel,  l'autre  en  trois  classes,  qui  définit 
le  nombre  rationnel  unique  qui  constitue  l'une  des  classes.  Ces 
deux  modes  de  décomposition  seront  dits  respectivement  le  pre- 
mier et  le  second  mode.  Dans  les  deux  modes,  la  classe  inférieure 
ne  comporte  pas  de  nombre  plus  grand  que  les  autres,  et  la 
classe  supérieure  de  nombre  plus  petit  que  les  autres.  Dans  le  se- 
cond mode,  on  sait  déjà  (n^  3)  qu'il  est  possible  de  trouver  dans  la- 
classe  inférieure  et  dans  la  classe  supérieure  des  nombres  (ration- 
nels) dont  la  diiTérence  est  aussi  petite  qu'on  le  veut;  on  va  voir 
qu'il  en  est  de  même  pour  la  décomposition  du  premier  mode. 

Considérons  une  telle  décomposition,  ou.  si  l'on  veut,  un  nombre 
irrationnel  A.  Soit  s  un  nombre  rationnel  positif  quelconque  et 
considérons,  comme  au  n°  3,  la  progression  arilbmétique  de  rai- 
son c,  indéfinie  dans  les  deux  sens, 

(I)  ...,  2E,  £,  O,  £.  2£,... 

Chaque  terme  de  cette  progression  appartient,  soit  à  la  classe 
inférieure,  soit  à  la  classe  supérieure  ;  il  y  a  d'ailleurs,  dans  cette 
suite,  des  termes  qui  appartiennent  à  chacune  des  classes,  à  la. 
classe  supérieure,  par  exemple,  puisqu'il  y  a  dans  celte  suite  des 
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termes  qui  dépassent  tel  nombre  (rationnel)  de  la  classe  supérieure 
que  l'on  voudra. 

D'autre  part,  entre  deux  termes  de  cette  suite  qui  appartiennent, 
le  premier  à  la  classe  inféi-ieure,  le  second  à  la  classe  supérieure, 
il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  termes  ;  soit  ni  le  plus  grand  de 
ceux:  qui  appartiennent  à  la  classe  inférieure,  n  étant  un  nombre 
-entier,  positif,  nul  ou  négatif;  {n  -t-  i)c  sera  évidemment  le  plus 
petit  des  termes  qui  appartiennent  à  la  classe  supérieure;  on  dira, 
comme  au  n°  3,  que  lu  et  [n  -H  i)c  sont  les  valeurs  approchées 
de  A,  à  £  près,  par  défaut,  et  par  excès.  La  seule  différence  avec 
ce  qui  a  été  dit  au  n°  3  est  que,  ici,  le  nombre  A.  ne  peut  coïn- 
cider aA^ec  sa  valeur  approchée  par  défaut.  La  différence  s  entre 
les  nombres  m  et  [n  h-  1)1  pouvant  être  supposée  aussi  petite 
qu'on  le  veut,  la  proposition  est  démontrée. 

H.  —  Relativement  à  cette  notion  de  la  valeur  approchée 
d'un  nombre  A  à  s  près,  par  défaut  ou  par  excès,  il  convient 
de    faire    la   remarque    suivante.   Soit,    en  désignant   par   p    un 

nombre  naturel  quelconque,   s'  =  -  ;   considérons  la  progression 

arithmétique,  indéfinie  dans  les  deux  sens, 

(II)  ...,   —  2S',   —  e',   O,   £',    2£',...; 

•elle  permettra,  comme  tout  à  l'heure,  de  déterminer  les  valem's 
approchées  n's',  {11'  h-  i);',  par  défaut  et  par  excès,  de  A;  je  dis 
que  l'on  a 

n'e'  ^  m,         (n'  -+-  !)&'  ^  (n  H-  i)^. 

En  effet,  tous  les  termes  de  la  suite  (J)  figurent  dans  la  suite 
(II)  ;  donc  le  plus  grand  terme  de  la  suite  (I)  qui  appartienne  à  la 
■classe  inférieure  ne  peut  pas  être  supérieur  au  plus  grand  terme  de 
la  suite  (II)  qui  appartient  à  cette  même  classe  ;  on  a  donc  bien 
n'z'  ^  iiî  ;  la  seconde  inégalité  se  démontre  de  même.  Puisque 
ii'e'  est  certainement  plus  petit  que  (n  -+-  i)  c,  n'c  s'obtient  en  ajou- 
tant à  Ile  un  nombre  rationnel,  positif  ou  nul,  moindre  que  £.  Ces 
•conclusions  valent  évidemment  que  le  nombre  A  soit  irrationnel  ou 
xationnel. 
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'Ceci  s'ap[)lique  en  particulier  aux  valeurs  upproclices  par  dé- 

îaut   et  par  excès   d  un  nombre  A  a  — ^ >  ..... ,... 
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près.  Convenons  d'écrire  toujours  un  nombre  décimal  donné, 
ainsi  qu'on  fait  d'ordinaire  dans  les  tables  numériques,  de  façon 
que  la  mantisse  (la  partie  qui  suit  la  virgule)  de  ce  nombre 
soit  positive.  La  partie  entière  sera  négative  si  le  nombre  est 
négatif.  Alors  les  valeurs  approchées  de  A,  par  défaut,  à  o,  i  ; 
o,oi  ;  o,ooi  ;...  formeront,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  une 
■suite  déterminée  (')  de  nombres  décimaux,  dont  la  mantisse  com- 
prendra un,  deux,  trois,...  chiffres,  et  dont  chacun  s'obtiendra  en 
plaçant  un  chiffre  décimal  (qui  peut  être  un  zéro)  à  la  droite  du 
précédent  ;  les  termes  de  cette  suite  ne  vont  jamais  en  décroissant. 
En  ajoutant  une  unité  au  dernier  chiffre  de  chaque  terme  de  cette 
•suite,  on  forme  la  suite  des  valeurs  approchées  de  A,  par  excès,  à 
o,i  ;  o,oi  ;  o.ooi  ;...  près.  Les  termes  de  cette  suite,  dont  chacun 
■est  certainement  plus  grand  que  n'importe  quel  terme  de  la  pre- 
mière suite,  ne  vont  jamais  en  croissant. 

On  parvient  ainsi  à  la  représentation  décimale  d'un  nombre 
quelconque  A,  formée  au  moyen  d'une  partie  entière  positive, 
nulle  ou  négative),  et  d'une  infinité  de  chiffres  décimaux,  dont 
■chacun  est  déterminé,  dès  qu'on  se  donne  le  mode  de  décompo- 
sition des  nombres  rationnels   qui   définit  A;   en  s'arrêtant  au  p" 

chiffre,  on  obtient  la  valeur  approchée  de  A,  à  — -  près,  par  dé- 
faut ;  en  augmentant  ce  chill're  d'une  unité,  on  obtient  la  valem- 
approchée  de  A,  à  — -  près,  par  excès.   On  verra  plus  tard   que, 

înAersement,  cette  suite  de  chiffres  décimaux,  si  elle  est  déterminée, 
détermine  à  son  tour  le  nombre  A. 

12.  —  On  ne  s'est  occupé,  jusqu'à  présent,  que  d'un  seul  nombre 
irrationnel  à  la  fois  :  il  importe  de  savoir  comparer  deux  nom- 
bres A,  B  irrationnels  ou  non. 

Deux  nombres  A,  B  sont  dits  égaux  (et  l'on  écrit  A  =  B)  si  les 
deux  décompositions  qui  les  définissent  sont  les  mêmes.  Cette 
façon  de   parler  est  évidemment  légitime  si  les  deux  nombres  A, 

(•')  C'esl-à-dire  que,  à  chaque  raHS,  se  treuve  un  nombre  déterminé. 
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B  sont  rationnels  ;  elle  n'est  rien  autre  chose  qu'une  définition  si 
les  deux  nombres  sont  rationnels  ;  en  vertu  de  cette  définition,  un 
nombre  est  égal  à  lui-même  et  deux  nombres  égaux  à  un  troisième 
sont  égaux  entre  eux . 

Pour  être  certain  que  deux  nombres  A  et  B  sont  égaux,  il  suffit 
de  savoir  que  les  deux  classes  inférieures  relatives  à  ces  nombres 
sont  identiques  (que  tout  nombre  qui  appartient  à  la  première 
appartient  à  la  seconde,  et  que  tout  nombre  qui  appartient  à  la 
seconde  appartient  à  la  première) . 

Supposons  en  effet  que  ces  deux  classes  inférieures  coïncident. 

Tout  d'abord  il  est  impossible  que,  des  deux  nombres  A  et  B, 
l'un  soit  irrationnel  et  l'autre  rationnel,  c'est-à-dire  que  Tune  des 
décompositions,  celle  qui  définit  A,  par  exemple,  soit  du  premier 
mode,  et  l'autre  des  décompositions,  celle  qui  définit  B,  soit  du 
second  mode.  S'il  en  était  ainsi,  en  effet,  le  nombre  rationnel  B  ne 
pourrait  appartenir  à  la  classe  inférieure  relative  à  A,  qui  est  la 
même  que  la  classe  inférieure  relative  à  B,  formée  de  nombres 
rationnels  plus  petits  que  B  ;  il  ne  pourrait  non  plus  appartenir  à 
la  classe  supérieure  relative  à  A,  sans  quoi  il  y  aurait  dans  cette 
classe  supérieure  un  nombre  a!  plus  petit  que  B,  et  qui,  pour 
cette  raison,  devrait  appartenir  à  la  classe  inférieure  commune  à  B 
et  à  A. 

Si  le  nombre  A  est  irrationnel,  il  en  est  donc  de  même  du 
nombre  B,  et  les  deux  classes  supérieures,  formées  de  tous  les 
nombres  rationnels  qui  ne  figurent  pas  dans  la  classe  inférieure 
commune  à  A  et  à  B  sont  identiques  :  les  deux  décompositions 
sont  les  mêmes  ;  les  deux  nombres  A  et  B  sont  égaux. 

Si  les  deux  nombres  A  et  B  sont  rationnels,  on  voit  comme  tout 
à  l'heure  que  B  ne  peut  appartenir  ni  à  la  classe  inférieure  relative 
à  A,  ni  à  la  classe  supérieure  :  il  reste  la  supposition  que  B  soit 
égal  à  A.  Dans  tous  les  cas  les  deux  modes  de  décomposition  qui 
définissent  A  et  B  sont  identiques. 

Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  l'on  pourrait  encore  affirmer 
l'égalité  des  nombres  A  et  B  si  l'on  savait  que  les  deux  classes 
supérieures  relatives  à  ces  deux  nombres  sont  identiques. 

Enfin  on  peut  encore  affirmer  cette  égalité  si  l'on  sait  que  tout 
nombre  appartenant  à  la  classe  inférieure  relative  à  A  se  trouve 
dans  la  classe  inférieure  relative  à  B,  et  que  tout  nombre  apparte- 


DHAl'ITKR    I.     NOMUUKS    IHIUTIO\Ni:r,S 


^7 


nant  à  la  classe  supérieure  relative  à  A.  se  trouve  dans  la  classe 
supérieure  relative  à  B.  Car  si  l'on  considère  un  nombre  de  la 
classe  inférieure  relative  à  B,  il  ne  peut  être  dans  la  classe  supé- 
rieure relative  à  \,  sans  quoi  il  serait  aussi  dans  la  classe  suj)é- 
ricurc  relative  à  !>  ;  il  ne  peut  être  égal  à  A,  car  alors  un  nombre 
b  delà  classe  inférieure  relative  à  15,  mais  plus  grand  rpie  A,  ajtpar- 
tiendrait  à  la  classe  supérieure  relative  à  A,  donc  encore  à  la  classe 
supérieure  relative  à  B.  Ainsi  tout  nombre  de  la  classe  inféiieurc 
relative  à  B  se  trouve  dans  la  classe  inférieiu-e  relative  à  A  ;  mais, 
par  hypothèse,  tout  nombre  de  la  classe  inférieure  relative  à  A 
se  trouve  dans  la  classe  inférieure  relative  à  B  :  les  deux  classes 
inférieures  sont  identiques. 

13.  —  Les  notions  relatives  à  l'inégalité  des  nombres  rationnels 
ou  irrationnels  pourraient  être  renvoyées  après  la  théorie  de  1  addi- 
tion ;  elles  se  présentent  trop  naturellement  pour  qu'on  en  retarde 
l'explication.  Observons  d'abord  que  ces  notions  sont  acquises 
lorsque  l'un  des  deux  nombres  que  l'on  veut  comparer  est  ration- 
nel. Les  inégalités  a  <  A  (ou  A  >>  a),  A  ■<  b  (ou  b  >>  A),  où  l'on 
suppose  que  a  et  6  sont  rationnels,  veulent  dire  simplement,: 
«  a  appartient  à  la  classe  inférieure,  b  appartient  à  la  classe  supé- 
rieure relative  au  nombre  A  »  :  elles  impliquent  la  conclusion 
a  <i  b.  On  peut  donc  les  réunir  en  écrivant  a  <  A  <<  i.  Elles 
impliquent  aussi  l'existence  de  nombres  rationnels  a',  b'  tels  que 
l'on  ait  a  <  a'  <  A  <  6'  <  6. 

Soient  A  et  B  deux  nombres  quelconques,  non  égaux.  C'est 
donc  que  leurs  classes  inférieures  ne  sont  pas  identiques.  Il  y  a  un 
nombre  qui  figure  dans  l'une  et  non  dans  l'autre  ;  par  exemple  un 
nombre  a  qui  ligure  dans  la  classe  inférieure  relative  à  A  (a  <;  A) 
et  qui  ne  figure  pas  dans  la  classe  inférieure  relative  à  B,  qui  est 
donc  soitB,  soit  un  nombre  de  la  classe  supérieure  relative  à  B  ;  en 
remplaçant  au  biesoin  a  par  un  nombre  rationnel  plus  grand  que 
lui,  mais  appartenant  toujours  à  la  classe  inférieure  relative  à  A,  on 
peut  se  borner  à  examiner  la  seconde  hypothèse  [a  >>  B). 

Toutes  les  fois  qu'il  y  aura  un  nombre  rationnel  a  figurant  dans 
la  classe  inférieure  relative  à  A  (a  <C  A)  et  dans  la  classe  supérieure 
relative  à  B  (a  >■  B)_,  je  dirai  que  A  est  plus  grand  que  B,  ou  que  lî 
est  plus  petit  que  A,  et  j'écrirai  A  >•  B,  ou  B  <<  A.    Inversement 
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ces  dernières  façons  de  parler  ou  d'écrire  reviennent  à  affirmer 
l'existence  d'un  nombre  rationnel  a  appartenant  à  la  fois  à  la  classe 
inférieure  relative  à  A  (a  <  A)  et  à  la  classe  supérieure  relative 
àB(a>B). 

Cette  affirmation  exclut  la  supposition  A  =  B,  puisque  les  deux 
classes  inférieures  relatives  à  A  et  à  B  ne  sont  pas  identiques.  Elle 
exclut  aussi  la  supposition  B  >  A,  c'est-à-dire  l'existence  d'un 
nombre  rationnel  b  tel  que  l'on  ait  B  >  6,  5  >  A,  car  les  inéga- 
lités 6>>A,  A>a,  où  6,  a  sont  rationnels,  impliquent  b'>a,  et 
les  inégalités  a  >•  B,  B  >  6  impliquent  a^  b. 

Il  est  maintenant  bien  aisé  de  voir  que,  si  A,  B,  C  sont  des 
nombres  quelconques,  les  deux  inégalités  A  >>  B,  B  >>  C  entraînent 
l'inégalité  A  >  C.  En  effet,  les  deux  inégalités  A  >  B,  B  >  G 
impliquent  l'existence  de  nombres  rationnels  a,  b  tels  que  l'on  ait 

A>«>B,  B>6>C. 

Les  inégalités  a  >  B,  B  >  6,  où  a  et  b  sont  rationnels,  entraî- 
nent a'>  b;  l'inégalité  6  >  C  exigera  donc  que  a,  plus  grand  que 
b  qui  appartient  à  la  classe  supérieure  relative  à  C,  appartienne 
aussi  à  cette  classe  ;  en  d'autres  termes,  on  a  «  >■  C  ;  enfin  les  iné- 
galités A  >  a,  a>  C  entraînent  A  >  C,  d'aj>rès  la  définition  même. 

Si  le  lecteur  veut  bien  se  reporter  un  instant  à  ce  qui  a  été  dit 
sur  la  correspondance  entre  les  points  d'une  droite  et  les  nombres, 
il  apercevra  de  suite  que  les  notions  de  «  plus  grand,  plus  petit  » 
qui  ont  été  indiquées  au  n°  8  coïncident  avec  celles  qu'on  vient 
de  développer. 

Un  nombre  A  est  dit  positif  si  l'on  a  A  >•  o.  Si  A  est  irrationnel? 
cela  veut  dire  que  le  nombre  rationnel  o  appartient  à  la  classe 
inférieure  relative  à  A.  Un  nombre  A  est  dit  négatif  si  l'on  a  A<Co. 
Dans  la  classe  inférieure  relative  a  un  nombre  positif,  il  y  a  des 
nombres  positifs.  Dans  la  classe  supérieure  relative  à  un  nombre 
négatif,  il  y  a  des  nombres  négatifs. 

14.  — Aux  nombres  rationnels  a,  b,...  correspondent  des  nombres 
rationnels  symétriques  (^)  —  a,  —  6,...  ;   et  si  les  premiers   sont 

(')  L'expression  de  «  nombres  symétriques  »  employée  par  quelques  mathéma- 
ticiens me  paraît  préférbale  à  celle  de  «  nombres  égaux  et  do  signes  contraires  ». 
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ranges  par  ordre  de  j^randciir  croissante,  les  seconds  sont  rangr's 
par  ordre  de  grandeur  décroissante.  D'après  cela,  à  chaque 
nombre  irrationnel  A,  on  peut  faire  correspondre  vni  nombre  irra- 
tionnel A'  de  la  façon  suivante  : 

La  classe  inférieure  relative  à  A'  est  formée  des  nombres  de  la 
classe  supérieure  relative  à  A  changés  tous  de  signe;  la  classe  supé- 
rieure relative  à  A'  est  formée  des  nombres  de  la  classe  inférieure 
relative  à  A  tous  changés  de  signe.  Il  est  clair  que  les  deux  classes 
ainsi  définies  comprennent  tous  les  nombres  rationnels  ;  sauf  ce 
dernier  point,  ce  qu'on  vient  de  dire  s'appliquerait  aussi  bien  à  un 
nombre  rationnel.  Les  deux  nombres  A,  A',  dont  chacun  se  déduit 
de  l'autre  de  la  même  façon,  sont  dits  symétriques  (ou  égaux  et  de 
signes  contraires).  Si  o  figure  dans  la  classe  inférieure  relative  à 
l'un  d'eux,  o  figure  évidemment  dans  la  classe  supérieure  relative  à 
l'autre;  si  l'un  est  positif,  Tautre  est  négatif;  la  valeur  absolue 
des  deux  nombres  est  celui  des  deux  qui  est  positif;  on  la  désigne 
par  le  symbole  |  A  |.  Deux  nombres  symétriques  ne  peuvent  être 
égaux  que  s'ils  sont  nuls  ;  leur  valeur  absolue  est  alors  o.  On 
convient  de  représenter  par  -t-  A  le  même  nombre  que  A  et  par 
—  A  le  nombre  symétrique  de  A  ou  de  -t-  A, 

15.  —  Pour  définir  un  nombre  irrationnel  A,  il  n'est  pas  néces- 
saire de  faire  intervenir  tous  les  nombres  rationnels  ;  si,  par 
exemple,  on  a  un  mode  de  décomposition  de  tous  les  nombres 
rationnels  compris  entre  les  deux  nombres  rationnels  a,  h 
{a  <C  b)  en  deux  classes  telles  que  tout  nombre  de  la  première 
classe  soit  plus  joetit  que  tout  nombre  de  la  seconde  classe,  qu'il 
n'y  ait  pas  dans  la  première  classe  de  nombre  plus  grand  que  tous 
les  autres  et  qu'il  n'y  ait  pas  dans  la  seconde  classe  de  nombre 
plus  petit  que  tous  les  autres,  il  suffira  d'adjoindre  à  la  première 
classe  ainsi  formée  a  et  tous  les  nombres  rationnels  plus  petits  que 
a,  à  la  seconde  classe  b  et  tous  les  nombres  rationnels  plus  grands 
que  b  pour  avoir  défini  un  nombre  irrationnel  au  sens  du  n"  10. 
Plus  généralement,  on  conçoit  que  ce  qui  importe  c'est  les 
nombres  rationnels  très  voisins  qui  enserrent  en  quelque  sorte  le 
nombre  à  définir.  La  généralisation  que  j'ai  en  vue  exige  quelques 
explications  relatives  aux  ensembles  de  nombres,  dont  il  sera  sou- 
vent question. 
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16.  —  La  notion  d'ensemble  est  de  celles  que  le  lecteur  possède 
déjà.  On  dit  une  chose  très  claire  en  parlant  de  l'ensemble  des 
nombres  entiers,  de  l'ensemble  des  nombres  premiers,  de  l'en- 
semble des  nombres  rationnels,  de  l'ensemble  des  nombres  positifs 
qui  peuvent  être  représentés  par  des  fractions  irréductibles  dont  le 
dénominateur  est  lo  ou  une  puissance  de  lo,  etc. 

Tous  les  ensembles  que  je  viens  d'énumérer  comprennent  un 
nombre  infini  d'éléments;  à  ce  titre,  on  les  appelle  des  ensembles 
infinis.  C'est  surtout  à  ceux-là  que  nous  aurons  affaire.  Un  ensemble 
déterminé  est  caractérisé  par  ceci  :  si  on  considère  un  nombre  quel 
conque,  ce  nombre  appartient  ou  n'appartient  pas  à  l'ensemble. 
Soit  par  exemple  l'ensemble  des  nombres  premiers  (positifs)  ;  un 
nombre  a  appartiendra  à  l'ensemble  s'il  est  entier,  positif  et  pre- 
mier ;  dans  le  cas  contraire,  il  n'appartiendra  pas  à  l'ensemble.  Cette 
détermination  résulte  souvent  d'un  caractère  commun  à  tous  les 
nombres  de  l'ensemble  et  à  ceux-là  seulement.  On  peut  aussi  bien 
considérer  des  ensembles  de  nombres  irrationnels  que  de  nombres 
rationnels  ;  c'est,  pour  le  moment,  de  ces  derniers  seuls  qu'il  va 
être  question. 

On  a  défini  plus  haut  un  nombre  quelconque,  rationnel  ou  non. 
par  l'ensemble  des  nombres  rationnels  plus  petits  que  lui,  et 
l'ensemble  des  nombres  rationnels  plus  grands  que  lui.  A  ces  deux 
ensembles,  on  peut  en  substituer  d'autres  analogues. 

17.  — Soient  (E),  (E')  deux  ensembles  de  nombres  rationnels 
jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

Tout  nombre  de  l'ensemble  (E)  est  plus  petit  que  tout  nombre 
de  l'ensemble  (E)  ;  dans  l'ensemble  (E)  il  n'y  a  pas  de  nombre  qui 
soit  plus  grand  que  tous  les  autres  ;  dans  l'ensemble  (E')  il  n'y  a 
pas  de  nombre  qui  soit  plus  petit  que  tous  les  autres.  Enfin,  si 
petit  que  soit  le  nombre  rationnel  positifs,  on  peut  trouver  un 
nombre  a  dans  l'ensemble  (E)  et  un  nombre  a  dans  l'ensemble  (E') 
dont  la  différence  soit  moindre  que  £,  les  propriétés  appartenaient 
aux  ensembles  qui  ont  servi  au  n"  10  à  définir  un  nombre  irra- 
tionnel ;  on  va  montrer  qu'elles  suffisent  pour  définir  un  nombre, 
qui  peut  d'ailleurs  être  rationnel  ou  irrationnel. 

Les  classes  inférieure  et  supérieure  de  ce  nombre  seront  définies 
par  la  condition  de  contenir  l'une  tous  les  nombres  de  (E)  et,  par 
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suite,  tout  nombre  valionnel  qui  est  plus  petit  qu'un  nombre  de 
(1^),  l'autre  tous  les  nombres  de  (E')  et,  par  suite,  tout  nombre  ra- 
tionnel plus  grand  qu'un  nombre  de  (E')  ;  puisqu'il  n'y  a  pas 
dans  (E)  de  nombre  plus  grand  que  tous  les  autres,  on  peut  dire 
encore  que  cliaque  nombre  de  la  classe  inférieure  est  caractérisé 
parce  fait  qu'il  y  a  dans  (E)  im  nombre  plus  grand  que  lui;  de 
même  cbaque  nombre  de  la  classe  supérieure  est  caractérisé  par  ce 
fait  qii'il  y  a  dans  (E')  un  nombre  plus  petit  que  lui.  Si  aucim 
nombre  rationnel  n'échappe  à  ce  classement,  en  d'autres  termes, 
si  tout  nombre  rationnel  est,  soit  égal  ou  inférieur  à  un  nombre  de 
(E),  soit  égal  ou  supérieur  à  un  nombre  de  (E'),  on  a  affaire  au 
premier  mode  de  décomposition  :  on  définit  un  nombre  irrationnel. 
S'il  y  a  un  nombre  rationnel  qui  échappe  au  classement,  c'est 
qu'il  est  à  la  fois  plus  grand  que  tous  les  nombres  de  (E)  et  plus 
petit  que  tous  les  nombres  de  (E'j,  il  est  donc  seul  de  son  espèce, 
car  s'il  y  avait  deux  tels  nombres  rationnels  A,  B  et  si  l'on  avait 
A  >>  B,  la  différence  entre  un  nombre  de  (E')  (plus  grand  que 
A)  et  un  nombre  de  (E)  plus  petit  que  B)  serait  toujours  supérieure 
à  A  —  B,  contrairement  à  la  dernière  condition  imposée  aux  en- 
sembles (E),  (E'). 

18.  —  Par  exemple,  on  enseigne,  en  arithmétique,  à  trouver 
les  nombres  de  la  forme  — ^7^ ,  où  a„  est  un  entier  positif,  qui  satis- 
font aux  conditions 

lo'V    ^        "  \     10" 

l'ensemble  (Ë)  des  nombres  de  la  forme  -^^,  et  l'ensemble  (E')  des 

nombres  de  la  forme  ~ — —  ,  jouissent  évidemment  des  propriétés 

requises  ;  ils  peuvent  servir  à  définir  le  nombre  irrationnel  v  •^■ 
.    Considérons  un  symbole  comme  3, i^iSg  205. ..ou  7,2817181..,, 
formé  d'un  nombre  entier  positif,  nul  ou  négatif  (')  suivi  d'une  suite 
indéfinie  de  chiffres  décimaux  ;  cette  suite  est  supposée  déterminée, 

(')  3  ou  —  j  dans  les  exemples  ciioisis  ;  le  signe  —  est  placé,  suivant  l'usage 
adopté  pour  les  Tables  numériques,  au-dessus  du  nombre  entier  7,  pour  indi- 
quer que,  seul,  il  doit  être  regardé  comme  négatif. 
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c'est-à-dire  que  le  chiffre  qui  occupe  un  rang  déterminé  est  déter- 
miné. En  s'arrêtant  quelque  part  dans  la  suite,  au  quatrième  chiffre 
décimal  si  l'on  veut,  on  formera  un  nombre  décimal  déterminé,  ce  sera 
dans  le  premier  exemple  le  nombre  positif,  3,i/ii5,  dans  le  second 
exemple,  le  nombre  négatif  7,2817  =  0,2817  —  7  =  —  6,7183. 
Les  nombres  décimaux  que  l'on  obtient  en  limitant  la  suite 
quelque  part  forment  un  ensemble  (E),  et  les  nombres  qui  se 
déduisent  des  précédents  en  ajoutant  une  unité  à  leur  dernier 
chiffre  décimal  constituent  un  ensemble  (E')  ;  ces  deux  ensembles 
satisfont  aux  conditions  requises,  sauf  dans  le  cas  où,  à  partir  d'un 
certain  rang,  les  chiffres  se  trouvent  être  tous  des  o,  et  celui  où,  à 
partir  d'un  certain  rang,  les  chiffres  se  trouvent  tous  être  des  9  : 
dans  le  premier  de  ces  cas,  il  y  a  dans  (E)  un  nombre  plus  grand  que 
tous  les  autres,  et  dans  le  second,  il  y  a,  dans  (E'),  un  nombre  plus 
petit  que  tous  les  autres.  J'observe  en  passant  que,  dans  le  premier 
cas,  l'ensemble  (E),  dans  le  second  cas,  l'ensemble  (E')  ne  contient 
qu'un  nombre  fini  de  termes  distincts.  En  écartant  ces  deux  cas, 
les  deux  ensembles  (E),  (E'),  définissent  un  nombre  A,  dont  la 
suite  considérée  est  la  représentation  décimale,  au  sens  du  n°  11, 
c'est-à-dire  que,  si  on  limite  la  suite  au  p'^  chiffre  décimal,  le 
nombre  décimal  ainsi  obtenu  est  la  valeur  approchée  de  A,  par  dé- 
faut, à  -  -7  près.  La  représentation  décimale  d'un  nombre  irra- 
tionnel A  ne  peut  se  trouver  ni  dans  l'un  ni  dans  l'autre  des  cas 
d'exception  :  bornons-nous,  en  effet,  à  considérer  le  premier  et 
supposons  que,  dans  la  représentation  décimale  du  nombre  ir- 
rationnel A  tous  les  chiffres  qui  suivent  le  p"  chiffre  décimal 
soient  des  zéros.  Désignons  par  a  le  nombre  (rationnel)  obtenu   en 

s'arrêtant  à  ce  p'^  chiffre  ;    c'est  la   valeur  approchée  de  A   à  — ; 

près,  par  défaut;  ce   serait  aussi,  dans  la  supposition,    la   valeur 

approchée  de  A  à  — -  près,  q  étant  un  nombre  entier  quelconque 

plus  grand  que  p.  Or,  soit  o!  un  nombre  rationnel  tel  que  l'on  ait 
a  <<  a'  <<  A  :  il  existe  un  entier  n,  que  l'on  peut  supposer  plus 
grand  que  p,  pour  lequel  on  aura 

—  <r  «  —  «  ^ 
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le  nombre  a'  élant  plus  petit  que  A,  il  en  est  de  même  du  nombre 
pbis  petit  a  -h  — -  ;  il  est  dès   lors  impossible  que  a  soit  la  valeur 

approcbée  de  A,  par  défaut,  à  —  près. 

Quant  aux  nombres  rationnels,  on  sait,  par  les  éléments  de 
l'aritlmiétiquc,  que  leur  représentation  décimale,  définie  comme  au 
n°  11,  peut  très  bien  être  limitée,  ou,  si  l'on  veut,  continuée  par 
un  nombre  illimité  de  zéros,  mais  que,  lorsqu'on  réduit  une  fraction 
ordinaire  en  fraction  décimale,  il  ne  peut  arriver  que  tous  les 
chiffres  qui  suivent  un  chiffre  déterminé  soient  des  g. 

Excluons  donc  des  symboles  que  nous  avons  considérés  au  débu^ 
de  ce  numéro  ceux  oui  tous  les  chiffres  qui  suivent  un  chiffre 
déterminé  seraient  des  9.  On  peut  dire  alors  qu'un  symbole  de 
l'espèce  considérée  définit  un  nombre  rationnel  ou  irrationnel  A  ; 
c'est  la  représentation  décimale  de  ce  nombre  A. 

Les  représentations  décimales  de  deux  nombres  A  et  B  ne 
.peuvent  coïncider  que  si  les  deux  nombres  sont  égaux  ;  si.  en 
limitant  ces  deux  représentations  décimales  au  p^  chiffre  déci- 
mal, la  première  fournit  un  nombre  plus  grand  que  la  seconde,  on 
•voit  de  suite  que  A  est  plus  grand  que  B. 

J'arrive  aux  opérations  sur  les  nombres  irrationnels. 

19.  —  Soient  A  et  B  deux  nombres  rationnels  ou  irrationnels. 
Leur  sommeA  -+-  B  est,  par  définition,  un  nombre  plus  grand  que 
la  somme  de  deux  nombres  rationnels  quelconques  respectivement 
plus  petits  que  A  et  B,  et  plus  petit  que  la  somme  de  deux  nombres 
rationnels  quelconques  respectivement  plus  grands  que  A  et  B.  On 
va  montrer  que  cette  double  condition  définit  un  nombre  et  un 
nombre  unique. 

Considérons  en  effet  l'ensemble  (E)  des  nombres  distincts  que 
l'on  peut  obtenir  en  ajoutant  deux  nombres  a.  b,  appartenant  res- 
pectivement aux  classes  inférieures  relatives  à  A,  B,  et  l'ensemble 
(E')  des  nombres  distincts,  que  l'on  peut  obtenir  en  ajoutant  deux 
nombres  rationnels  a',  b'  respectivement  plus  grands  que  A,  B. 

Tous  les  nombres  de  (E)  et  de  (E')  sont  rationnels.  Si  le  nombre 
•cherché  existe,  sa  classe  inférieure  doit  contenir  tous  les  nombres 
de  (E),    sa  classe   supérieure  tous  les  nombres   de  (E')  :  D'ailleurs 
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tout  nombre  de  (E)  est  évidemment  plus  petit  que  tout  nombre 
de  (E')  ;  dans  (E)  il  n'y  a  pas  de  nombre  plus  grand  que  tous  les 
autres,  puisqu'il  y  a  dans  les  classes  inférieures  relatives  à  A  et  B  des 
nombres  respectivement  plus  grands  que  a,  b,  et  qu'il  y  a  donc  des 
nombres  dont  la  somme  est  plus  grande  que  a  ^  b.  De  même,  il 
n'y  a  pas  dans  (E)  de  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres.  Enfm, 
il  y  a  dans  (E]  et  dans  (E')  des  nombres  dont  la  différence  est  aussi 
petite  qu'on  le  veut,  moindre,  par  exemple,  que  le  nombre  ration- 
nel positif  £  ;  on  peut  en  effet  supposer  a'  —  a  et  b'  —  b  moindres 

que  -  ;  on  aura  alors  a'  +  b'  —  (a  +  6)  <C  z. 

Les  deux  ensembles  (E),  (E')  satisfont  donc  aux  conditions  que 
Ton  a  spécifiées  au  n°  17  ;  ils  définissent  un  nombre  irrationnel  ou 
rationnel  plus  grand  que  tous  les  nombres  de  (E),  plus  petit  que 
tous  les  nombres  de  (E')  ;  c'est  le  nombre  A  -H  B.  Cette  définition 
s'accorde  évidemment  avec  la  définition  ordinaire  quand  A  et  B 
sont  rationnels. 

Les  ensembles  (E),  (E')  ne  sont  autres  d'ailleurs  que  les  classes 
inférieure  et  supérieure  relatives  à  A  -H  B.  Considérons  en  effet 
l'ensemble  (E)  et  la  classe  inférieure  ;  tout  nombre  de  (E)  fait  par- 
tie de  cette  classe  ;  je  dis  que  tout  nombre  m  de  cette  classe  est  un 
nombre  de  (E)  ;  en  effet,  par  définition,  ou  il  est  égal  à  un  nombre 
de  (E),  ou  il  est  inférieur  à  un  tel  nombre,  c'est-à-dire  à  la  somme 
de  deux  nombres  a,  b,  qui  appartiennent  aux  classes  inférieures 
relatives  à  A,  B  :  on  a  alors  m  <i  a  -+-  b,  et  le  nombre  m  est  la 
somme  des  deux  nombres  a  et  m  —  a  <^  b  qui  appartiennent  aux 
classes  inférieures  relatives  à  vV,  B  ;  donc  m  est  un  nombre  de  (E). 
La  démonstration  est  la  même  pour  la  classe  supérieure. 

Par  exemple,  o  est  la  somme  de  deux  nombres  symétriques 
quelconques  A,  A'  ;  car  o  est  plus  grand  que  la  somme  de  deux 
nombres  appartenant  aux  classes  inférieures  relatives  à  A,  A',  somme 
qui  est  évidemment  négative,  de  même  o  est  plus  petit  que  la 
somme  de  deux  nombres  appartenant  aux  classes  supérieures  relatives 
à  A,  A',  somme  qui  est  évidemment  positive  ;  o  satisfait  à  la 
définition  de  la  somme  des  nombres  A,  A'. 

20.  —  En  vertu  des  propriétés  des  nombres  rationnels,  les  en- 
sembles (E),  (E')  ne  dépendent  pas  de  l'ordre  des  nombres  A,  B, 
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on  a  donc 

(i)  A  +  B  =  B  -h  A. 

La  somme  de  trois  nombres  A,  B,  G  s'obtient  par  dcQnition  en 
faisant  la  somme  S  dos  deux  premiers  nombres  A,  B,  puis  l.t 
somme  S  +  C.  La  classe  inférieure  relative  à  ce  nombre  est  formée 
des  nombres  obtenus  en  ajoutant  un  nombre  appartenant  à  la 
classe  inférieure  relative  à  Cet  un  nombre  appartenant  à  la  classe 
inférieure  relative  à  S  ;  ce  dernier  nombre  csl  la  somme  do 
deux  nombres  qui  appartiennent  respectivement  aux  classes  infé- 
rieures relatives  à  A  et  à  B  ;  la  classe  inférieure  relative  à  S  -t-  G  ou 
à  (A  -H  B)  -+•  G  est  donc  formée  des  nombres  qui  sont  la  somme 
de  trois  nombres  appartenant  respectivement  aux  classes  infé- 
rieures relatives  à  A,  B,  G.  De  même  la  classe  supérieure  relative  ù 
(A  -H  B)  H-  G  est  formée  des  nombres  qui  sont  la  somme  de  trois 
nombres  qui  appartiennent  respectivement  aux  classes  supérieures- 
relatives  à  A,  B,  G.  Ge  raisonnement  s'étendrait  sans  peine  aux 
sommes  de  quatre,  cinq,...  nombres,  formées  en  ajoutant  successi- 
vement ces  nombres,  dans  l'ordre  où  ils  sont  donnés.  La  démons- 
tration relative  à  la  somme  de  trois  nombres  suffit  à  montrer  que 
l'on  a 

(2)  (A  +  B)  +  C  =  A  +  (B  +  C), 

puisque  les  modes  de  décomposition  qui  définissent  les  deux  mem- 
bres sont  les  mêmes.  Les  égalités  (i)  et  (2)  suffisent,  comme  on 
sait,  à  montrer  que  dans  une  somme,  on  peut  intervertir  l'ordre 
des  termes,  et  remplacer  tels  termes  que  l'on  veut  par  leur  somme 
effectuée.  Au  reste,  ces  propositions  résultent  directement  des 
propositions  analogues  relatives  à  l'addition  des  nombres  ration- 
nels et  de  ce  que  la  classe  inférieure  relative  à  une  somme  quel- 
conque est  formée  de  nombres  qui  sont  la  somme  de  nombres 
appartenant  respectivement  aux  classes  inférieures  relatives  à  ses 
termes. 
On  a 

(3)  A  +  o  =  A. 

En  effet,  tout  nombre  qui  appartient  à  la  classe  inférieure  relative- 
à  A  +  G  étant  la  somme  d'un  nombre  a  appartenant  à  la  classe  in- 
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férieure  relative  à  A  et  d'un  nombre  rationnel  négatif,  est  moindre 
que  a  et  par  suite  appartient  à  la  classe  inférieure  à  A  ;  de  même 
tout  nombre  appartenant  à  la  classe  supérieure  à  A  h-  o  appar- 
tient à  la  classe  supérieure  à  A  ;  les  nombres  A  H-  o  et  A  sont 
■égaux  (n°  12). 

Les  égalités  (i),  (2),  (3)  expriment  les  propriétés  fondamentales 
de  l'addition. 

On  a  A  -^  B  >>  A  ou  A  H-  B  <<  A  suivant  que  B  est  positif  ou 
négatif. 

Supposons  en  effet  B  >.  o  et  soient,  en  employant  de  petites 
lettres  pour  désigner  les  nombres  rationnels 

o<6<B,       a<A<a',       a'  —  a<^b; 

'on  peut,  d'après  ce  qui  précède,  affirmer  l'existence  de  tels  nombres 
rationnels  b,  a,  a  :  le  nombre  a  étant  plus  petit  que  a  h-  6  est 
plus  petit  que  A  -H  B  et  les  inégalités  a'  <  A  H-  B,  a'  ^  A  entraî- 
nent A  -+-  B  >  A. 

21.  —  La  définition  de  la  soustraction  est  la  même  que  celle 
■qui  est  habituellement  donnée  au  début  de  l'algèbre. 

La  différence  entre  les  deux  nombres  A,  B  est  un  nombre 
tel  qu'en  lui  ajoutant  B  on  trouve  A.  Supposons  qu'il  existe  un  tel 
nombre  x,  on  aura  ic  +  B  =  A  ;  par  suite,  a;  H-  B  h-  B'  est 
■égal  à  A  -h-  B',  en  désignant  par  B'  le  symétrique  de  B  ;  mais  la 
•somme  a?  -f-  B  H-  B'  est  égale  à  a?  +  (B  -h  B')  :=  a?  -I-  o  =  x. 

Le  nombre  cherché,  s'il  existe,  est  donc  unique  et  égal  à  A  -l-  B'; 
réciproquement  la  somme  de  A  +  B'  et  de  B  est  égale  à  A  +  (B'  -h  B), 
■ou  à  A  -h  o  =  A.  Le  nombre  cherché  existe,  il  est  unique,  on  l'ob- 
tient en  ajoutant  à  A  le  symétrique  B'  ou  —  B  de  B  ;  conformé- 
ment aux  conventions  de  l'algèbre  on  écrit  cette  somme  A  —  B. 
On  a 

A— B<A.       A  —  B>A,       A  —  B  =  A 

suivant  que  B  est  positif,  négatif  ou  nul,  puisque,  suivant  les  cas, 
—  B  est  négatif,  positif  ou  nul. 

Si  A  est  plus  grand  que  B,  G  =  A  —  B  est  positif;  car  si  G 
■était  négatif  ou  nul,  B  H-  G  ou  A  serait  plus  petit  que  B,  ou  égal 
-â  B,  ce  qui  contredit  l'hypothèse. 


CIIAPITUE    1.     N0MI5UES    tllUATIOISNEr.S  ^7 

Réciproquement  si  G  =  yV  —  li  est  positif,  A,  qui  est  la  somme 
•de  B  et  d'un  nombre  positif  G,  est  plus  grand  que  B. 

Dès  lors,  on  n'a,  comme  on  sait,  aucune  [)eine  à  établir  les  pro- 
positions concernant  les  inégalités  et  les  combinaisons  des  iné- 
galités qui  ne  dépendent  que  de  l'addition  ou  de  la  soustraction. 
Par  exemple,  si  les  deux  nombres  A  et  B  sont  compris  on  lie  les 
nombres  A',  B',  la  dilTérence  entre  les  nombres  A,  B  est  moindre 
en  valeur  absolue  que  la  différence  entre  les  nombres  A',  B'.  Si,  en 
particulier,  on  sait  que,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  s, 
il  existe  deux  nombres  A',  B',  qui  comprennent  entre  eux  les  nom- 
bres A,  B,  et  dont  la  dilï'érencc  est,  en  Aaleur  absolue,  moindre 
<jue  c,  on  peut  aflirmer  que  les  nombres  A,  B  sont  égaux.  Cette 
proposition,  qui  est  souvent  commode  pour  démontrer  l'égalité  de 
■deux  nombres  irrationnels,  aurait  pu  être  facilement  établie  dès 
le  n°  13,  en  se  bornant  au  cas  où  A',  B',  ê  sont  rationnels. 

22.  —  Soient,  sur  une  droite  trois  points  P,  Q,  R  ;  je  suppose 
que  Q  soit  entre  P  et  R.  Quand  on  a  pris  une  unité  de  longueur,  les 
longueurs  des  segments  PQ,   QR,  PR  sont  représentées  par  des 

1 1 1— 

P  Q  R 

Fig.  3. 

nombres  (positifs),  rationnels  ou  non,  que  je  désignerai  par  [PQ], 
[QR],  [PR]  ;  quand  les  trois  segments  sont  commensurables  à 
l'unité,   on  sait  que  l'on  a 

[PR]  =  [PQ]  +  [QR]. 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  égalité  subsiste  dans  tous  les  cas. 
En  elTet,  le  nombre  qui  mesure  im  segment  est  plus  grand  que  tout 
nombre  rationnel  qui  mesure  un  segment  plus  petit  que  lui  et 
•commensurable  à  l'unité  ;  il  est  au  contraire  plus  petit  que  tout 
nombre  rationnel  qui  mesure  un  segment  plus  grand  que  lui  et 
■commensurable  à  l'unité.  Or,  le  segment  PR  est  plus  grand  que  la 
somme  de  deux  segments  plus  petits  respectivement  que  PQ  et 
'QR,  plus  petit  que  la  somme  de  deux  segments  respectivement  plus 
grands  que  PQ  et  QR  ;  donc  [PR]  est  plus  grand  que  la  somme  de 
'deux  nombres  rationnels  quelconques  plus  petits  respectivement 
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que  [PQ],  [QR]  et  plus  petit  que  la  somme  de  deux  nombres  ra- 
tionnels quelconques  respectivement  plus  grands  que  [PQ],  [QR]- 

Il  résulte  de  là,  comme  on  sait,  que,  si  l'on  considère  un  axe 
X'X,  sur  lequel  on  a  pris  un  sens  positif,  et  si  l'on  désigne  par 

1 1 1 ! 1 

X'  G  A  B  X 

Fig.  4. 

ÀB  le  nombre  qui  serait  l'abscisse  du  point  B  si  l'on  prenait  A 
pour  origine,  on  a,  quelle  que  soit  la  disposition  des  points  A,  B,  C^ 

AC  =  ÂB  -H  BC. 

23.  —  Les  détails  dans  lesquels  je  suis  entré  pour  la  théorie  de 
l'addition  me  permettent  d'aller  un  peu  plus  vite  pour  la  multi- 
plication. 

Soient  A,  B  deux  nombres  positifs  ;  le  produit  AB  de  ces  deux 
nombres  est,  par  définition,  un  nombre  plus  grand  que  le  produit 
de  deux  nombres  rationnels  positifs  quelconques  respectivement 
plus  petits  que  A,  B  et  plus  petit  que  le  produit  de  deux  nombres 
rationnels  quelconques  respectivement  plus  grands  que  A,  B. 

Cette  double  condition  définit  un  nombre  unique.  Considérons 
en  effet  l'ensemble  (E)  des  nombres  distincts  que  l'on  peut  obtenir 
en  multipliant  deux  nombres  rationnels  positifs  a,  />  respectivement 
plus  petits  que  A,  B,  et  l'ensemble  (E')  des  nombres  rationnels 
distincts  que  l'on  peut  obtenir  en  multipliant  deux  nombres  a,  b'' 
respectivement  plus  grands  que  A,  B. 

Tout  nombre  de  (E)  ou  de  (E')  est  rationnel.  La  classe  inférieure 
du  nombre  cherché,  s'il  existe,  doit  contenir  tous  les  nombres  de 
(E)  ;  sa  classe  supérieure,  tous  les  nombres  de  (E')  ;  tout  nombre  de 
(E)  est  inférieur  à  tout  nombre  de  (E')  ;  il  y  a  dans  E  et  dans  E'  des- 
norabres  dont  la  difTérence  est  moindre  que  le  nombre  rationnel  c  ; 
en  effet,  si  l'on  a 


^, 


b'  =  b  -h 


on  en  déduit,  en  supposant  les  nombres  rationnels  et  positifs  a,  [i 
plus  petits  que  le  nombre  rationnel  positif  y,  plus  petit  lui-même 
que  I, 

a'h'  —  «6  =  a^  +  6a  -h  ap  <  Y  (a  -h  t  -h  i)<  Y  P, 
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OÙ  P  clcsif^nc  iiii  nombre  rationnel  oblenii  en  ajonlanl  l'unilé  ;i  la 
somme  de  deux,  nombres  l'alionncls  rcspeclivcmenl    pbis   grands 

que  A  cl  n  ;  il  sulïîra  donc  de  prendre  y  <  p .  Les  deux  ensembles 

(E),  (E')  satisfont  aux  conditions  spécifiées  au  n"  17  ;  ils  défi- 
nissent un  nombre  irrationnel  ou  rationnel  plus  grand  que  tous  les 
nombres  de  (E),  plus  petit  que  tous  les  nombres  de  (  E'),  c'est  le 
produit  AI3. 

La  classe  inférieure  relative  à  AH  est  formée  des  nom])res  de  (E), 
auxquels  on  adjoindra  toutefois  o  et  les  nombres  rationnels  néga- 
tifs ;  la  classe  supérieure  relative  à  yVB  est  formée  des  nombres 
deE'. 

Considérons  en  effet  l'ensemble  (E)  et  les  nombres  positifs  de  la 
classe  inférieure  relative  à  AI)  ;  cbaque  nombre  de  l'ensemble  E  est 
l'un  de  ces  nombres  positifs  ;  l'un  quelconque  m  de  ces  nombres 
positifs,  plus  petits  que  AB,  est  égal  ou  inférieur  à  un  nombre 
de  l'ensemble  (E),  c'est-à-dire  au  produit  de  deux  nombres 
positifs  a,  b  respectivement  plus  petits  que  A,  B;  on  a  alors 
m  ^ab,  et  le  nombre  m  est   le  produit   des  deux  nombres   a  et 

—  ^  6,  qui  sont  respectivement  plus  petits  que  A,  B  ;  donc  m   est 
un  nombre  de(E).  On  voit  de  même  que  l'ensemble  (E')  coïncide 
avec  la  classe  supérieure  relative  à  AB. 
On  a 

(i)  AB  =  BA. 

Le  produit  de  trois  nombres  positifs  A,  B,  G  s'obtient  en  multi- 
pliant par  le  troisième  G  le  produit  AB  des  deux  premiers.  La 
classe  inférieure  relative  au  produit  (AB)G  est  formée  des  nombres 
négatifs,  de  zéro,  et  des  nombres  obtenus  en  multipliant  trois  nom- 
bres positifs  appartenant  respectivement  aux  classes  inférieures 
relatives  aux  nombres  A,  B,  G  ;  la  classe  supérieure  relative  au  pro- 
duit (AB)  G  est  formée  des  nombres  obtenus  en  multipliant  trois 
nombres  appartenant  respectivement  aux  classes  supérieures  rela- 
tives à  A,  B,  G.  Geci  s'étend  sans  peine  au  produit  de  quatre, 
cinq,...  facteurs.  On  a 

(2)  (AB)C  =  A(BC). 
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Dans  lin  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  positifs 
on  peut  intervertir  l'ordre  des  facteurs,  remplacer  tels  facteurs  que 
l'on  veut  par  leur  produit  effectue. 

A  étant  un  nombre  posi  tif,  on  a 

(3)  A  X  I  =  A; 

en  effet,  un  nombre  rationnel  positif  plus  petit  que  A  x  i  étant  le- 
produit  d'un  nombre  rationnel  positif  a,  plus  petit  que  A  par  un 
nombre  rationnel  positif  plus  petit  que  i,  est  plus  petit  que  a  et^ 
par  suite,  que  A  ;  de  même  tout  nombre  rationnel  plus  grand  que 
A  X  I  est  plus  grand  que  A  ;  les  nombres  A  X  i  et  A  sont  égaux.. 
Si  A,  B,  C  sont  des  nombres  positifs  on  a  : 

(4)  (A  +  B)  C  =  AC  +  BG. 

En  effet,  un  nombre  rationnel  positif  plus  petit  que  (A  H-  B)C' 
est  le  produit  par  un  nombre  rationnel  positif  c,  plus  joetit  que  C^ 
d'un  nombre  rationnel  positif  plus  petit  que  A  -+-  B,  c'est-à-dire 
de  la  somme  a  -H-  6  de  deux  nombres  rationnels  a,  h  plus  petits 
respectivement  que  A,  B;  or,  le  produit  {a-\-h)c  étant  égala 
ac  H-  6c,  est  la  somme  de  deux  nombres  rationnels  ac,  bc  respec- 
tivement plus  petits  que  AC,  BG  ;  le  produit  {a  -i-  b)c  et,  par  con- 
séquent, n'importe  quel  nombre  rationnel  positif  plus  petit  que 
(A  -h  B)  C  est  donc  moindre  que  AC  H-  BC  ;  on  voit  de  même 
que  tout  nombre  rationnel  plus  grand  que  (A -+- BjC  est  plus 
grand  que  AC  H-  BC  :  les  deux  nombres  (A  -+-  B)C  et  AC  -H  BC 
sont  égaux  (n"  12). 

Les  égalités  (i),  (a),  (3),  (/;)  expriment  les  propriétés  fonda- 
mentales de  la  multiplication  ;  elles  sont  établies  pour  les  nombres 
positifs.  En  regardant  comme  nul  le  produit  de  deux  ou  plusieurs 
facteurs  dont  l'un  est  nul  et  en  se  reportant  pour  les  nombres  né- 
gatifs à  la  règle  des  signes,  on  définit  le  produit  de  deux  nombres 
positifs,  nuls  ou  négatifs,  et  l'on  étend  à  tous  les  cas  les  proposi- 
tions qu'expriment  ces  égalités. 

Les  propositions  relatives  aux  inégalités,  qui  concernent  la  mul- 
tiplication, peuvent  aussi  être  regardées  comme  établies. 

24.  —  Aux  nombres  rationnels  positifs  a,   b,,..,  on  peut  faire 
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correspondre  leurs  inverses    -,  ^,...  ;  si  les  premiers  nombres  sont 

rano-és  par  ordre  de  grandeur  croissante,  les  seconds  sont  ran^'é> 
par  ordre  de  grandeur  décroissante.  D'après  cela,  à  chaque  nombre 
irrationnel  positif  A,  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  irra- 
tionnel positif  A'  de  la  façon  suivante  :  la  classe  inférieure  relative 
à  A'  est  formée  des  inverses  des  nombres  qui  appartiennent  à  la 
classe  supérieure  relative  à  A,  du  nombre  o  et  des  nombres  ration- 
nels négatifs;  la  classe  supérieure  relative  à  A'  est  formée  des  in- 
A^erses  des  nombres  positifs  qui  appartiennent  à  la  classe  inférieure 
relative  à  A.  Il  est  clair  que  les  deux  classes  ainsi  définies  com- 
prennent tous  les  nombres  rationnels  ;  sauf  ce  dernier  point,  ce 
qu'on  vient  de  dire  s'appliquerait  aussi  bien  à  un  nombre  ration- 
nel. Les  deux  nombres  A,  A',  dont  chacun  se  déduit  de  1  autre  de 
la  même  façon,  sont  dits  inverses  l'un  de  l'autre.  Le  produit  de 
deux  nombres  inverses  est  égal  à  i,  puisque  i  est  plus  grand 
que  le  produit  de  deux  nombres  positifs  appartenant  aux  classes 
inférieures  relatives  à  A,  A',  plus  petit  que  le  produit  de  nombres 
positifs  appartenant  aux  classes  supérieures  relatives  a  A.  A'. 

Lorsque  A  est  négatif,  son  inverse  est  un  nombre  négatif  A'  dont 
la  valeur  absolue  est  l'inverse  de  la  valeur  absolue  de  A.  Dans  ce 
cas  encore  le  produit  AA'  est  égal  à  i ,  et  ce  nombre  A'  est  le  seul 
dont  le  produit  par  A  soit  égal  à  i  ;  à  un  nombre  nul  ne  corres- 
pond aucun  nombre  inverse. 

L'inverse  d'un  nombre  A  se  représente  par  -^. 

25.  —  Etant  donnés  deux  nombres  A,  C,  existe-t-il  un  nombre  B 
tel  que  l'on  ait 

BA  =  C? 

Un  tel  nombre  ne  peut  exister  si  A  est  nul  et  C  différent  de  zéro, 
puisque  le  produit  d'un  nombre  quelconque  par  o  est  nul  ;  je  sup- 
poserai essentiellement  que  A  ne  soit  pas  nul. 

Soit  A'  son  inverse  ;  en  supposant  que  B  vérifie  l'égalité  précé- 
dente, on  devra  avoir  (BA)A'  =  CA'  ;  on  a  d'ailleurs 

(BA)A'  =  B  (AA')  =  B  X  I  =  B  ; 


32  I>'TRODUCTION    A    LA    THEORIE   DES    FONCTIONS 

donc  B  ne  peut  être  égal  qu'à  CA';  d'ailleurs  (CA')A  est  égal  à 
C  (AA')  ou  à  C.  Il  n'y  a  donc  qu'un  nombre  qui  satisfasse  à  la  con- 
dition posée  et  il  y  en  a  un  :  ce  nombre  est 


C  I 

On  écrit  p  avec  le  même  sens  que  C  X  jt  • 

On  a  maintenant  tout  ce  qu'il  faut  pour  étendre  aux  nombres 
irrationnels  les  propositions  qui  se  rapportent  à  l'addition,  à  la 
soustraction,  à  la  multiplication,  à  la  division.  Il  reste  à  définir  la 
racine  n"  arithmétique  d'un  nombre  positif  A. 

26.  —  Étant  donné  un  nombre  positif  A  on  demande  de  trouver 
am  nombre  positif  x  qui  vérifie  l'équation 


où  n  est  un  nombre  entier  plus  grand  que  i.  Un  tel  nombre, 
s'il  existe,  est  évidemment  unique,  puisque  la  puissance  it  d'un 
rnombre  positif  plus  grand  ou  plus  petit  que  x  est  plus  grande  ou 
plus  petite  que  x'K  Supposons  qu'il  n'existe  pas  de  nombre  ra- 
tionnel qui  vérifie  cette  équation. 

Rangeons  dans  une  première  classe  tous  les  nombres  rationnels 
positifs  dont  la  puissance  n'^  est  moindre  que  A,  dans  une  se- 
conde classe  tous  les  nombres  rationnels  positifs  dont  la  puissance 
n^  est  plus  grande  que  A.  Cette  décomposition  en  deux  classes 
■  des  nombres  rationnels  définit  un  nombre  B.  Le  produit  de  n  nom- 
bres positifs  rationnels  moindres  que  B  est  au  plus  égal  à  la  n° 
puissance  du  plus  grand  d'entre  eux  et  par  conséquent  moindre 
que  A,  puisque  le  plus  grand  de  ces  n  nombres  appartient  certai- 
nement, comme  eux  tous,  à  la  première  classe.  Le  produit  de  n 
nombres  positifs  rationnels  plus  grands  que  B  est  au  moins  égal  à 
la  n®  puissance  du  plus  petit  d'entre  eux  et  par  conséquent  plus 
grand  que  A,  puisque  le  plus  petit  de  ces  n  nombres  appartient 
certainement,  comme  eux  tous,  à  la  seconde  classe.  Le  nombre  A 
satisfait  donc  à  la  définition  du  produit  de  «nombres  égaux  à  B 
et  l'on  a  B"  =  A. 

Puisque,  par  hypothèse,  il  n'y  a  pas  dénombre  rationnel  positif 
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qui  vérifie  l'cqualion  a;»  =  A,  il  faut  que  lo  nomljro  13,  ({110  l'on 
\iciit  de  définir  et  dont  on  a  montré  qu'il  vériliait  cette  équation, 
soit  irrationnel;  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  pas,  parmi  les  nombres 
rationnels  plus  petits  que  13,  un  nombre  plus  grand  que  tous  les. 
autres,  ni,  parmi  les  nombres  rationnels  pins  grands  que  B,  un 
nombre  plus  petit  que  tous  les  autres.  Au  reste,  c'est  un  point 
qu'il  ne  serait  pas  difficile  d'établir  directement. 

27.  Le  nombre  positif  a?  qui  vérifie  régalitéa;'»  =  A  est  la  ra- 
cine n'  arithmétique  de  A,  et  se  rei)résente  par  \/A  ;  je  laisse  de  coté 
les  propositions,  bien  connues  du  lecteur,  qui  concernent  le  calcul 
arithmétique  des  radicaux  et  je  me  contente,  en  supprimant  les 
démonstrations,  de  rappeler  les  définitions  qui  concernent  les 
exposants  fractionnaires,  positifs  ou  négatifs.  En  désignant  par  p, 
q  des  nombres  naturels,  on  adopte  les  définitions 

A'  =  î/X^  A-ï=-L.,  A°  =  i, 

V^A'^ 

définitions  qui,  pour  être  légitimes,  exigent  qu'on  ait  établi  l'éga- 
lité y~pJ^=  ViV   quand  la   fraction^  est   égale  à   la  fraction^,- 

Dès  lors  A°'  est  défini  quel  que  soit  le  nombre  rationnel  a,  et  l'on 
prouve  que  l'on  a,  quels  que  soient  les  nombres  rationnels  a,  jS 

A^  X  A?  =  A^'  +  P,  (A^)^  =  A^"?; 

il  faut  entendre  que  les  nombres  a  -+-  [i,  a/3  s'ils  ne  sont  pas 
entiers,  doivent  être  remplacés  par  les  fractions  à  termes  entiers 
qui  leur  sont  égales,  afin  que  l'on  puisse  appliquer  les  définitions 
précédentes. 

J'aurai  encore  besoin  des  remarques  qui  suivent. 

Si  A  est  un  nombre  positif  et  n  un  nombre  naturel,  v'A  est  plus 
grand  que  i,  égal  à  i,  ou  plus  petit  que  i,  suivant  que  A  est  lui- 
même  plus  grand  que  i,  égal  à  i,  ou  plus  petit  que  i.  Cela  résulte 
de  ce  que  le  produit  de  n  facteurs  égaux  à  v'A  est  plus  grand 
que  I,  égal  à  i,  plus  petit  que  i,  suivant  que  l'un  de  ces  facteurs 
est  plus  grand  que  i,  égala  i,  plus  petit  que  i.  Par  conséquent,  en 
supposant  A  >>  i.  A"' est  plus  grand  ou  plus  petit  que  i   suivant 
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que  le  nombre  rationnel  a  est  positif  oii  négatif;  A*  est  égal  à  i 
quand  a  est  nul  et  seulement  clans  ce  cas  ;  A'"'  =  A^  X  A'^  est 

plus  grand  que  A"',  égal  à  A"',  plus  petit  que  A"' suivant  que  le 
nombre  rationnel  fj  est  plus  grand  que  le  nombre  rationnel  a,  qu'il 
lui  est  égal,  qu'il  lui  est  inférieur;  en  particulier  A'"^"'  est 
supérieur  à  A,  égal  à  A,  plus  petit  que  A  suivant  que  le  nombre 
rationnel  a  est  positif,  nul,  négatif.  Des  observations  analogues 
s'appliquent  au  cas  où  k  est  plus  petit  que  i . 

La  définition  de  A^,  quand  a  est  irrationnel,  aurait  ici  sa  place 
naturelle  ;  en  supposant  A  >  i ,  A"  peut  être  défini  comme  plus 
grand  que  tous  les  nombres  A"  et  plus  petit  que  tous  les  nombres 
A*  ,  en  désignant  par  a'  et  par  a"  des  nombres  rationnels  l'un  plus 
petit,  l'autre  plus  grand  que  a.  Toutefois,  il  est  avantageux  de  ren- 
voyer cette  définition  à  plus  tard,  afin  de  la  rapprocher  d'autres 
propriétés  qui  n'ont  pas  encore  été  établies. 

28.  —  L'ensemble  des  nombres  rationnels  et  irrationnels  cons- 
titue ce  que  l'on  appelle  les  nombres  réels. 

La  notion  de  nombre  irrationnel,  la  théorie  des  opérations  à 
effectuer  sur  de  tels  nombres  ont  été  présentées  dans  les  numéros 
(9-27)  sous  une  forme  purement  abstraite.  On  a  toutefois  intro- 
duit cette  notion  (n"  7)  en  faisant  intervenir  quelques  notions  géo- 
métriques. Il  n'est  peut  être  pas  inutile  d'observer  que,  tout  en 
gardant  l'avantage  de  la  représentation  et  du  langage  géométrique, 
il  est  possible  de  rester  dans  la  pure  analyse.  De  ce  point  de  vue 
un  point  est  simplement  un  nombre  réel,  la  droite  est  l'ensemble 
de  tous  les  nombres  réels  ;  un  segment  limité  par  deux  points 
(ou  nombres)  a,  b  est  l'ensemble  des  nombres  a,  h  et  des  nombres 
compris  entre  a  et  6  ;  on  le  représentera,  si  Ton  veut  par  le  sym- 
bole [a,  h).  Cet  ensemble,  ou  ce  segment,  est  aussi  ce  qu'on  appelle 
l'intervalle  [a,  h).  La  longueur  du  segment  (a,  h,)  sera  le  nombre 
positif  16  —  a\.  Le  point  a  sera  à  droite  ou  à  gauche  du  point  h 
suivant  que  l'on  aura  entre  les  nombres  a,  h,  la  relation  a  >  6  ou 
a  <  6.  Il  est,  à  ce  que  je  crois,  inutile  d'insister  sur  ces  façons  de 
parler,  qui  seront  étudiées  plus  à  fond  à  propos  des  systèmes  de 
deux  variables. 
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29.  —  La  géncralisaî.ion  apportrc  aux  définitions  des  opérations 
fondamentales  et  le  fait  que  les  propiiélés  essentielles  de  ces  opéra- 
tions subsistent  permettent  d'ap|)licpi8r  au  calcul  des  nombres  irra- 
tionnels les  règles  élémentaires  concernant  les  calculs  approches. 
■Ces  règles  sont  fondées  sur  les  idcnlités  suivantes,  où  A'  =  A  — a, 
B'  =:  B  —  fj  désignent  des  valeurs  approchées  des  nombres  A,  13, 
•et  où  a,  /5  désignent  les  erreurs  : 

,(A  -+-  B)  ^  (A'  -V-  ]-V)  =  a  -h  p,  A  —  B  —  {M  —  13')  =  a  —  p 

AB  -  AB'  =  A'p  4-  B'a  +  ap,  ^-^=  'p^y 

chacune  de  ces  identités  (')  permet  d'évaluer  ime  limite  supérieure 
de  l'erreur  commise,  pour  chacune  des  opérations  fondamentales, 
•quand  on  substitue  aux  nombres  exacts  K,  J3  les  nombres  approchés 
A',  B'  et  de  montrer  que  cette  erreur  peut  être  rendue  aussi  petite 
qu'on  le  veut  en  prenant  les  nombres  a,  jS  assez  petits.  Ainsi, 
•quand  on  a  les  premiers  chiffres  des  représentations  décimales  de 
deux  nombres  rationnels  ou  irrationnels,  on  peut  avoir  une  valeur 
approchée  de  leur  somme,  de  leur  dilTérence,  de  leur  produit,  de 
leur  rapport...,  et  l'on  peut  reconnaître  au  moyen  des  règles 
■développées  dans  les  traités  d'arithmétique,  quels  chiffres  déci- 
.maux  du  nombre  calculé  appartiennent  d'une  façon  certaine  à  la 
.représentation  décimale  du  nombre  cherché. 

Au  lieu  de  la  représentation  décimale^  on  peut  employer  telles 
valeurs  approchées  que  l'on  veut.  11  est  clair  que  la  connaissance 
des  valeurs  approchées  d'un  nombre  fournit  sur  lui  un  renseigne- 
ment d'autant  plus  précieux  que  ces  valeurs  approchent  davan- 
tage de  ce  nombre  et  il  importe  évidemment  d'avoir  celles  de  ces 
A^aleurs  qui  ont  la  forme  la  plus  simple.  A  cet  égard,  les  proposi- 
tions qui  suivent  ont  une  grande  importance. 

30.  —  Soit  A  un  nombre  réel,  autre  que  o  ;  considérons  les 
valeurs  de  l'expression  Aj  —  x  où  x  et  y  sont  assujettis  à  ne 
prendre  que  des  valeurs  entières,  y  ne  pouvant  prendre  que  les 
valeurs  i,  2,  3,  ....  /:  parmi  les  valeurs  de  Aj  —  x,  il  y  en  a  au 


(')  La  dernièrG  n'a  de  sens  que  si  B  et  B'  sont  diflërents  de  zéro  ;    elle   n'est 
applicable  à  la  question  posée  que  si  B  et  B'  sont  de  même  signe. 
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moins  une  qui  est  moindre  en  valeur  absolue  que  j.   Si   on  admet 

cette  proposition,  il  en  résulte  évidemment  que  parmi  les  fractions 
à  termes  entiers  dont  le  dénominateur  ne  dépasse  pas  /,  il  y  en  a 

X  ,  .1 

une  au  moins  -  dont  la  différence  avec  A  est  moindre  que  y- . 

Si,  dans  l'expression  /  (Aj  —  x),  nous  donnons  à  y  les  valeurs 
1,2,3...,  /  et  si  nous  prenons  à  chaque  fois  pour  x  la  partie  entière 
de  Aj,  nous  obtiendrons  /  nombres  positifs,  plus  petits  que  /', 
dont  les  parties  entières  ne  peuvent  donc  être  que  les  nombres 
G,  1,2,...,/ —  I.  Si  l'une  de  ces  parties  entières  est  o,  le  théorème 
est  vérifié.  Si  aucune  de  ces  /  parties  entières  n'est  nulle,  il  faut 
que,  pour  deux  nombres  /  (Aj^  —  a?,),  /  (Ajg  —  x^),  où  y^  est 
supposé  plus  grand  que  jj,  ces  parties  entières  soient  égales; 
en  sorte  que  la  différence  de  ces  deux  nombres,  c'est-à-dire 
/  [A  (j2  —  Ji)  —  (•Z'o  —  Xi)'j  sera,  en  valeur  absolue,  moindre 
que  I  ;  comme  y^  — j,,  x.^  —  Xi  sont  entiers,  que  le  premier  de 
ces  deux  nombres  est  positif  et  plus  petit  que  /,  la  proposition  est 
démontrée.  Si  A  est  positif,  il  est  clair  que  x.^  ne  peut  être  plus 
petit  qtie  a?i,  puisque,  autrement,  le  nombre  /[A  (j^ —  jj) — [x.^ — x^)], 
serait  supérieur  ou  égal  à  /. 

On  trouve  dans  plusieurs  recueils  (')  des    tables    donnant    la 

valeur  des  cent  premiers  multiples  de  -  et  de  -;   la   mantisse   du 

2 

produit  de  -  par  ii,  égale  à  7,0028...,  commence  par  deux  zéros  ; 

7  2 

on   en  conclut  que  — -  est   une   valeur  approchée    de  ~  avec   une 

erreur  moindre  que  -— — —  <  rrv~;r7~-  Dans  les  cent  premiers 
X  1  000        11  /\  100 

multiples  de  -,  il  n'y  en  a  pas   dont  les   mantisses  commencent 


2 

2 


par  deux  zéros  ;  mais  les  mantisses  des  produits  de  -  par   6  et    i3 
commencent  par  les  deux  mêmes  chiffres,  et  l'on  trouA^e  ainsi  que 
est  une  valeur  approchée  de^,  avec  une  erreur  moindre  que 


II 


(')  l^ar  exmple.  le  Recueil  de  formules  et  de  tables  numériques  de  J.  IIoOel. 
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5  I  O  O  T 

■<  — .  —  De  même  la  dlffcrcnce  cnlrc  t}  et  '--r/  est 

7  ooo       7  X  loo  2.3 

moindre  que ■<    .,  ,, . 

^        20  000  2Ô    X    lOO 

La  théorie  des  fractions  continues  aritlimctiqucs  nous  fournira 
tout  à  riieure  un  moyen  systématique  d'oLtenir  des  fractions  à 
termes  entiers  qui  approchent  ainsi  d'un  nombre  donné  A  ;  mais 
il  convient  auparavant  de  faire  quelques  observations  sur  la  propo- 
sition précédente  et  d'en  tirer  quelques  conséquences. 

Soient  A,    B  deux  nombres  quelconques,  positifs  ou  négatifs, 

dont  toutefois,  le  rapport -ir  est  supposé  irrationnel.  Il  est  clair  que 

l'expression  kx  -\-  By,  où  x,  y  désignent  (comme  on  le  suppo- 
sera dans  tout  ce  numéro)  deux  nombres  entiers  positifs,  nuls  ou 
négatifs,  n3  peut  être  nulle  sans  que  l'on  ait  à  la  fois   x  =^  o, 

.    B            X 
y  =  o,  puisque,  autrement,  on  aurait  -r  = et  que  le  nombre 

B  ...     1  'y 

-.-  est  suppose  irrationnel. 

Il  résulte  du  théorème  précédent  que  l'on  peut  trouver  des 
valeurs  entières  de  x,  y  qui  rendent  l'expression  Aa;  -i-  Bj  aussi 
petite  en  valeur  absolue  que  l'on  voudra  ;  en  d'autres  termes,  si 
Ton  se  donne  un  nombre  positif  ô,  aussi  petit  qu'on  veut,  il  existe 
des  nombres  entiers  x,  y  tels  que  l'on  ait 

I  Ax  -h  By  1  <  £  ; 

cette  inégalité  équivaut  en  efTet  à  la  suivante 


B 


<^r; 


Il  suffira  d'appliquer  le  théorème  précédent  en   prenant  /  plus 

grand  que  -^  . 

Il  résulte  de  là  qu'on  peut  trouA-er  des  nombres  entiers  x,  y  qui 
font  acquérir  à  l'expression  kx  +  By  des  valeurs  aussi  voisines  de  tel 
nombre  G  que  l'on  voudra  ;  soit  en  effet  s  un  nombre  positif  aussi 
petit  que  l'on  voudra  et  soient  .r,^,  y^  des  valeurs  telles  que  la  va- 
leur absolue  v^  de  kx^  -+-  l^y^  soit  moindre  que  s  ;  si  l'on  considère 
la  progression  arithmétique  indéfinie  dans  les  deux  sens 

•••'  —  27,,  —  7),  O,  r,,  2T, ,  .... 
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le  nombre  G  sera  égal  à  l'un  des  termes  de  cette  suite  ou  tombera 
entre  deux  termes  consécutifs  ;  si  l'on  a,  n  étant  entier, 

nr,  g  G  <  (n  +  i)  t], 

la  différence  AnXf,  -f-  Bny^  —  C  sera  moindre  en  valeur  absolue 
que  vî  et  par  suite  que  s  ;  comme  jiXq,  ny^^  sont  entiers,  la  proposi- 
tion est  démontrée. 

31.  —  Ces  résultats  conduisent  à  l'interprétation  géométrique- 
suivante  ;  sur  l'axe  qui  sert  à  représenter  les  nombres,  il  y  a  des 
points  dont  l'abscisse  est  de  la  forme  Ax  -+-  Bj  et  qui  sont  aussi 
rapprochés  que  l'on  veut  de  tel  point  que^  l'on  vent  ;  il  y  a  de 
tels  points  entre  deux  points  '  arbitrairement  choisis  P,  Q  puis- 
qu'il y  en  a  qui  sont  aussi  voisins  que  l'on  voudra  du  milieu  de  PQ. 

Cette  proposition  peut  d'ailleurs  se  démontrer  indépendamment 
du  théorème  du  n"  30. 

Remarquons  d'abord,  en  effet,  que  si  deux  ou  plusieurs  nombres 
sont  de  la  forme  Ax  ~\-  Bj,  il  en  est  de  même  de  leur  somme,  de 
leur  différence,  du  produit  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  par  un 
nombre  entier  :  en  particulier,  si  le  point  a^  a  une  abscisse  de  cette 
forme,  il  en  sera  de  même  de  tous  les  points  a,,  a,,  «3,  ..., 
a.[,  a'^,  a',...,  obtenus  en  portant  bout  à  bout,  à  partir  de  l'origine 
0,  à  droite  ou  à  gauche,  des  segments  égaux  à  Oaj  ;  si  les  deux 
points  a,  /3  ont  des  abscisses  de  la  forme  précédente,  il  en  sera  de 
même  de  tous  les  points  obtenus  en  portant  bout  à  bout,  à  partir 
de  0,  à  droite  ou  à  gauche,  des  segments  égaux  à  la  distance  de 
ces  deux  points.  Si  donc  entre  deux  points  de  l'espèce  considérée 
il  V  a  un  troisième  point  de  la  même  espèce,  on  est  sûr  par  cela 
même  qu'il  y  a  un  point  de  la  même  espèce  dont  la  distance  à 
l'origine  est  moindre  que  la  distance  mutuelle  des  deux  premiers, 
points. 

Ceci  posé,  soit  s  un  nombre  positif  donné.  Si  la  distance  entre 
deux  points  distincts  de  l'espèce  considérée  était  toujours  supé- 
rieure ou  égale  à  1,  entre  le  point  0  et  un  point  quelconque  P  de 
l'axe,  situé,  par  exemple,  à  droite  de  0,  il  ne  pourrait  y  avoir  qu'un 
nombre  fini  de  points  dont  l'abscisse  fût  de  la  forme  Ax  -+-  Bj; 
n  au  plus  entre  0  et  P,  si  l'on  a  |  OP  |  ^  lu  ;  soit  alors  R  celui 
de   ces   points    qui   est   le    plus   rapproché   du   point   0   et    soit 


CIIAPITUE    I. 


îMOMiiUES    IHUATIO>iMCLS 


3<J 


enliers  x  et  y,  on  pourra  donc  t 

.rouver  un 

kx  -H  Bj  = 

m  (AûCq  -+- 

d'où  l'on  tirera 

A 
B  ~~ 

y  —  '"Jo 

X  —  mx. 

. Av.     ,     Uy   son  abscisse  ;  tous  les  points  dont  l'abscisse  est 

de  la  ibrmc  m  £„,  m  étant  un  entier  quelconque,  appartiendront  a 
l'espèce  considérée  ;  entre  deux  d'entre  eux,  il  ne  pourra  se  placer 
aucun  point  de  cette  espèce,  sans  quoi  \\  ne  serait  pas  le  point  de 
cette  espèce  le  plus  rapproché  du  point  0  ;   quels  f|ue  soient  les 

'er  /;/  tel   que  l'on  ait 


Ib'o). 


ce  qui  est  impossible,  puisque  |^  est  irrationnci. 

Donc  quelque  petit  que  soit  s,  il  y  a  un  point  dont  l'abscisse  ôq, 
de  la  forme  kx^  -+-  Bj^,  est  moindre  que  £  ;  dès  lors,  comme  un 
point  quelconque  de  la  droite  tombe  soit  sur  l'un  des  points  dont 
l'abscisse  est  de  la  forme  mi^ 
soit,  entre  deux  consécutifs  de 
ces  points,  il  est  clair  qu'il  y 
a  des  points  de  l'espèce  con- 
sidérée, aussi  voisins  qu'on 
voudra  de  tel  point  de  la  droite 
qu'on  voudra. 

La  proposition  suivante,  que 
je  me  contente  d'énoncer,  ne 
diffère  pas  au  fond  de  celle 
qui  précède.  Si  l'on  considère 
un  cercle  et  un  point  0  sur  ce  . 

cercle  ;   si  l'on  porte  à  partir 

du  point  0  des  arcs  égaux  OA,  AA^,  A, A,,...,  en  tournant  autant 
qu'on  voudra  autour  du  cercle,  et  si  l'arc  OA  est  incommensu- 
rable avec  la  circonférence  du  cercle,  on  peut  trouver  un  point  A„ 
qui  s'approche  autant  qu'on  le  veut  d'un  point  donné  I  sur  le  cer- 
cle. Quand  l'arc  OA  est  commensurable  avec  la  circonférence,  on 
sait  que  les  points  A,  Ai,  Aa,  ...  sont  en  nombre  limité. 

32.  —  Voici  maintenant  d'autres  propositions  du  même   genre 
que  le  théorème  du  n"  30. 
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Si  Aj,  A,,  ,..,  An  sont  des  nombres  quelconques,  non  tous  nuls, 
et  /  un  nombre  naturel  donné,  il  existe  un  nombre  entier  x  et  des 
nombres  entiers  jj,  j^,  ...,  j„  inférieurs  ou  égaux  à  /  en  valeur 
absolue,  mais  non  tous  nuls,  tels  que  l'expression 

Aji  +  A,j2  +  ...  +  A„j«  —  X 

soit  moindre  que  t^,  en  valeur  absolue.  Remplaçons  en  effet,  dans 

l'expression  précédente  3'i,  T.,,  •••,  Jn  par  un  système  de  valeurs 
prises  parmi  les  nombres  i,  2,3,  ...,  /et  ce  par  la  partie  entière  de 
Ajjj  -h  A^,j2  -h  ...  -H  A„j«  ;  on  obtiendra  ainsi  un  nombre  positif 
moindre  que  un  ;  en  sorte  que  la  partie  entière  du  nombre 
/"  (AjYj  -h  A,}'^  -t-  ■..  -+-  A„3'„  —  x),  étant  positive  et  moindre 
que  /",  est  l'un  des  nombres  o,  i,  2,  ...,  /"  —  i  ;  si  elle  est  nulle, 
le  théorème  est  vérifié.  Or,  on  peut  prendre  pour  ji,  j,,  ...,  jn 
des  systèmes  de  valeurs  en  nombre  égal  à  /"  ;  si  pour  aucun  de  ces 
systèmes  la  partie  entière  de  /"  (Aj  jj  -+-  A,}'^  H-  . . .  •+  A„j„  —  x) 
n'est  nulle,  c'est  que,  pour  deux  systèmes  distincts  y,,  j^,  ..., 
j„  et  y[,  y',,,  ...,  y'^^  les  parties  entières  sont  égales,  en  sorte  que 
la  valeur  absolue  de 

l"  [A,  (y,-y[)  -h  A,  (y, -y',)  +  ...  +  A„  (j„  -  y',.)  -  {x-x')\ 

est  moindre  que  i.  La  proposition  est  démontrée.  Si  par  exemple 
on  prend  A^  =  tï,  A^  =  tt',  /  =  10,  on  trouve 

Tt-  -h  8-  —  35  =  0,002  ...  <'  —  (M. 

100  ^  ^ 

Soient  Aj,  A^,  ...,  A„,  des  nombres  quelconques,    non  nuls   et 

('^)  La  différence  entre  tï  et  la  racine  positive  de  l'équation 
x"-  -]-  Sx  —  35  =  o 
est  moindre  ciuc  •= ;  sic-nalons  dans  le  morne  ordre  d'idées  l'écrualion 

^  0  000  '        o  ■>■ 

(j'ix-  —  160  a;  —  129  =  O 

dont  la  racine  positive  diffère  do  tt  d'une  cjuantilé  moindre  cjue  — 7.  (E.  Bohel, 
Sur  l  approximation  des  nombres  réels  par  les  nombres  quadratiques,  Bulletin  de 
la  Société  mathématique  de  France,  t,  XXXI,  p.  ibj'). 
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/  un  nombre  naturel  donné  ;  on  peul  trouver  des  fractions  u  termes 
entiers 

y    j'    ■■■'    y 

dont  le  dénominateur  soit  un  nombre  naturel  au  plus  égal  à  l"  et 
qui  diffèrent  respectivement  des  nombres  Ai,  Ao,  ...,  An  de  quan- 
tités moindres  que  j-^ . 

En  effet  dans  les  expressions 

Aj  —  :r, ,         Aj  —  X,,         ...,         \rj  —  Xn, 

donnons  à  y  les  valeurs  i,  2,  3,  ...,  /"et  prenons  pour  x^,  x,,,  ...» 
Xn  les  parties  entières  de  Ajj,  A,y,  ...,  A„y  ;  les  n  nombres 

/  (  A^r  —  .r  1  ) ,       /  (A^y  —  x^},       ...,       l  (A„j  —  x,,] 

sont  tous  positifs  et  moindres  que  /;  chacune  de  leurs  parties  en- 
tières est  l'un  des  nombres  o,  i,  2,  ...,  / —  i  ;  si  pour  une  valeur 
de  y,  toutes  les  n  parties  entières  sont  nulles,  le  théorème  est  vé- 
rifié. Sinon,  puisqu'il  y  a  /"valeurs  de  j,  autant  que  l'on  peut  former 
de  systèmes  distincts  en  prenant  n  nombres  dont  chacun  soit  l'un 
des  nombres  o,  i,  2,  ...,  / —  i,  il  faut  qu'il  y  ait  deux  valeurs 
y' ,  y"  telles  que  les  parties  entières  des  nombres 

l{Aj'  —  x[),        /(A,/  — 0^^),       ..., 
soient  les  mêmes  que  les  parties  entières  des  nombres 

/(A,/-<),       l{A^'-x^,       ...; 
€n  sorte  que  les  nombres 

i  [K{y'  -  y")  -  K  -  Ol       i\My'  -  y")  -  (^i  -  4)]'- 

sont  tous  moindres  que  i  en  valeur  absolue.  Rien  n'empêche  de 
supposer  y'  >>  y'  ;  la  différence  positive  y'  —  y"  est  alors  moindre 
que  /,  elle  est  entière  ainsi  que  les  nombres  x[  —  x'[,  xl  —  x\,  ...  ; 
le  théorème  est  démontré. 

Par  exemple,  en  prenant  A^  =  -,  A^  =  -'-,    /  =  5.   on  trouve 
que  les  erreurs  commises  en  prenant  pour  -  et  --  les  deux  frac- 
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tions  ~,  — -- dont  le  denommateuT  commun  est  inférieur  a   5-, 
sont  moindres  que  p • 


0.  22 


TI.  —  DIGRESSION 
SUR  LES  FRA.CTIONS  COi^TINUES  ARITIIMÉTIOUES 


33.  —  La  théorie  des  fractions  continues  arithmétiques  fournit 
le  moyen  systématique  d'obtenir  les  fractions  les  plus  simples  qui 
approchent  le  plus  possible  d'un  nombre  donné  A  positif  ou  néga" 
tif,  mais  non  entier. 

Etant  donné  un  nombre  quelconque  A,  autre  que  zéro,  on 
obtient  une  première  valeur  approchée  de  ce  nombre,  en  prenant 
sa  partie  entière  a^  ;  cette  valeur  est  approchée  par  défaut  ;  elle  est 
négative  si  A  est  négatif,  nulle  si  A  est  compris  entre  zéro  et  un, 
positive  si  A  est  plus  grand  que  i,  l'erreur  correspondante  A  —  a^ 

est  positive  et  moindre  que   i  ;   mettons-la  sous  la  forme  t-,  en 

1.  •      *  T 

sorte  que  1  on  ait  A  =  a^  H-  -r- . 

Aj  est  un  nombre  plus  grand  que  i  ;  soit  «j  sa  partie  entière, 
qui  sera  au  moins  égale  à  i  ;  a,  est  une  valeur  approchée  par  dé- 
faut de  A],  —  est  une  valeur  approchée  par  excès  de  .-  ;  par  suite 

a^  -^ est  une  valeur  approchée  par  excès  de  A.   Soit  de  même 

Aj  —  tti  =  ^  ;  A2  est  un  nombre  plus  grand  que  i  ;  sa  partie 
entière  a^,  au  moins  égale  à  i,  est  une  valeur  approchée  par 
défaut  de  A^  ;  ai  H est  donc  une   valeur  approchée   par   excès 

de  A^  et  si,  dans  a^  ~+"  i~  ■-^=  A,  on  remplace  Aj  par  une  valeur 

approchée  par  excès,  a^  -\-  —,  on  obtiendra  une  valeur  approchée 

1*0 
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par  défaut  de  A,  c'est  à  savoir 


])c  même  en  posant  A^  —  a^  =  y  ^1-  ^^  désignant  par  a.,   la 
partie  entière  de  A^,  le  nombre 


I 


sera  une  valeur  approchée  par  défaut  de  Aj,  et  si,  dans  a^  -+-  .-  =  A, 

on  remplace  Aj  par  cette  valeur  approchée  par  défaut  de  Ai,   oa 
obtiendra  une  valeur  approchée  par  excès  de  A,  c'est  à  savoir 

I 


'2 


On  voit  d'ailleurs  que  A  peut  être  mis  sous  les  formes 


I 

T 

I 

'^■' 

«0      1                       j    . 

«1 

1 

o., 

I 

^a: 

En  continuant  de  la  même  façon,  on  ohtient  une  suite  de  nom- 
bres entiers  a^,  aj,  a,,  ...,  an,  ...  qui,  à  partir  de  a^,  sont  au  moins 
égaux  à  I,  qui  sont  respectivement  les  parties  entières  des  nombres 

A,    A,=.^i---,     A,=  ,-^,     ...,     A„: 


A  —  a/     "-       Al  —  «/      ■■■'        "       A„_i  —  «„_i' 

lesquels,  à  partir  de  A,,  sont  plus  grands  que  i,  puis  une  suite  de 
fractions,  dites  fractions  continues  limitées, 

Il  I 

«0'      «0  +  r  '      «0-1- 


«,  "  I  '        "       a.  H-  ..       ,     I 

'■         a.  On 

qui  peuvent  être  regardées  comme  des  valeurs  approchées  de  A, 
alternativement  par  défaut  et  par  excès  ;  le  raisonnement  précédent 
montre  aisément  que  chacune  d'elles  est  comprise  entre  celle  qui. 
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la  précède  et  celle  qui  la  suit  ;  c'est  un  résultat  qu'on  retrouvera 
tout  à  l'heure.  Les  nombres  Qq,  a^,  a^,  ..-,  a,,,  ...  sont  dits  quo- 
iieiits  incomplets;  les  nombres  A,  Ap  A,,  ...,  A„,  ...  dont  ils  sont 
les  parties  entières  sont  les  quotients  complets  correspondants  ; 
toutefois,  en  comptant  les  uns  et  les  autres,  je  laisserai  systémati- 
quement de  côté  soit  a^,  soit  A  ;  a^  sera  dit  le  n"  quotient  incom- 
plet, ou  le  quotient  incomplet  de  rang  (ou  d'indice)  n  ;  de  même 
pour  A„.  Dans  une  des  fractions  limitées  précédemment  écrites,  si 
l'on  remplace  le  dernier  quotient  incomplet,  an  par  exemple,  par 
le  quotient  complet  correspondant  A„,  on  reproduit  le  nombre  A 
d'où  l'on  est  parti. 

Il  est  clair,  d'après  leur  formation  même,  que  les  fractions  conti- 
nues limitées  dont  le  dernier  quotient  incomplet  est  de  rang  (d'in- 
dice) impair  sont  des  valeurs  approchées  par  excès  ;  elles  diminuent 
quand  ce  rang  augmente  ;  au  contraire  les  fractions  continues  pour 
lesquelles  le  dernier  quotient  incomplet  est  de  rang  pair  sont  des 
valeurs  approchées  par  défaut,  elles  augmentent  quand  ce  rang 
augmente.  Ces  résultats  seront  établis  à  nouveau,  dans  un  instant. 

La  connaissance  des  premiers  chitTres  de  la  représentation  déci- 
male de  A  permet  de  calculer  les  premiers  des  nombres  entiers 
a^,  a,,  a^,  ... 

Par  exemple  si  l'on  suppose  A  =  ti  =  3,iAi592653...,  on 
trouve,  en  ne  conservant  à  chaque  division  que  des  décimales  dont 
on  soit  sûr  ('),  pour  les  quatre  premiers  quotients  complets  et 
incomplets 

A  =    3,i4i592G53...,  a^  =    3, 

A,  =    7,062613...,  a^  =    7, 

Aj  =  15,996...,  a^=i5, 

A3  =      1,00...,  «:j  =      I' 

'On  ne  pourrait  être  arrêté  dans  la  suite  des  opérations  que  l'on 
vient  de  décrire  que  si  l'on  trouvait  un  quotient  complet  A„  qui  fût 

un  nombre  entier  an  ;  alors  l'expression  t ,  dont  le  déno- 

^  An  an 

minateur  est  nul,  n'aurait  plus  de  sens  ;  le  nomijre  A  est  dans  ce 

(')  On  sera  certainement  dans  ce  cas  tant  que,  dans  la  division,  le  reste 
partiel  auquel  on  est  arrivé  dépasse  la  partie  écrite  au  cjuotient,  regardée 
comme  un  nombre  entier. 
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cas,  égal  à  la  fraclion  conliniic  limitée. 


«n   -1- 


et  il  est  évidemment  rationnel. 

Inversement,  si  le  nombre  A  =  - est  un  nombre  rationnel,  les- 

opérations  par  lesrpicllcs  on  détermine  les  quotients  complets  suc- 
cessifs sont  les  opérations  même  auxquelles  donne  lieu  la  re- 
clierclie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  entiers/),  q  ;  ces 
opérations  se  terminent  et  l'on  finit  par  trouver  un  reste  (égal  à  i 
sip,  q  sont  premiers  entre  eux)  qui  divise  le  reste  précédent;  le 
quotient,  certainement  plus  grand  que  i,  est  le  dernier  quotient 
an  de  la  fraction  continue  ;  on  peut  l'appeler  aussi  bien  complet 
qu'incomplet.  Puisqu'il  est  plus  grand  que  i,  on  peut  le  remplacer 

par  a„  —  i  _|-  -,  et  l'on  voit  qu'on  ipeul développer  un  nombre  ra- 
tionnel en  fraclion  continue  de  deux  façons  différentes,  avec  un. 
nombre  pair  ou  impair  de  quotients  incomplets  ;  les  deux  formes 
ne  diffèrent  d'ailleurs  qu'à  l'extrémité  de  la  fraction  continue.   Par 

355 
exemple,  pour  la  fraction  — ^y,  la  suite  des  quotients  incomplets  est 

3,  7,  i6,  ou  0,  7,  i5,  1. 

Si  le  nombre  A  est  irrationnel,  on  pourra  continuer  indéfiniment 
les  opérations  et  l'on  trouvera  ainsi  une  suite  indéfinie  de  nombres 
entiers  a^,  a^,  ...,  a„,  ...,  suite  qui  est  déterminée  dès  que  le 
nomÔDre  A  est  déterminé. 

Il  importe,  avant  d'aller  plus  loin,  d'étudier  d'un  peu  plus  près 
la  suite  des  fractions  continues  limitées  qui  correspondent  à  ces 
quotients  incomplets. 

34.  —  Nous  avons  d'abord  à  former  certaines  fonctions  entières- 
ou  rationnelles  des  quantités 

«0,  «1,  ...,  «n.  •••' 

et  à  en  établir  des  propriétés  dans  lesquelles  il  n'est  nullement 
nécessaire  de  supposer  que  ces  quantités  sont  des  nombres  entiers 
déduits  de  A  comme  il  a  été  expliqué  :  dans  ce  numéro,  les  lettres- 
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■a^,  ttj,  ...,  a,î,  V..  désigneront,  si  l'on  veut,  des  variables  quelcon- 
ques, formant  une  suite  indéfinie  ;  on  a  alors 

«11  1  (IM.    -h    I 

Oq  =  ~  ,  «0  -i =  -^^ ' 

"         I  rti  a, 


«n   -f- 


T 

aj    '     ^         («^,«1  -+-   t)  «.)  -i-  «o 


1  I  a.a.y 


i)  (a.  +  — 


i 

a,  -+-  — 
rt. 


a,     « 


[(fli/'i  -f-  0  Oo  -H  «o]  rtg  -+-  Ooflj   H-    I 

On  peut  continuer  ainsi  et  mettre  les  fractions  qui  figurent  dans 
les  premiers  membres,  que  je  continuerai  à  appeler  des  «  fractions 
continues  limitées  »  sous  la  forme  du  quotient  de  deux  polynômes 
entii3rs  en  a^^,  a^,  a.^,  ... 

Posons 

P„  =  «o'      Pi=«o«i-^i'       i%  =  Pi«2 -t- Pc       P3  =  P,«aH-Pi' 

les  fractions  continues  limitées   qui  figuraient  dans  les  premiers 

,  P      P      P      P 

membres  sont   respectivement   égales   à  t."  ,  ■— ,  r^,  -r\  .   Si  l'on 

^  Qu  Qi-  Q2   Q3 

pose  en  général 

(1)  P„  =  Vn—iCln  -H  Pn_o,  Qn  =  Q„_i  0„  +   Q„_2, 

ces  formules,  applicables  pour  les  valeurs  entières  de  11  supé- 
rieures à  I,  déterminent  de  proclie  en  proche  tous  les  polynômes 
P„,  Q„,  du  moment  que  l'on  prend  pour  P^,  Pj,  Q^,  Qi  les  ex- 
pressions précédemment  écrites;  les  fractions  rationnelles 

portent  le  nom  de  réduites. 
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De  même  ([iic  pour  les  qiiolienls  complels  ou  iricom[)lels,  je  no 


■compterai  pas  la  rédulle     ";  la  //"  rcdiiile  sera 


V         P      ,  rt    -I-  P 

^  Il  ^  ;) — I    "■n      1^   *  n  —  -2 

Q71  ~~  Q»-i  «« -t- Q«-2* 

Je  vais  monli-er  qu'elle  est  égale  à  la  fraclion  continue  limitée 
■dans  laquelle  le  dernier  quotient  incomplet  est  a,^  ;  cette  proposi- 
tion a  été  vérifiée  pour  les  petites  valeurs  de  ii  ;  elle  s'établit  par 
'induction  en  montrant  que,  si  elle  est  vraie  pour  les  n  —  i  pre- 
mières réduites,  elle  est  vraie  pour  la  n'^  ;  or  la  fraction  continue 
qui  se  termine  par  a„  se  déduit  de  la  précédente  en  \  rem- 
plaçant a„_i  par  a„_i  -+-  —  ;    cette  précédente  est,  par  hypothèse, 

(1/1 

■t  n-  -2  (l/i-  \   ~t-  1  n  —  3  . 
Qn-2  a,i-l   -t-  Q«-3  ' 


égale  à 


la  fraction  continue  suivante  s'obtiendra  donc  en  remplaçant  dans 
cette  expression    a„._i,    qui   n'entre   dans   aucun  des  polynômes 

P„_2,  P„_3,  Qu->'  Qn-3,  pai'  rt,.-i  -i ;  on  obtient  ainsi,  après 

ame  transformation  immédiate, 

(P„_.2  a„-i  +  P„_3)  «„  -^  P„-,  _  ï'«-i5'^'_±  .^^".-i  ^  Tj* 
(Q„  _ .,  a,j_  t  -h  Q„  _  3)  rt„  -h  Q„  _ ..       Q„_  1  a,,  -+-  Q,,  _ .,       Q„  ' 

ainsi  qu'il  résulte  des  égalités  (i)  et  de  celles  qu'on  en  déduit  en 
changeant  n  en  n  —  i. 

En  éliminant  a„  entre  les  égalités  (i),  on  trouve 

i  nVn  — 1   f  n—  1   Qn  =  (1  «  —  1    V/î  -  2   f  /i  — 2  Q/i  — ijj 

il'expression  ( —  i)''  {P«Q«-i  —  P»-  ]  Q.,)  ne  change  pas  de  valeur 
quand  on  change  n  en  n  —  i,  elle  est  donc  égale  à  la  valeur  —  i 
qu'elle  prend  pour  n  =  i  et  l'on  a 


<2) 


/  p,Q„_,-p„_,  Q,  =  (-!)" -^ 
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On  tire  aussi  des  égalités  (i),  (2)  les  suivantes  : 

(  I\  Q„  -2  —  P„_2  Q«  =  (—  i)"  a„ 
^  I  :Lj3 ""  —  2 ,  / j-j„         ^» 

[    Q«  Vn  — 2  Qvi  V?i  —2 

Enfin,  si  dans  la  dernière  fraction  continue  limitée 

J-  n  -T» — \    (In  ~i     ^n  —  2 

^71  ~  M»-  1   fin  -H  Qn-2  ' 

on  modifie  la  seule  variable  a„  pour  la  remplacer  par  une  autre 
variable  A„,  on  aura  en  vertu  des  égalités  précédentes 

"77.  —  1  A„  -+-  1  n  —  2  A  n  — 1 ( l)"~ 

Vn— 1  A;'.  "+"   vn— 2  Vra— 1  (Vn— 1   A„  -f-   (^„_2)  Qti  — 1 

r„  —  1  A„  — H  1  „  —  2        A  71 /         \„  A„  —  «„ 


Q„_  1  A„ -h  Q„ _ 2       Q„       ^        ^    (Q„_i  A„ -f- Q^_2)  Q„ 

35.  —  Supposons  maintenant  que  les  lettres  a^^,  a^,  a-,...  a,,,... 
désignent  des  nombres.  La  suite  de  ces  nombres  est  supposée  in- 
définie et  déterminée,  c'est-à-dire  que,  à  chaque  rang-,  se  trouve 
un  nombre  déterminé.  Supposons  en  outre  C[ue  les  nombres  a^^ 
a.^,...,  an,.-'  soient  positifs;  le  nombre  a^  peut  être  positif,  nul  ou 
négatif. 

Les  polynômes  P„,  Q„  deviennent  des  nombres  que  je  continue- 
rai de  désigner  par  les  mêmes  lettres  ;  comme  a^  ne  figure  pas 
dans  les  polynômes  Qo,  Qj,...,  on  voit  que  les  A^aleurs  numériques 
de  ces  derniers  polynômes  sont  positives  ;  il  en  est  de  même  pour 
les  polynômes  P„  si  a^  est  nul  ou  positif;  tout  cela  résulte  des  for- 
mules (i)  du  numéro  précédent,  les  mêmes  formules  montrent, 
dans  le  cas  où  a^  est  négatif,  que  si  P^  se  trouve,  comme  Pq,  être 
négatif,  les  nomferes  V^,  P3,...,  Pn,...  sont  tous  négatifs. 

La  relation 

A  n  ^  n  —  \   "n  ~r"   i  n  _2 

Vra  V«-l   ^«   ~+~   V/2— 2 

.  P„ 

OÙ  Q„,  Qn— 1,  Qn-2  sont  positifs  montre  que  la  fraction  ç~  estcom- 
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P      _  P      _    : 

prise  entre  les  deux  frnclions  .y — ^'  et /y" — - ,   qui  la  précèdent  ''')  ; 

celles-ci  d'après  les  secondes  formvdes  (?,)  du  n"  34  sont  lonjovirs 

P,  .  I'  P  I     P 

inégales;  ainsi  q"  est  compris  entre  çy  =  ^U,  et  q-  =  Gq  -l-      \  çê 

P.       P      P,  P        P, 

est  com[)ris  enlre  çy  et^-»  çy  entre  q-  et  q-  ,...;  en  d'autres  ter- 
mes on  a 

p         p         p         p         ]) 

Qo  Q2  Q4  Q:l  Ql 

et,  en  continuant  de  proche  en  proche, 

p  p  ]i  P  P  T' 

Qo      Q2  Q^u      <<»2u-i  ^  "■  ^  <.),  ^  Q,  ' 

Ainsi  les  termes  de  la  suite  indéfinie,  où  les  indices  sont  pairs, 
V      P  P> 

vO       V2  '<2»» 

vont  en  augmentant;  ceux  de  la  suite  indéfinie 
P,     P.  P2,,-, 


(E' 


Q/'Q3"""Q..-i'"'"' 


(')  J'invoque  ici  celte  proposition  ]jicn  élémentaire  d'algèljrc  ;    si  l'on  consi- 
dère l'expression 

_  A.r  +  B 
^  "'  Cx  +  D 

où  A,  B,  C,  D  sont  des  nombres  fixes,  tels  que  AI)  —  BC  ne  soit  pas  nul,  et 
dont  les  deux  derniers  C,  D  sont  positifs,    la  valeur    de   cette    expression,    pour 

toute  valeur  positive  do  x,  est  comprise  entre  —  et  =- ;  j'aurai  encore  à  utiliser 

la  proposition  plus  générale  que  voici  :  si  Xi,  x.,  sont  deux  valeurs  positives  de 
X  et  ji,  j2  les  valeurs  correspondantes  de  j,  la  valeur  de  y  qui  correspond  à  x 
est  ou  n'est  pas  comprise  entre  ji  et  jo  suivant  c[ue  x  est  ou  n'est  pas  compris 
entre  Xi  et  0:2.  Cela  résulte,  si  l'on  veut,  de  ce  que  j   peut  se  mettre   sous  la 

forme 

AD  —  BG 
_  A  _  G^ 

^  ~  C  ,     I>     ' 

^+    C 

que  l'on  obtient  en  faisant  la  division  algébrique  de  Ax  -f  B  par  Cx  -f  D  ;  cette 
forme  montre  que  y  augmente  ou  diminue  quand  x  augmente  suivant  que 
AD  —  BG  est  positif  ou  négatif. 
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OÙ  les  indices  sont  impairs,  vont  en  diminuant;  un  terme  quel- 
conque de  la  suite  (E)  est  plus  petit  qu'un  terme  quelconque  de  la 
suite  (E').  Ces  diverses  propositions  résultent  aussi  facilement  des 
secondes  égalités  (2),  (3).  Ajoutons  aux  conditions  déjà  imposées 
aux  nombres  ao,  a,,...,  a„,...  celle  d'être  des  nombres  entiers  (au 
moins  égaux  à  i  à  partir  de  a^).  Les  nombres  P„,  Q»  seront  entiers  ; 
les  nombres  Q„  seront  tous  positifs  ;  ils  iront  en  croissant,  comme  il 
résulte  des  formules  (i)  du  n^  34  et,  puisqu'ils  sont  entiers,  ils 
croîtront  indérmiment,  quand  n  croîtra  indéfmiment,  c'est-à-dire 
que,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  positif  L,  il  existera  un 
nombre  entier  m  tel  que,  pour  n  égal  ou  supérieur  à  m,  on  ait 
Q„  >  L.  La  même  chose  aura  lieu  pour  les  nombres  P„  si  a^  est 
nul  ou  positif;  si  a,  est  négatif  1^  =  a,  ai  -^  i,  sera  négatif  ou 
nul,  et  cette  dernière  circonstance  ne  pourra  se  présenter  que  si 
l'on  a  ao  =  —  I.  «1  =  I  ;  P2  =  «2  Pi  +  Pc  sera  sûrement  néga- 
tif, ainsi  que  les  nombres  P3.  P4,...;  les  valeurs  absolues  de 
Pi,  P,,  P3,...  iront  en  augmentant  et  en  augmentant  indéfmiment 
avec  l'indice. 

Les  fractions  à  termes  entiers  ry  sont  irréductibles  pour  n  >  i 
comme  il  résulte  de  l'égalité 

P.Q«-l-Pn-lQ.=  (—   ïY~\ 

qui  montre  que  Pn,  Q»  ne  peuvent  avoir  d'autre  diviseur  commun 

.       P     .  . 

que  Tunité  ;  ceci  a  encore  lieu  pour  la  fraction  |y  si  elle  n  est  pas 

nulle. 

La  valeur  absolue  .^    .  v de  la  diiférence  entre  deux  fractions 

V7Î  v'»  + 1 

consécutives  tt  '    ^"  "^  '•  peut,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes 

Vn    vn  -1- 1 
de  71,  être  supposée  anssi  petite  qu'on  le  veut,  puisque  lorsque   n 

croît  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  Q„;  ainsi,  il  existe  des 
nombres  qui  diffèrent  aussi  peu  qu'on  le  veut  pris  l'un  dans  l'en- 
semble (E)  des  nombres  qui  constituent  la  suite  (E)  et  l'autre  dans 
l'ensemble  (E')  des  nombres  qui  constituent  la  suite  (E').  Ces  deux 
ensembles  (E),  (E'),  dont  tous  les  éléments  sont  des  nombres  ra- 
tionnels, jouissent  des  propriétés  spécifiées  au  n"  17;  ils  définissent 
un  nombre  A  compris  entre  deux  nombres  quelconques,  pris  l'un 
dans  l'ensemble  (E),  l'autre  dans  l'ensemble  (E'). 
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36.  —  Si  les  nombres  entiers  a„,  ai,...,  a,,,...  ont  élc-  déduits 
■du  nombre  irrationnel  A  par  la  suite  des  opérations  qui  ont  été 
décrites  au  n°  33  et  forment  la  suite  indéfinie  des  quotients  incom- 
plets, auxquels  correspondent  les  quotients  complets  A^,  \^,..., 
An,...,  on  a  vu  que  ce  nombre  A,  égal  à  l'tui  quelconque  des 
nombres 

1  T 


A, 


a;'    "»  ■         r 


était  compris  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  des  frac- 
lions  limitées 


«n. 


I 

-H  - 
«1 

) 

«0 

I 

«1 

1 

Pn 

P, 

P. 

Qo' 

<.>! 

' 

Q." 

ou  des  réduites 


il  ne  peut  donc  être  autre  que  le  nombre  défini  par  les  deux 
■ensembles  (E),  (E');  c'est  d'ailleurs  ce  qui  résulte  encore  des 
égalités  (4)  du  n°  34,  qui  peuvent  évidemment  s'écrire,  en  donnant 
maintenant  à  A„  la  signification  de  quotient  complet  correspon- 
dant à  a,i, 

P„-,  (-1)"-» 


A 


Qn-i  {0„  _  1  A„  +  (  )„,  _  ,)  (}„ . 

p  \    a 


Q„       ^       ^    (Q„_i  A„-h  Q.,-,)  0„' 

A„  est  plus  grand  que  a,,,  et  la  différence  A„  —  a„  est  plus 
.petite  que  i  ;  enfin  Q„_i  A„  +  Q„_2  est  plus  grand  que 
'Q„_i  «„ -i- Q„_2  =  Q:7  '   ces   égalités   montrent   donc   que  A  est 

Pn-  Pn 

compris  entre  -^ — ^  et  ^-,  puisque  les  deux  seconds  membres  sont 

de  signes  contraires  ;  que  A  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  ~ 
suivant  que  n  est  pair  ou  impair  ;   que  la  différence  entre  A  et 

Pn_  .  I  .     ,     .  . 

~-  '  est  moindre  en  valeur  absolue  que  ,  -  —  ,  d'où  il  suit,  en 

P  . 

cbangeant  ii  en  /i  +  i,  que  la  différence  entre  A  et  ^  est  moindre. 

Si»? 
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en  valeur  absolue,   que  ^-^ ;   on  voit  aussi,  en  passant,  que 

P  Pn  _ 

VT  appi'ochc  plus  de  A  que  -^ — ^  :  A  est  plus  grand  que  toutes  les 

réduites  de  rang  pair,  plus  petit  que  toutes  les  réduites  de  rang 
impair;  il  est  compris  entre  deux  nombres  quelconques  pris,  l'un 
dans  l'ensemble  (E),  l'autre  dans  l'ensemble  (E'),  il  est  égal  au 
nombre  défini  par  ces  ensembles,  et  l'on  a  une  limile  supérieure  de 
l'erreur  que  l'on  commet  en  choisissant  pour  valeur  approchée  de 
A  un  nombre  pris  dans  l'un  ou  l'autre  ensemble.  On  peut  avoir 
aussi   une   limite   inférieure   de   cette   erreur;    en  effet  la  réduite 

P  •  P 

iLii  est  comprise  entre  A  et     ",  en  sorte  que  l'erreur  commise 

Qn + 2  Q" 

P 

en  prenant  -=^  pour  A  est  supérieure  en  valeur  absolue  à  la  diffé- 

P  P  o 

rence  entre  les  deux  réduites  7^,   7=r^'t^,  et  par  suite,  en  vertu  des- 

Q'*    Q»  +  2 

équations  (3)  n"  34  supérieure  à  rr-r^^— -  et,  a  fortiori,  k  — — . 

Par  exemple,  si  le  nombre  A  dont  on  part  est  le  nombre  k,  on 
trouvera  les  réduites  successives 

—  ,         —  =0,142...,       ---7.  =  o,i4i5o,..,        -.,  =  d,i4i5n2Q... 
I  7  loO  '  iid  ^     j  j 

37.  —  Ne  supposons  plus  maintenant  que  la  suite  illimitée  de 
nombres  entiers  a^,  a^,  ...,  a,,,  .-.  ait  été  déduite  du  nombre 
donné  A,  mais  bien  que  ce  soit  celte  suite  qui  soit  donnée  ;  on 
suppose  toujours,  bien  entendu,  que  les  termes  soient,  à  partir 
de  cil,  au  moins  égaux  à  un  ;  les  conclusions  du  n"  35  subsistent  ; 
les  ensembles  (E),  (E')  définissent  un  nombre  que  je  désignerai 
encore  par  A  ;  je  vais  prouver  que  si,  sur  ce  nombre  ainsi  défini, 
on  fait  les  opérations  du  n°  33,  on  retrouvera  précisément,  pour 
la  suite  des  quotients  incomplets,  la  suite  même  a^,  a^,  ...,  an,  ... 

Tout  d'abord  les  inégalités 

où  ciy  est  plus  grand  que  i,  montrent  que  ciq  est  la  partie  entière 
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<lc  A  qui,  par  suite,  j)(:ut  clic  mis  sous  la  loiuuc 

A  =  «0  -t-  r-  ' 

Aj  désignant  un  noml)re  positif  plus  grand  que  i  ;  c'est  le  [)rcmicr 
quotient  complet  engendre  par  le  nombre  A  ;  puisque  A  est  com- 
pris entre  les  nombres 

0.  +  ^,  %  +  —'—• 

qui  appartiennent  respectivement  aux  cnsemlîles  (E),  (E),  il  faut 
c{ue  Aj  soit  compris  entre  a^  et  a^  h ;  c'est-à-dire  que  ^i.  est  la 

partie  entière  de  Aj.  Au  lieu  de  continuer  le  raisonnement  sous 
cette  forme,  ce  qui  serait  d'ailleurs  facile,  raisonnons  par  induction  : 
-admettons  que,  en  partant  du  nombre  A,  défini  par  les  ensembles 
(E),  (E'),  on  ait  fait  la  suite  des  opérations  décrites  au  n"  33,  qu'on 
ait  trouvé  «Q,  a^,  ...,  an— i  pour  les  premiers  quotients  incomplets 
■et  soit  A„  le  n"  quotient  complet  :  A  ou 

P„_;  A„4-P„-, 

0„_i  A„  +  Q„_,' 

devra  être  compris  entre  les  deux  fractions 

Qn-tan-i-Qn-l'  (A  /  ^,        , L\      ■     H 

V'n  —  1   \  f'n  -1- -r  ^^n  —  2 

\  «n  +  l/ 

qui  appartiennent  respectivement  aux  ensembles  (E),  (E')  et.  par 

suite,  A,r  devra  être  compris  entre  o„  et  cin  -h ;  a„  est  donc  la 

partie  entière  de  A„,  c'est-à-dire  le  n'  quotient  complet.  La  pro- 
position est  démontrée. 

Il  en  résulte  que  le  nombre  A,  défmi,  comme  on  l'a  expliqué, 
au  moyen  de  la  suite  indéfinie  de  nombres  entiers  a^,  a,,  ..., 
Un,  ...,  est  irrationnel,  puisque,  s'il  était  rationnel,  il  donnerait 
naissance  à  une  fraction  continue  limitée. 
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38.  —  Le  symbole 


I 


I 

a,  H - 


OÙ  l'on  imagine  que  les  fractions  s'étagent  indéfiniment  est,  en 
supposant  comme  ci-dessus  que  a^  soit  un  entier  quelconque  et 
a^,  a^,  «3,  ...  des  entiers  positifs  au  moins  égaux  à  un,  est  ce 
qu'on  appelle  une  fraction  continue  illimitée  (arithmétique)  ;  on 
appelle  valeur  de  cette  fraction  continue  le  nombre  irrationnel  A 
dont  la  définition  a  été  précisée  plus  haut  ;  inversement,  ce 
nombre  A,  si  l'on  fait  sur  lui  les  opérations  décrites  au  n°  33, 
engendre  la  fraction  continue  illimitée  précédente,  dont  a^,  a^^,  a,^, . . . 
sont  les  quotients  incomplets  ;  quant  aux  quotients  complets 
correspondants,  il  convient  de  remarquer  que,  de  même  que  A 
engendre  la  fraction  continue  dont  les  quotients  incomplets  sont 
«g,  a^,  «2'  •••'  1g  premier  quotient  complet  A^  engendrerait  la 
fraction  continue  illimitée  dont  les  quotients  incomplets  sont 
a^,  a^,  ttg,  ...,  le  71°  A„  engendrerait  la  fraction  continue  illimitée 
dont  les  quotients  incomplets  sont  a„^  cinj^  i,  a«  +  2'  ■•• 
Par  exemple,  si  l'on  prend,  en  général 

«„  =  2    -h-  4«  (/l  =  O,    I,   2,    ..,) 

on  définira  un  nombre  irrationnel  A,  lié  au  nombre   e   qui   sera 
défini  plus  tard,  par  la  relation 


Il  est  clair  que  deux  suites  illimitées  distinctes 


ft  '  ^'  I  )  •  •  •  )  ^'?ï 

a'  a'.,       ....       a' 


satisfaisant  aux  conditions  précédemment  expliquées,  ne  peuvent 
servir  à  former  deux  fractions  continues  illimitées 


a'. 
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dont  les  Aalcurs  soient  égales,  puisque  la  suite  des  quotients  in- 
complets est  eulièrenient  déterminée  par  la  valeur  de  la  fraction. 

Au  reste,  si  l'on  emploie  les  mêmes  notations  pour  désigner  les 
éléments  analogues  formés  avec  les  deux  suites,  mais  en  accen- 
tuant les  lettres  qui  se  rapportent  à  la  seconde,  on  voit  que  si  l'on 
suppose  d'abord 

et  par  suite 

P,  =  P; ,  O,  =  O;.,  (;•  =  1 ,  2 ,  . . . .  n  —  I  ), 

puis  A'„  >>  A„,  les  égalités 

_p„_.  A„-4-P„-,  ,_p„-,  a;  -+-  P„-a 

(), - X  A„  -h  ()n -,'  '        Q" - 1  A„  -i-  n„ _ , ' 

montrent  que  A'  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  A  suivant  que  n 
est  pair  ou  impair.  On  peut  donc  reconnaître  l'ordre  de  grandeur 
de  deux  nombres  sur  leurs  développements  en  fraction  continue, 
comme  sur  leur  représentation  décimale. 

39.  —  Si  une  fraction  à  termes  entiers  '-    approclie  plus  d'un 

P.,  ,         . 

nombre  A  que  la  n^  réduite  y^,  le  dénominateur  q  de  cet'e  fraction 

est  plus  grand  que  Q„,  (on  suppose  q  positif). 
L'inéûalité 


< 


--k 


traduit  la  supposition  que   l'on  a  faite.   Puisque  A  est   compris 

Ph  Pn  — 

entre  -^  et  ^ — ^  et  qu'il  approche  plus  de  la  première  réduite  que 

Un  V"— l 

delà  seconde,  puisque,  enfin.  ^-  approche  plus  de  A  que  ^-c-",  il  faut 

n        .  .  p  P 

que-'-  soit  compris  entre  ~  et  ~ — ^:  sa  différence  avec  l'une  ou 

'1  Qn        Q„_i 

1  autre  des  deux  fractions  est  donc  moindre  en  valeur  absolue  que 
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leur  différence  mutuelle,  et  l'on  a 


pQ„_i  —  7P„-i|  _  I . 


mais  comme  le  nombre   positif  |/jQ,i_i  —  ^P„_il,  qui   ne  peut 
être   nul    puisque   les  deux  fractions '-, -—^^^=^  ne  sont  pas  égales, 

est  au  moins  égal  à  un,  il  faut  que  '/Q»  —  !   soit  plus  grand  que 
QnQn^i,  c'est-à-dire  que  q  soit  plus  grand  que  Q„. 

40.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux 
nombres  irrationnels  x  et  x'  donnent  naissance  à  deux  fractions 
continues  illimitées  telles  que  la  suite  des  quotients  incomplets 
prise  dans  la  première  à  partir  d'un  certain  rang  soit  identique  à 
la  suite  des  quotients  incomplets  prise  dans  la  seconde  à  partir 
d'un  certain  rang  est  qu'il  y  ait  entre  les  nombres  x,  x'  une  rela- 
tion de  la  forme 


où  a,  jj,  y,  r)  sont  des  nombres  entiers,  que  l'on  peut  évidemment 
supposer  sans  diviseur  commun,  et  qui,  alors,  doivent  vérifier 
la  relation 

KO Py   =   —    I- 

Soient  en  effet 

«(,,        «|,        •••,        «n,        ...,  Ou'        f'i'         •••)        ff''        •••' 

les  deux  suites  de  quotients  incomplets  auxquelles  donne  naissance 
le  développement  des  irrationnelles  x,  x'  en  fractions  continues  ; 
supposons  que  l'on  ait 

et  reprenons  les  notations  habituelles  en  accentuant  les  lettres  qui 
se  rapportent  à  la  seconde  suite.  D'après  ce  qu'on  a  dit  au  n°  38, 
A;,  sera  égal  à  A'^  et  Ton  aura 


CIIAPimE    I.     FRACTIONS    CONTINUES  67 

En   éliminant   A,,   entre  ces  deux  équations,   on   trouvera  entre  x 
et  ;//  une  relation  de  la  forme 


et  l'on  obtient  sans  peine,  en  se  servant  des  expressions  trouvées 
pour  les  nombres  a,  [j,  '/,  f)  an  moyen  de  l\,  —  i,  l^,,--,,  •.-,  Q''i  —  >, 
la  relation 

La  condition  imposée  est  donc  nécessaire  :  on  va  voir  qu'elle 
est  suffisante. 

Supposons  en  elTct  que  les  deux  nombres  irrationnels  x',  x 
soient  liées  par  la  relation 

,         ace  H-  P 
7  a:  -h  0 

cil  a,  jj,  y,  r)  sont  des  entiers  qui  vérifient  la  condition 

ao  —  Py  =  ±  I. 

Développons  x  en  fraction  continue  et  soit,  en  conservant  tou- 
jours les  mêmes  notations, 

P         -V    -i-  P 

X  —  = ■"  , 

V«  —  1  -^1  ~f~  Vn  —  2 

On  en  conclura 

,  __  «A„  -f-  b 
cA„  -+-  d  ' 
en  posant 

c  =  yP„ _  i  -H  ÔQ„_.  j ,  dr=  yP„_  j  H-  oQ„  _i  : 

on  vérifie  de  suite  que  l'on  a 

ad  —  bc.  =  (ao  -  Py)  (P»-i  Q«-2  —  P„_iQ«_,)  =  ±  I, 

d'ovi  il  suit,  en  particulier,  que  a  et  c  sont  premiers  entre  eux. 
iMon  but  est  de  montrer  que,  en  supposant  n  assez  grand,  si  l'on 

développe    -  en   fraction   continue  limitée,   -,  peut    être   regardé 
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comme  l'aYant-dernière  réduite  de  cette  fraction  contimie,  dont-  est 

la  dernière  réduite  ;  s'il  en  est  ainsi,  la  relation  entre  x'  et  A„  montre' 
clairement  que  la  fraction  continue  illimitée  dont  les  premiers- 
quotients   incomplets   sont  ceux  de  la   fraction    continue   limitée 

obtenue  par  le  développement  de  -,  dont  les  quotients  incomplets 

suivants  sont  ceux  qui  figurent  dans  le  développement  de  A„,  est 
égale  à   x'  \  le  théorème  énoncé  sera  donc   complètement  établi,. 

,    .      ,  «    6 
quand  on  aura  prouve  la  proposition  relative  a  -,  -,, 

Les  dénominateurs  des  réduites  étant  essentiellement  positifs,  et 
allant  d'ailleurs  en  croissant,  il  faudra  pour  établir  cette  dernière- 
proposition,  montrer  que  l'on  peut  supposer  o  <i  d  <i  c\    cela 

d'ailleurs  suffit   :   car  s'il   en  est  ainsi,   la  fraction   irréductible - 

c 

pourra   être    développée    en   fraction    continue    limitée    avec    un 

nombre  pair  ou  impair  de  quotients  incomplets  (n°  33),  telle  par 

/  ' 
conséquent  que,  en    désignant  par  -r,  l'avant  dernière  réduite,   la.  ' 

quantité  aâ!  —  h'c  égale  à  zt  i ,  comme  ad  —  hc,  soit  précisé- 
ment égale  à  cette  dernière  quantité,  en  sorte  que  l'on  ait 
a{d —  d)  ^=  c[b  —  6')  ;  le  nombre  c,  premier  avec  a,  doit  di- 
viser d —  d',  mais  le  dénominateur  d'  dte  l'avant  dernière  réduite 
est  plus  petit  que  c;  si  donc  (/  est  aussi  plus  petit  que  c,  c  ne 
peut  diviser  la  différence  d  —  d',  à  moins  que  cette  différence  ne- 
soit  nulle  ;   l'égalité  précédente  exige  que  l'on  ait  aussi  b'  =  b  et 

—,  est  bien  l'avant  dernière  réduite  de  la  fraction  continue  égale  à  -  - 

Tout  est  donc  ramené  à  montrer  que  l'on  peut,  pour  n  suffisam- 
ment grand,  supposer  o  <C.  d  <C  c. 

Or,  quand  n  est  très  grand,  les  deux  quantités 

-,               'c                   r„  —  1           ^                                a                •  i- V — 2     ,     'N 
A  =  j. =  Y  ^ ho,  ij.  =  ^ =  Y  -^ +  0,. 

Vn—   1  Vn— 1  \ln  —  2  Vn  —  2 


sont  très  voisines  de  ç  =^  "/x  -^  r)  ;  on  a  en  effet 


I  ^^  "  n  <  TT^'        1 1^-  -  ^'i<  — ^- 
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les  seconds  membres  peuvenl  être  supposés  aussi  petits  rpi'on  le 
veut  ;  il  suffit  de  les  supposer  moindres  que  la  valeur  absolue  de  |, 
qui  n'est  pas  nulle  puisque  x  est  irrationnel,  pour  cire  sur  que 
).,  a  et,  par  suite,  c  et  cl  sont  du  même  signe  que  c  ;  or,  quitte  à 
changer  le  signe  des  quatre  nombres  a,  p,  y,  o\  on  peut  supposer 
que  I  soit  positif.  On  a  d'ailleurs 

=  3  (Q„_i  —  ()n—i)  +  Q-  —  fi  Q"-i  —  i:-^  —  ^;  Q"-:^' 
et,  d'un  autre  côté, 

il  suffit  donc  de  prendre  n  assez  grand  pour  que  l'on  ait 


on 


sera  certain  que  aQ„_i  —  v-  Q^— 2  ou  c  —  (/  est  positif. 


41.  —  Il  est  bien  aisé  de  voir  que,  si  la  suite  des  quotients 
inconiplets  est  périodique,  la  valeur  de  la  fraction  continue  est 
racine  d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients  entiers. 

Supposons,  en  effet,  en  désignant  toujours  par  «0»  *^i»  •••  la  suite 
des  quotients  incomplets,  que  la  période  commence  à  a^  pour  se 
terminer  à  a,,_i,  en  sorte  que  l'on  ait 

«„  =  (7^,       «„_i.j  =  fli,       ao„_ji  =  a„_i,        a."  =  «û' 

Remarquons  en  passant  que  l'hypothèse  a„  =  a^  exige  que  a^ 
soit  au  moins  égala  i.  On  aura,  en  conservant  les  notations  an- 
térieures, An  =  A,  A„  +  i  =  Aj,  puisque  le  quotient  complet 
A„  (n°  38)  peut  être  regardé  comme  la  valeur  de  la  fraction  con- 
tinue illimitée 


'  (/    ,  ,  -t- 

identique  à  celle  qui  définit  A  ;  mais  on  a  en  général 
.         P„_,  A., -t-P„_,. 
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A  sera  donc  la  racine  positive  de  l'équation  du  second  degré  à 
•.coefficients  entiers 

Q„_i  A2  -u  (Q„_,  _  p„_ ,)  A  —  P„  0  =  G 

Par  exemple,  en  supposant  n  —  i  rr=  3,  a^  =  i,  a^  ^  2,  a^  =  3  ; 
on  voit  que  la  valeur  de  la  fraction  continue  périodique  est  égale  à 


On  ramène  aisément  à  ce  cas  celui  où  la  période  ne  commence 
pas  au  premier  quotient  incomplet.  On  doit  à  Euler  et  à  Lagrange 
d'avoir  établi  la  réciproque  de  cette  proposition,  c'est-à-dire  la  pé- 
riodicité des  quotients  incomplets  de  toute  fraction  continue  dont 
la  valeur  est  racine  d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients 
entiers,  à  racines  réelles  et  irrationnelles. 

Soit  {') 

(i)  ax-  -f-  2  ^a;  H-  y  =  0 

une  telle  équation,  dont  les  coefficients  a,  i^i,  y  sont  entiers,  |5'^  : —  ay 
étant  positif  sans  être  le  carré  d'un  nombre  rationnel;  désignons- 
en  les  racines  par  A,  A'  et  supposons  qu'on  développe  la  première 
racine  en  fraction  continue;  soit  Og,  a,,  ...,  a„,  ...  la  suite  des 
quotients  incomplets,  et  reprenons  pour  le  reste  les  notations  ordi- 
naires. Le  if  quotient  complet  An  étant  lié  à  A  par  la  relation 

A     I  n  —  l  A„  -+-   in  —  2 


()„_1  A„  H-   Q„_2' 


on  aura 


«(Pn-l  A„  +  P„_o)2  -f-  2p  (P„_i   A„  +  P„_o)  (Q„,_i  A„  -+-  Q„,  _2) 

+  7  (Q„_i  A„  -+-  On-^^  =  o, 

c'est-à-dire  que  A,,  sera  racine  de  l'équation  du  second  degré  à  coef- 
ficients entiers 

(2)  a„j-  -H  2  [B„y  -f-  Y„  =  o, 

(1)  La  démonstration  donnée  ici  est  duc  à  M.  Chauves  {Bulletin  des  Sciences 
mathémat'qiies,  2'  série,  t.  I,  p.  4i). 
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OÙ  l'on  suppose 


H?7 


Il  est  bien  aisé  de  voir  que  a,,,  jS»,  '/"  sont  en  valeur  absolue, 
moindres  que  des  nombres  fixes.  Soient  en  effet, 

P"-'    -  A  +  4^i^,         ^  =  A  +  i^i=:^  ; 


c,!—[.  cii—i  sont  moindres  que  i,  en  valeur  absolue  (n°  35)  ;  ces- 
deux  nombres  sont  d'ailleurs  de  signes  contraires  ;  en  rempla- 
çant dans  les  expressions  de  a,,,  [jn,  '/„  et  en  se  rappelant  que  A. 
est  une  racine  de  l'équation  (i)  on  trouve 

a„  =  2  (aA  +  P)  E„_i  H-  a  j4^^^, 

V»  — J 


„  =  (.A  -^  P)     e,_,  ^^^  4-  E„_  ,  ^V^'      -+-  . 


Y„  r=   2    («A  -+-    p)   £„  -2  -h  a  7=!4p^  , 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 

I  a,  1  <  2  1  aA  -i-  p  I  +  I  a  I,  |  v„  |<  2  |  aA  -f-  ^  |  -+-  |  a  | 

Quant  à  ^S,,,  si  l'on  observe   que  -,^^-^  =  p,^-  -  —  A  est  plus^ 
petit  en  valeur  absolue  que  t-j tt (n°    35).    et    que,    par 

v'i  —  2    V'i  —  1 

conséquent,  £„_.,.)  _^  est  plus  petit  que  i  en  valeur  absolue,  on, 
voit  tout  de  suite  que  l'on  a 

1  p„  I<  2  1  aA  H-  p  1  -4-  I  a  [  ; 
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les  nombres  entiers  a„,  2fj„,  Y„,  devant  rester  inférieurs  en  valeur 
absolue  à  des  nombres  fixes,  ne  peuvent,  lorsque  l'on  fait  va- 
rier/î,  présenter  qu'an  nombre  fmi  d'arrangements;  il  faut  donc 
que,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n,  on  retombe  sur  la  même 
équation  du  second  degré,  et  que,  par  suite,  deux  quotients  complets 
A,„  et  A,n  4-  p  soient  la  même  racine  de  la  même  équation  du  second 
■degré  ;  or  l'égalité  Am  +  p  =  A„j  entraîne 

"hi  -f-  2'  "»i)   ^m  +  ;;  4-  1  ^»i  -j-  1)    •  •  •  )    "))i  -j"  -P  '^"î  +  P  ^iny    •  •  • 

La  périodicité  de  la  suite  des  quotients  incomplets  est  établie- 
Par  exemple  en  prenant  a  =  i,  p  ^  o.  y  =  —  2,  on  voit  que 
les  valeurs  absolues  de  a»,  '/n  devront  être  au  plus  égales  à  3,  celle 
de  2|3„  au  plus  égale  à  7. 

Les  valeurs  trouvées  plus  baut  pour  a»,  y,;,  où  l'on  a  déjà  observé 
que  cn—i  et  en -2  étaient  de  signes  contraires,  montrent  que  a»  et 
y„  sont  de  signes  contraires  pour  de  grandes  valeurs  de  n,  car  si 
onmetc„_i,  Sn  —  i  en  facteurs,  les  facteurs  restants 

2  (aA  +  P)  -i-  a  ^V^-  .        2  (aA  +  P)  +  a  -^^^A  , 

sont  du  signe  de  2  (a A  +  l'S)  =  a  (A  —  A'),  puisque  les  autres 
termes  peuvent  être  supposés  aussi  petits  qu'on  veut.  Cette  obser- 
vation jointe  à  l'identité 

=  4P-  — 4  aï, 

suffirait  à  montrer  que  les  valeurs  absolues  des  nombres  entiers 
2]Sn,  2a„,  2y„,  dont  les  deux  derniers  sont  de  signes  contraires,  ne 
peuvent  dépasser  un  nombre  fixe,  ^f:j^  —  4^-7  par  exemple,  et  par 
conséquent  à  établir  la  périodicité  de  la  suite  des  quotients  incom- 
plets. 

Cette  périodicité  résulte  donc,  ainsi  que  Hermite  en  a  fait  la  re- 
marque {^),  de  ce  que,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  n, 

(^)  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2<!  série,  t.  IX,  p.   11. 
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'rcqualloa  (•>)  a  ses  racines  de  signes  contraires;  or  ce  poinl  résulte 
immédialemciil  d"  ce  f[uc  les  deux  racines  A„,  A^  de  cette  équation 
■sont  lices  aux  racines  A,  A'  de  l'équation  (i)  par  les  relations 

-n„_,A  -t-P,,-., 
'^"-       Q„_iA-P„_i' 

—  0„_o  .V  -f- P,,-..  (}„-.  (—^"-' 


0„_,A'  — P._i  0„-i 


'^^-  [--feiJ' 


dont    la    seconde    montre    que,   pour   do    grandes  valeurs  de  n, 

—  rï'~'  fournit  une  valeur  très  approchée  de  Aï,  ;  en  cfTet  pour  de 
v'«  —  1 

P 
fifrandes  valeurs  de  n,  ^.^^— ^  est  voisin  de  A;   la   différence   entre 

o„_.,  .,    . 

•Ail  et  —  f\ — '-'  peut  s  ecru-e 

v«  —  1 


©•utre  l'intérêt  que  ce  résultat  présente  en  lui-même,  on  voit,  puis- 
que les  nombres  Qm-i,  Q«-2  sont  positifs,  que  \'„  est  nécessaire- 
ment négatif  pour  les  grandes  valeurs  de  n  ;  quant  à  A„,  qui  est 
un  quotient  complet,  il  est  sûrement  positif  pour  n>  i.  On  a 
ainsi  une  seconde  démonstration  de  la  périodicité. 

42.  —  ^lentionnons,  pour  terminer  ce  sujet,  une  autre  obser- 
vation de  Hermite,  relative  à  une  proposition  que  l'on  doit  à 
'Galois. 

On  a  vn  au  commencement  du  numéro  précédent  que,  si  la  pé- 
riode d'une  fraction  continue  périodique  commençait  au  premier 
'terme  et  était  formée  des  quotients  incomplets  a^,  a,,  ...,  a„  —  i,  la 
.•valeur  de  cette  fraction  était  racine  de  l'équation 

Qn  -i^'-^  (0.  _  ,  -  P,_  0  .^  -  P.  -2  =  o  ; 

cette  équation  a  i.ne  seconde  racine,  comprise  entre  o  et  —  i, 
comme  on  le  voit  en  substituant  ces  deux  nombres,  à  la  place  de 
.a;,  dans  l'équation  précédente;  désignons  cette  seconde  racine  par 

—  >,  I  étan»-  un  nombre  positif  plus  grand  que  i;  £  sera  la  ra- 
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cine  positive  de  l'équation 

I\_2  'ç'  +  (Q„_,  -  P„_,)  a  -  (),,-,  =  o, 
d'où  l'on  tire 

or,   on  voit  immédiatement,  par  les    relations  (i)  du  n"  34,  qui 
donnent 

Pn  —  i P)r  — 3  Ij^  ,       I 

"p        ""  "n  — 1  "+"  T)'      "•'•••>   p     i    ~^  TT  ^ 

^  n  —  2  ^  n  —  2  ■*-  o  û 

V"  —  i  V'(  —  1  Vo 

.       p  _ 
quCjSil'on  développe  en  fractions  continues  limitées  les  fractions  p^^— ^ 

I  n — 2 

.Y'-~Sontrouvelesquotientsincomplcts«,î-i,  cin  —  ^,  ..-,«i,  rt^  pour 

v«  —  2 

la  première,  et  cin—i,  «n  — 2,  ...,  «2,  «j  pour  la  seconde;  en  sorte  que 
---'izii  n'est  autre  que  Tavant-dernière  réduite  de  la  fraction  conti- 
nue limitée  formée  au  moyen  de  ces  quotients  incomplets  ««—i, 

p  _ 
a«-2,  ...,  «0'  la  dernière  étant  p'' — *;  si  donc,  quel  que  soit  le 

■'-  n  —  2 

nombre   B  plus  grand   que  i,    on  développe    ,"~^  r TV~~^  ^^^ 

fraction  continue,  on  trouvera  d'abord  les  quotients  incomplets 
«n  — 1,  «H— 2,  ...,  tto,  puis  ceux  qui  proviendraient  de  la  réduction 
de  I  en  fraction  continue  ;  si  maintenant  c.  Térilie  l'égalité 


1  ç 


O. 


P„_,  ^-f-0„-,' 


il  faut  que  le  développement  de  ç  en  fraction  continue  soit  pé- 
riodique, commence  par  a,,,  et  que  la  période  soit  formée  des 
quotients  incomplets  «„,  ««-1,  ...,  a^,  a^. 


CHAPITRE  II 


ENSEMBLES  INFINIS.   SUITES  INFINIES.  LIMITES. 


I.  —  ENSEMBLES  INFINIS.  BORNES   SUPÉRIEURE  ET  INFÉRIEURE- 
POINTS  D'ACCUMULATION 


43.  —  On  a  déjà  introduit  au  n"  16  la  notion  d'ensemble  de 
nombres. 

Je  rappelle  qu'un  ensemble  de  nombres  (E)  est  défini  (ou  donné) 
lorsque  l'on  définit  (ou  lorsque  l'on  donne)  le  moyen  de  recon- 
naître, quel  que  soit  un  nombre,  si  ce  nombre  appartient  ou 
n'appartient  pas  à  l'ensemble.  On  peut  d'ailleurs  raisonner  sur  un 
ensemble  sans  qu'il  soit  défini,  pourvu  qu'on  le  suppose  déterminé, 
c'est-à-dire  tel  qu'on  puisse  affirmer,  d'un  nombre  quelconque, 
qu'il  appartient  ou  qu"il  n'appartient  pas  à  l'ensemble.  Tous  les 
nombres  qui  appartiennent  à  un  ensemble  sont  supposés  diffé- 
rents :  l'un  quelconque  d'entre  eux  est  dit  un  nombre  de  l'en- 
semble. Il  n'est  pas  question,  dans  la  définition  d'un  ensemble, 
•d'un  ordre  quelconque  attribué  aux  éléments. 

L'ensemble  (E)  est  infini  si  on  peut  affirmer  qu'il  contient  plus 
de  n  nombres,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  n.  Dans  le  cas 
contraire,  il  est  fini.  C'est  surtout  d'ensembles  infinis  qu'il  sera 
•question  dans  le  présent  chapitre. 

Au  lieu  d'un  ensemble  (E)  de  nombres,  je  parlerai  souvent  d'un 
ensemble  de  points  sur  un  axe  :  les  deux  notions  sont  identiques 
si  l'on  confond  chaque  nombre  avec  le  point  dont  il  est  l'abscisse, 
x;haque  point  de  l'axe  avec  son  abscisse.  L'ensemble  de  points  (E) 
•est  l'ensemble  des  points  dont  les  abscisses  sont  les  nombres  de 
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l'ensemble  (E).  On  désigne  souvent  un  tel  ensemble  sous  le  nom 
d'ensemble  linéaire. 


44.  —Un  ensemble  de  nombres  (E)  est  dit  borné  en  haut  {ou  à 
droite)  (^)  quand  il  existe  un  nombre  P  auquel  tous  les  nombres  de 
l'ensemble  sont  inférieurs.  Un  ensemble  est  borné  en  bas  (ou  à 
gauche)  quand  il  existe  un  nombre  /)  auquel  tous  les  nombres  de 
l'ensemble  sont  supérieurs. 

Quand  un  ensemble  (E)  est  borné  en  haut,  il  existe  un  nombre  M, 
la  borne  supérieure  de  l'ensemble,  qui  jouit  des  propriétés  sui- 
vantes : 

1°  Aucun  nombre  de  (É)  n'est  plus  grand  que  M  ; 

2°  Quel  que  soit  le  nombre  M'  plus  petit  que  M  il  y  a  un 
nombre  de  (E)  qui  est  plus  grand  que  M. 

Ce  nombre  M  est  d'ailleurs  unique. 

S'il  y  a  dans  l'ensemble  (E)  un  nombre  qui  soit  plus  grand  que 
tous  les  autres  nombres  de  cet  ensemble,  ce  nombre-là  est  évi- 
demment le  nombre  M  :  cette  circonstance  se  présentera  nécessaire- 
ment si  l'ensemble  est  fini. 

On  peut  donc  se  limiter,  dans  la  démonstration,  au  cas  où, 
dans  l'ensemble  (E),  borné  en  haut,  il  n'y  a  pas  de  nombre  plus 
grand  que  tous  les  autres.  C'est  ce  que  je  suppose  dans  ce  qui  suit. 

Rangeons  dans  une  première  classe  tout  nombre  rationnel  qui 
est  inférieur  ou  égal  à  un  nombre  de  (E)  et,  dans  une  seconde 
classe  les  nombres  rationnels  qui  sont  plus  grands  que  tous  les 
nombres  de  (E)  :  il  y  a  de  tels  nombres,  puisque  (E;  est  borné  en 
haut. 

Ce  mode  de  séparation  des  nombres  rationnels  en  deux  classes 
définit  (n°  10)  un  nombre  M  rationnel  ou  irrationnel,  dont  on  va 
prouver  qu'il  est  la  borne  supérieure  de  l'ensemble,  c'est-à-dire 
qu'il  jouit  des  propriétés  i°  et  2°. 

Quel  que  soit  le  nombre  A  appartenant  à  (E),  il  y  a  dans  la 
première  classe  un  nombre  plus  grand  que  A  ;  en  effet,  il  y  a,  par 

(1)  Celte  dei-nicre  façon  de  parler  est  conforme  à  l'habitude  qu'on  a  de  se 
représenter  les  abscisses  comme  croissantes  quand  on  s'avance  yers  la  droite  : 
tous  les  points  qui  appartiennent  à  Tensemble,  ou,  si  l'on  veut,  qui  représentent 
les  nombres  de  l'ensemble  (E),  sont  alors  eu  dec;à  (ou  à  gauche)  du  point  P,  ou 
du  point  dont  l'abscisse  est  P. 
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liypotlicsc,  dans  (E)  un  noml)rc  15  ])]ns  grand  que  A  et  les  nombres 
rationnels  compris  entre  A  et  B  doivent  figurer  dans  la  première 
classe. 

Quel  que  soit  le  nombre  a  de  la  première  classe,  il  y  a  dans  (E) 
im  nombre  plus  grand  que  a  ;  en  clFct  a  a  été  rangé  dans  la  pre- 
mière classe  soit  parce  qu'il  y  avait  dans  (E)  un  nombre  A  j)lus 
grand  que  lui,  soit  parce  qu'il  était  égal  à  un  nombre  A'  de  (E), 
dans  ce  dernier  cas  il  y  a  dans  (E)  un  nombre  A  plus  grand  que 
./V  ou  que  a. 

Il  résulte  de  là  qu'il  n'y  a  pas  dans  la  première  classe  un 
nombre  a  plus  grand  que  tous  les  autres  de  la  même  classe,  car 
les  nombres  rationnels  compris  entre  a  et  le  nombre  A  de  l'en- 
semble qui  lui  est  supérieur  appartiennent  à  la  première  classe. 

S'il  y  a  dans  la  seconde  classe  un  nombre  plus  petit  que  tous  les 
autres  de  la  même  classe,  c'est  ce  nombre  là  qui  est  le  nombre  M 
défini  par  la  décomposition  ;  sinon  le  nombre  M  que  définit  cette 
décomposition  est  irrationnel. 

Dans  les  deux  cas  la  première  classe  constitue  la  classe  inférieure 
relative  au  nombre  M,  et  ce  nombre  M  est  plus  grand  que  n'im- 
porte quel  nombre  A  de  (E),  puisqu'il  y  a,  dans  la  première  classe, 
un  nomlire  a  qui  est  plus  grand  que  A,  et  que  M  surpasse  :  le 
nombre  M  jouit  de  la  propriété  i°. 

Si  M'  est  plus  petit  que  M,  il  y  a  dans  la  première  classe  un 
nombre  a  plus  grand  que  M',  dans  l'ensemble  un  nombre  A  plus 
grand  que  a,  et  par  conséquent  plus  grand  aussi  que  M'.  Il  y  a 
même  une  infinité  de  nombres  de  l'ensemble  qui  sont  plus  grands 
que  M',  car  s'il  y  en  avait  seulement  n,  entre  le  \Au%  grand  de 
ces  n  nombres  et  M  il  n'y  aurait  plus  aucun  nombre  de  (E). 
Remarquons  toutefois  que  la  démonstration  de  celte  dernière 
propriété  de  la  borne  supérieure  suppose  qu'on  soit  dans  le  cas  que 
l'on  vient  jde  traiter,  où  (E)  ne  contient  point  de  nombre  qui  soit 
supérieur  à  tous  les  autres. 

L'existence  de  la  borne  supérieure  M  de  l'ensemble  (E)  est  donc 
établie  dans  tous  les  cas,  soit  que  cette  borne  appartienne  à  len- 
semble,  dont  elle  est  alors  le  plus  grand  nombre,  soit  qu'elle  ne 
lui  appartienne  pas.  Il  est  clair  qu'un  nombre  plus  grand  ou  plus 
petit  que  M  ne  peut  jouir  des  propriétés  qui  ont  servi  à  le  définir  : 
ce  nombre  M  est  unique.   Si  l'on  sait  d'un  nombre  M'  qu'il  est 
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plus  grand  que  tous  les  nombres  de  (E),  on  peut  affirmer  que  l'on 

aM'^M. 

De  même,  si  un  ensemble  (E)  est  borné  en  bas,  il  existe  un 
nombre  m,  la  borne  inférieure  de  (E),  qui  jouira  des  propriétés 
suivantes  :  tout  nombre  de  (E)  est  supérieur  ou  égal  à  m  ;  quel 
que  soit  le  nombre  m'  plus  grand  que  m,  il  existe  au  moins  un 
nombre  de  l'ensemble  (E)  qui  est  plus  petit  que  m'  ;  il  en  existe 
une  infinité,  si  voisin  que  m'  soit  de  )n,  lorsqu'il  n'y  a  pas 
dans  (E)  un  nombre  qui  soit  plus  petit  que  tous  les  autres; 
lorsqu'il  existe  un  tel  nombre,  c'est  lui  qui  est  la  borne  inférieure. 
Si  un  nombre  m'  est  plus  petit  que  tous  les  nombres  de  (E),  on 
peut  affirmer  que  l'on  a  m'  ^  m. 

Par  exemple,  o  est  la  borne  inférieure  de  l'ensemble  des  nom- 
bres positifs,   et  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  des  nombres 

négatifs. 

Un  ensemble  borné  (sans  épitbète)  est  un  ensemble  borné  en 

haut  et  en  bas. 

45. Le  lecteur  observera  que  celte  notion  de  la  borne  supé- 
rieure ou  inférieure  d'un  ensemble  aurait  pu  être  placée  immédia- 
tement après  les  définitions  des  nombres  irrationnels,  de  l'égalité 
et  de  l'inégalité.  Quoiqu'on  n'ait  pas  dégagé  jusqu'ici  la  généralité 
de  cette  notion,  elle  était  le  fond  même  des  considérations  du  cha- 
pitre précédent.  La  définition  d'un  nombre  irrationnel  revient  à 
considérer  ce  nombre  comme  la  borne  supérieure  et  la  borne  infé- 
rieure des  ensembles  de  nombres  rationnels  qui  constituent  la  classe 
inférieure  et  la  classe  supérieure.  La  définition  de  la  somme  de 
deux  nombres  A,  B  revient  à  regarder  celte  somme  comme  la 
borne  supérieure  de  l'ensemble  des  nombres  rationnels  distincts 
que  l'on  obtient  en  ajoutant  deux  nombres  rationnels  moindres 
respectivement  que  A  et  B,  et  comme  la  borne  inférieure  de 
l'ensemble  des  nombres  rationnels  distincts  que  l'on  obtient  en 
ajoutant  deux  nombres  rationnels  respectivement  plus  grands  que 
A  et  B.  Cette  définition  conduit  maintenant  à  la  généralisation 
évidente  que  voici  : 

Si  deux  ensembles  (E),  (E')  bornés  en  haut,  ont  pour  bornes 
supérieures  M,  M',  l'ensemble  des  nombres  distincts  que  l'on  peut 
former  en  ajoutant  un  nombre  de  (E)  et  un  nombre  de  (E')  a  pour 
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borne  supérieure  M  +  M'.  Une   proposition  analogue  concernerait 
les  bornes  inlcrieures. 

De  môme,  en  conservant  les  mêmes  notations,  mais  en  supposant 
que  les  cléments  de  (E),  (E')  soient  des  nombres  posilifs,  on  voit 
que  l'ensemble  des  nombres  distincts  obtenus  en  multipliant  un 
élément  de  (E)  par  un  élément  de  (E')  admet  le  produit  MM'  comme 
borne  supérieure. 

46.  —  Les  propositions  que  voici  sont  tout  aussi  évidentes  : 
convenons  de  dire  que  l'ensemble  (E')  est  contenu  dans  l'ensemble 
(E),  ou  que  l'ensemble  (E)  contient  l'ensemble  (E'),  lorsque  tout 
élément  de  (E')  appartient  à  (E).  Si  l'ensemble  (E)  est  borné  en 
haut  et  contient  l'ensemble  (E'),  ce  dernier  est  aussi  borné  en  haut 
et  sa  borne  supérieure  est  au  plus  égale  à  la  borne  supérieure  de 
(E).  Si  l'ensemble  (E)  est  borné  en  bas  et  contient  l'ensemble  (E'j, 
celui-ci  est  borné  en  bas  et  sa  borne  inférieure  est  au  moins  égale 
à  celle  de  (E). 

47.  —  Soient  (E),(E')  deux  ensemblesdont  on  sait  que  tout  nombre 
de  (E)  est  inférieur  à  tout  nombre  de  (E')  :  (E)  est  certainement 
borné  en  haut,  soit  M  sa  borne  supérieure  ;  (E')  est  de  même  borné 
en  bas,  soit  m'  sa  borne  inférieure.  On  aura  m'  ^  M  :  Si  l'on  avait 
en  effet  m'  <  M,  il  y  aurait  un  nombre  A'  de  (E')  qui  serait  infé- 
rieur à  M  ;  contrairement  à  l'hypothèse,  il  y  aurait  donc  un 
nombre  A  de  l'ensemble  (E)  supérieur  au  nombre  A'  de  l'ensemble 
(E').  Ainsi  la  différence  entre  un  nombre  appartenant  à  (E')  et  un 
nombre  appartenant  à  (E)  est  au  moins  égale  a  m'  —  M. 

Si  donc  on  peut  trouver  dans  (E)  et  dans  (E')  des  nombres 
aussi  voisins  qu'on  le  veut,  on  peut  être  certain  que  l'on  a 
m'  =  M.  On  a  considéré  au  n°  17  deux  ensembles  de  nombres 
rationnels  qui  étaient  dans  ce  cas,  le  nombre  qu'ils  servaient  à 
défmir  n'était  autre  que  la  borne  supérieure  de  l'un,  la  borne 
inférieure  de  l'autre. 

48.  —  Si  un  ensemble  (E)  est  borné  (en  haut  et  en  bas),  il 
admet  une  borne  supérieure  M,  une  borne  inférieure  m  ;  la  diffé- 
rence M  —  m  est  un  nombre  positif,  qui  ne  pourrait  être  nul  que 
si  l'ensemble  E  se  réduisait  au  seul  nombre  M  =^  m  ;  on  voit  de 


^ 
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suite  que  M  —  m  est  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  des 
nombres  distincts  obtenus  en  prenant  la  valeur  absolue  de  la 
différence  de  deux  nombres  qui  appai'tiennent  tous  les  deux  à  (E), 
J'appellerai  M  —  m  écart  de  l'ensemble  (E;  ;  j'emploierai  aussi  les 
mots  «  écart  de  deux  nombres  a,  h  »  pour  désigner  la  valeur 
absolue  delà  différence  a  —  h. 

On  appelle  intervalle  de  deux  nombres  distincts  a,  6,  et  l'on 
désigne  par  {a,  h)  l'ensemble  des  nombres  a,  h  et  de  tous  les 
nombres  réels  compris  entre  «  et  6  ;  le  plus  petit  des  nombres  a, 
b  est  la  borne  inférieure  de  cet  ensemble  ;  le  plus  grand  en  est  la 
borne  supérieure  ;  l'écart  de  l'intervalle,  ou  de  l'ensemble,  est  le 
nombre  positif  \  b  —  a\. 

Ces  diverses  dénominations  se  justifient  pleinement  quand  on 
substitue  les  points  aux  nombres  ;  soit  que  l'on  attribue  une 
réalité  à  la  représentation  géométrique,  soit  qu'on  la  regarde 
(n°  28)  comme  une  simple  façon  de  parler,  capable  de  soulager  la 
pensée  par  les  images  concrètes  qu'elle  rappelle. 

Un  ensemble  de  points  borné  à  droite  a  tous  ses  points  en  deçà 
d'un  certain  point  de  Taxe.  Il  existe  un  point  M,  la  borne  supérieure 
ou  la  borne  de  droite,  tel  qu'aucun  point  de  l'ensemble  ne  soit  au 
^  delà  de  M  et  tel  que  si  M'  est  un  point  quelconque  en  deçà  de  M, 
il  j  ait  certainement  un  point  de  l'ensemble  au-delà  de  M';  si  M  ne 
fait  pas  partie  de  l'ensemble,  il  y  a  une  infinité  de  points  de 
l'ensemble  aussi  voisins  de  M  que  l'on  voudra.  De  même  pour  la 
borne  inférieure  (ou  de  gauclie),  si  l'ensemble  de  points  est  borné 
à  gauche. 

Un  intervalle  («,  b)  n'est  autre  chose  que  le  segment  de  droite 
dont  les  extrémités  sont  les  points  d'abscisse  a,  b  ou  plus  briève- 
ment les  points  a,  b.  Un  point  (ou  un  nombre)  appartient  à  cet 
intervalle,  s'il  est,  soit  a,  soit  6,  soit  compris  entre  a  et  b;  il 
est  intérieur  à  cet  intervalle,  s'il    est  compris  entre    a   et   b.  Le 


a 


centre  de  l'intervalle  est  le  point 

Un  ensemble  borné  en  haut  et  en  bas  (à  droite  et  à  gauche),  dont 
les  bornes  supérieure  et  inférieure  sont  M,  m  est  figuré  par  des 
points  appartenant  à  l'intervalle  (m.  M),  etc. 

Je  continuerai,  dans  ce  qui  suit  à  employer  le  langage  géomé- 
trique, et  j'emploierai  indifféremment  les  mots  «  point  »  ou 
«  nombre  ». 
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49.  —  Un  poiiH  (raccanuilalioit  d'un  ensemble  infini  (!•])  est  un 
point,  qui  peut  d'ailleurs  appartenir  ou  ne  pas  ap[)aitcnir  à  (E), 
mais  aux  environs  duquel  se  trouvent  une  infinité  de  points  de  (Ej, 
D'une  façon  plus  précise  a  sera  un  point  d'accumulation  de  (E)  si, 
quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  c,  il  y  a  dans  (E)  un  point 
autre  que  a,  dont  la  distance  au  point  a  est  moindre  que  c  ;  s'il  en 
est  ainsi,  on  peut  affirmer  qu'il  y  a  dans  (E)  une  infinité  de  points 
dont  la  distance  à  a  est  moindre  que  c,  car  s'il  y  en  a  seulement  p, 
soit  ap  celui  de  ces  points  qui  s'écarte  le  moins  de  a  :  il  n'y  aurait 
pas  dans  (E)  de  point,  autre  que  n,  dont  la  distance  à  a  fut  moindre 
que  \a  —  tz^,  |  ;  a  ne  serait  pas  un  point  d'accumulation. 

On  peut  présenter  les  choses  un  peu  dilTéremment  :  soit  a  un 
nombre  ou  un  point  quelconque  ;  l'ensemble  des  distances  du 
point  a  aux  points  de  (E),  autres  que  a,  est  borné  en  bas,  puis- 
que toutes  ces  distances  sont  des  nombres  positifs  ;  si  la  borne 
inférieure  de  cet  ensemble  des  distances  est  o,  le  point  a  est  un 
point  d'accumulation  de  (E),  si  la  borne  inférieure  est  le  nombre 
positif  a,  le  point  a  n'est  pas  un  point  d'accumulation  et  Ton  peut 
affirmer  que  la  distance  à  a  d'un  point  quelconque  de  (E),  autre 
que  a,  est  au  moins  égale  à  ij.  ;  en  d'autres  termes,  si  l'on  regarde 
a  comme  le  centre  d'un  intervalle  dont  l'écart  soit  moindre  que 
2rx,  il  n'y  aura  pas  dans  cet  intervalle  de  point  appartenant  à  (E) 
autre  que  a  ;  au  contraire,  si  a  est  un  point  d'accumulation,  tout 
intervalle,  si  petit  qu'il  soit,  dont  a  est  le  centre,  contient  une 
infinité  dépeints  de  (E). 

Par  exemple,  o  est  un  point  d'accumulation  de  l'ensemble  des 
fractions  dont  le  numérateur  est  i  et  le  dénominateur  un  nombre 
naturel  :  il  n'appartient  pas  à  cet  ensemble. 

Lorsqu'un  ensemble  infini  est  borné  en  haut,  sa  borne  supé- 
rieure est  certainement  un  point  d'accumulation  de  cet  ensemble 
quand  elle  ne  lui  appartient  pas  :  elle  peut  d'ailleurs  être  un  point 
d'accumulation,  tout  en  lui  appartenant.  De  même  pour  la  borne 
inférieure,  quand  l'ensemble  est  borné  en  bas. 

50.  —  Un  ensemble  infini  (E)  borné  en  haut  et  en  bas, 
admet  au  moins  un  point  d'accumulation  appartenant  à  l'inter- 
valle [m,  M)  des  bornes  inférieure  et  supérieure  de  l'ensemble. 

Tous  les  points  de  (E)  appartiennent  à  l'intervalle  (m,  M~.  Ecar- 
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tons  le  cas  où  m  serait  un  point  d'accumulation  de  (E),  cas  où  le 
théorème  se  trouverait  vérifié  par  hypothèse;  et  soit  a  un  point 
quelconque  de  l'intervalle  {m,  M),  autre  cjue  m  ;  il  peut  y  avoir  un 
nombre  fmi  ou  infmi  de  points  de  l'ensemble  (E)  qui  appartiennent 
à  l'intervalle  {in^  a)  ;  il  y  en  a  un  nombre  fini,  si  a  est  sufTisam- 
ment. voisin  de  m,  sans  quoi,  m  serait  un  point  d'accumulation,  il 
y  en  a  une  infinité  si  a  est  égal  à  M  ;  soit  (A)  l'ensemble  des 
points  a  tels  que  dans  l'intervalle  [m,  a)  il  y  ait  un  nombre  fini  de 
points  appartenant  à  l'ensemble  (E)  ;  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 
(A)  est  borné  en  haut  :  soit  a  sa  borne  supérieure,  qui  est  au  plus 
égale  à  M  ;  si  petit  que  soit  le  nombre  positifs,  dans  l'intervalle 
(in,  a  —  c)  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  points  appartenant  à  (E)  ; 
il  y  en  a  au  contraire  une  infinité  dans  l'ensemble  (/??,  a  H-  a),  carr, 
autrement,  il  y  aurait  dans  (A)  un  nombre  a  +  s  supérieur  à  a  ;  il 
y  a  donc  une  infinité  de  points  de  (E)  qui  appartiennent  à  l'intervalle 
(a  —  s,  a  +  c)  ;  par  conséquent,  a  est  un  point  d'accumulation  de 
l'ensemble  (E). 

51 .  —  Si  un  ensemble  (E)  a  pour  bornes  inférieure  et  supérieure 
les  nombres  m,  M,  tout  point  d'accumulation  de  cet  ensemble 
appartient  à  l'intervalle  (m.  M). 

La  distance  d'un  point  de  l'ensemble  (E)  à  un  point  d'accumu  - 
lation  de  cet  ensemble  est  au  plus  égale  à  M  —  m.  Il  en  est  de 
même  de  la  distance  de  deux  points  d'accumulation  de  (E). 

Il  est  clair  qu'on  n'altère  pas  les  points  d'accumulation  d'un 
ensemble  infini  (E)  en  supprimant  de  cet  ensemble,  ou  en  intro- 
duisant dans  cet  ensemble  un  nombre  fini  d'éléments.  J'entends 
par  là  que  si  (E,)  est  l'ensemble  infini  que  l'on  déduit  de  (E)  en 
en  supprimant  certains  éléments,  en  nombre  fini, ou  en  y  intro- 
duisant certains  éléments,  en  nombre  fini,  les  points  d'accumula- 
tion de  (Ej)  sont  les  mêmes  que  les  points  d'accumulation  de  (E). 

Si  l'ensemble  (E')  est  contenu  dans  l'ensemble  (E),  tout  point 
d'accumulation  de  (E')  est  un  point  d'accumulation  de  (E).  On  ne 
peut  pas  affirmer  que,  réciproquement,  tout  point  d'accumulation 
de  (E)  soit  un  point  d'accumulation  de  (E'). 

Si  l'ensemble  (E)  est  borné  (en  haut  et  en  bas)  et  n'a  qu'un 
nombre  fini  p  de  points  d'accumulation  cii,  a^,  ..,,  cip,  si  l'on  re- 
garde ces  points  comme  les  centres  respectifs  àe  p  intervalles,  d'ail- 


CIIAl'ITRIO    II.    SUITES    INFINIES  7'^ 

leurs  aussi  petits  qu'on  voudra,  il  n'y  aura  en  dehors  de  ces  intervalles 
qu'un  nombre  fini  de  points  de(E).  Soit  en  eflet2a  l'écart  du 
plus  petit  intervalle:  l'ensemble  (E,)  des  points  de  (E)  qui  sont 
situés  en  dehors  de  ces  intervalles  est  évidemment  borné,  puisqu'il 
est  contenu  dans  (E)  ;  s'il  était  infini,  il  admettrait  au  moins  un 
point  d'accumulation  a  qui  serait  aussi  un  point  d'accumulation  de 
(E)  et  par  conséquent  l'un  des  points  a^,  a^,...,  a^,  :  or  la  distance 
d'un  point  quelconque  de  (E^),  à  l'un  quelconque  de  ces  points  est 
supérieure  kfj.^  puisque  tous  les  points  de  (Ej)  sont  en  dehors  des 
p  intervalles. 

Si  l'on  fait  rentrer  dans  un  ensemble  les  points  d'accumulation' 
qui  ne  lui  appartiennent  pas,  il  est  clair  qu'on  ne  modifie  pas  les 
bornes  de  cet  ensemble. 

Les  notions  de  borne  supérieure  ou  inférieure  et  de  point  d'accu- 
mulation sont  fondamentales  dans  la  théorie  des  ensembles  de- 
nombres  (ou  de  points).  Avant  d'aller  plus  loin  dans  cette  théorie, 
il  convient  d'insister  sur  la  notion  de  limite. 


II.  —  SUITES  INFIMES.  LIMITES 
52.  —  On  dit  qu'une  suite  de  nombres 

(«)  «1,       11-2,       ■■.      u„,       .... 

est  déterminée  quand  le  nombre  qui  figure  à  un  rang  déterminé  est 
déterminé  ;  elle  est  définie  (ou  donnée)  quand  on  définit  (ou  que 
l'on  donne)  le  moyen  de  calculer  un  terme  quelconque  iin  connais- 
sant son  rang  n. 

En  disant  qu'une  telle  suite  a  une  limite  A,  on  veut  dire  que 
les  termes  de  cette  suite  deviennent  aussi  voisins  du  nombre  A 
qu'on  le  veut,  pourvu  que  leur  rang  soit  suffisamment  grand. 
D'une  façon  précise,  on  dira  que  la  suite  (ii)  a  pour  limite  A,  ou. 
mieux  que  a,,,  pour  n  infini,  a  pour  limite  A,  et  l'on  écrira 

lim.  Un  =  A, 


(/' 
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si,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  z,  on  peut  lui  faire 
correspondre  un  nombre  naturel/)  tel  que  l'on  ait  |  u.j  —  A|  <C  £ 
pour  tous  les  entiers /i  supérieurs  àyj.  S'il  en  est  ainsi,  tous  les 
termes  u^  de  la  suite  appartiennent  à  Tintervalle  (A  —  £,  A  -+-  s) 
lorsque  n  est  plus  grand  que  p  ;  quelques-uns  des  termes  iti, 
II.,,...,  Il,,  peuvent  d'ailleurs  appartenir  à  cet  intervalle  :  en  tous 
cas,  les  termes  de  la  suite  qui  n'appartiennent  pas  à  cet  intervalle 
sont  en  nombre  fini.  Réciproquement,  s'il  existe  un  nombre  A  tel 
que,  quelque  soit  le  nombre  positif  c,  le  nombre  de  termes  de  la 
suite  (a)  qui  n'appartiennent  pas  à  l'intervalle  (A  —  c,  A  +  s)  soit 
toujours  fini,  la  suite  a  pour  limite  le  nombre  A  ;  car  si  l'on  se 
donne  s,  et  si  l'on  désigne  par/»  le  nombre  de  termes  de  la  suite 
qui  n'appartiennent  pas  à  l'intervalle  (A  —  2,  A  -h  s),  u„  appar- 
tiendra certainement  à  cet  intervalle  si  n  est  plus  grand  que  p  et 
l'on  aura  |  iin  —  A  |  <<  s  sous  la  condition  n  >>  p. 

Une  suite  (m)  ne  peut  avoir  deux  limites  distinctes  A,   B,   car  si 

la  suite  (n)  a  pour  limite  A  et  si  l'on  prend  s.  =  ' ; ,  tous  les 

termes  de  la  suite,  à  partir  d'un  certain  rang,  appartiendront  à 
l'intervalle  (A  —  ô,   A  -f-  s)  et  leur  différence   avec  B  sera   au 

.      ,     ,    ,  lA- B| 
moms  égale  a ' 

Les  deux  égalités  lim.  11,1  =  A,  lim.  (a,,  —  A)  =  o  ont  le  même 

n  =  00  II  =  co 

sens. 

Voici  quelques  exemples  de  limites  : 

Un  nombre  A  peut  être  regardé  comme  la  limite  de  la  suite  des 

valeurs  approchées  de  A  à — ,  — ;,  ...,  — ,   ...   près,  par  défaut, 


ou  de  la  suite  des  valeurs  approchées  de  A  à  - 


T  I 

10      10^'    "■'    10" 


ipres,  par  excès. 


T  .  I  I  1  !.. 

La  suite  i,  -,  .t,  ...,     ,  ...  a  pour  Imiite  o. 


20  n 

12  n 


La  suite  i,  -,  g,  » >  •••  a  pour  limite  i,  puisque  la 

•différence  i  — =  -  sera  plus  petite  cjue  s  pour  n  >  7- 

Si  l'on  considère  une  fi-action   continue  illimitée  qui  définisse 
île  nombre  A,  dont  les  quotients  incomplets  forment  la  suite  a^. 


«,, 

...,  rt„, 

....  et  ( 

Llont  Ji 

Pu 

p. 

P. 

1 

Qo' 

,Q         ,... 

'Q,,'- 

, .,  clia 

l\ 

P. 

Qo' 

Q. 

Po 

p. 

â' 

0. 

p. 

P, 

o,  ' 

"0. 
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.,  et  dont  les  réduilcs  successives  soient  les  nombi-cs 
chacune  des  suites 

P.^ 

p.„^i^ 

Q:;«-i-i 

•aura  pour  limite  A  ;  la  différence  entre  A  et  le  n"-  terme  de  celle 
suite  est  alternativement  positive  et  négative  pour  la  première  ;  elle 
•est  toujours  positive  pour  la  seconde,  toujours  négative  pour  la 
troisième  ;  dans  tous  les  cas,  la  valeur  absolue  de  cette  différence 
peut  être  supposée  aussi  petite  qu'on  le  veut,  pourvu  que  n  soit 
suffisamment  grand. 

53.  —  Si  la  suite  n,,  ii.,,  ....  ii„,  ...  n'a  pas  A  pour  limite,  au 
sens  qu'on  vient  de  dire,  on  peut  affirmer  qu'il  existe  un  nombre 
positif  a  jouissant  de  la  propriété  suivante  :  quel  que  soit  le  nombre 
positif  p,  il  y  a  un  nombre  naturel  n  >>  p,  tel  que  l'on  ait 
\un  —  A|èa  :  en  effet,  nier  l'existence  d'un  tel  nombre,  c'est 
affirmer  que,  quel  que  soit  le  nombre  positif  a,  on  peut  lui  faire 
correspondre  un  entier  p  tel  que  l'on  ait  |  h„  —  \\  <<  y,  pour  toutes 
les  valeurs  de  n  supérieures  à  /),  c'est  donc  affirmer  que  la  suite 
a  A  pour  limite.  On  exprime  la  même  chose  en  disant  que  si 
la  suite  ii^,  ii.,,  ...,  u„,  ...  n'a  pas  A  pour  limite,  il  y  a,  dans  cette 
•suite,  une  infinité  de  termes  n„  tels  que  l'on  ait  |  u„  —  A  >-  |  a  |. 

54.  —  Si  les  deux  suites 

«1,  Ho>  •••.  "h.  -.•, 

i\,         V,,  ...,         v,„ 

ont  respcctivemement  pour  limites  les  nombres  A,  B,  en  d'autres 
termes,  si  l'on  a 

lira.  u„  =  A,  lim.  i\,  =  B, 

n  ;^  ce  n  ^^  zc 

l\  chaque  système  de  nombres  positifs  £.  r,,  si  petits  qu'ils  soient. 
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on  peut  faire  correspondre  un  entier  positif  m  tel  que  l'on  ait  à 
la  fois 

1  U„  —  A  1   <  £,  1  V„  —  B  I   >  TQ 

sous  la  condition  n  >>  m  ;  on  peut  en  effet  faire  correspondre  à  s 
l'entier  p,  à  v]  l'entier  q  tels  que  la  première  inégalité  soit  vérifiée 
pour /i  >>jo,  la  seconde  pour  rt  >-(/ ;  on  prendra  pour  m  le  plus 
grand  des  nombres/),  q.  Le  lecteur  étendra  de  lui-même  ce  théo- 
rème au  cas  de  trois,  quatre,  ...,  d'un  nombre  fini  quelconque 
de  suites,  ayant  des  limites  A,  B,  C,  ... 
Si  l'on  a 

lim.  Un  =  A,  lim.  v^  ^=  B, 

;i  =  co  n  =  00 

on  aura 


lim.  (a„  -h 

v,d 

=  A  +  B, 

11  =  00 

lim.  (11,1  — 

v,,) 

=  A  — B, 

n  =  co 

lim.  (w„i'„) 

=  AB, 

n  ^=1  00 

lim.  ('lu] 

_A 
B' 

la  dernière  égalité  toutefois  suppose  essentiellement  que  B  ne  soit 
pas  nul  :  c'est  la  seule  que  je  démontrerai,  après  avoir  fait  l'obser- 
vation suivante. 

Il  peut  se  faire  que  dans  la  suite 


W/  V'  "",  U,; 


.    .     A 

dont   il  faut  démontrer   qu'elle  a  pour  limite  p ,  certains  termes, 

dont  le  dénominateur  se  trouverait  être  nul,  n'aient  pas  de  sens  : 
il  est  sous-entendu  qu'on  n'en  tient  aucun  compte  et  que  c'est  de 
la  suite  débarrassée  de  ces  termes  que  l'on  s'occupe  :  tout  d'abord, 
cette  circonstance  ne  peut  se  présenter  qu'au  commencement  de  la 
suite  ;  en  s'avançant  assez  loin,  elle  ne  se  présente  plus,  lorsque, 
comme  on  l'a  supposé,  B  n'est  pas  nul;  si,  en  effet,  on  désigne  par 
B'  un  nombre  positif  plus  petit  que  |  B  |  et  par  p  un  entier  positif 
tel  que  l'on  ait,  pour  n  >/>, 

|B-^„1<|B1-B'. 
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on  aura  (')   ncccssaircmenl  ]  v,,  \  >  B',  en  sorte  que  ?;„  ne   pourra 
pas  être  nul . 

Venons  maintenant  à  la  démonstralion  de  la  proposition  annoncée  : 

Soient,  en  général, 

ii„,       A  _  Iîî„  —  At),,  ^ 


«„  =  A  +  £„,  V„  —  B    -h  Y),,, 


i;„  J}  B(liH-r,„) 


quel  que  petit  que  soit  le  nombre  positif  a  plus  petit  que  |  B  |  —  B', 
on  peut  supposer  le  nombre  entier  p  assez  grand  pour  que  l'on  ait 
1  s,,  I  <<  a,  1  Tjn  1  <C  a,  sous  la  condition  n  >  /J. 
On  aura  alors 

|B4-r,„|>|]51-a>B' 
et 

IL,  A 


V, 


Ji 


^|A|  +  |B 
B" 


si  l'on  veut  que  le  premier    membre  soit  moindre  que  s,  sous  la 
condition  n  >•/>,  il  suffira  d'avoir  choisi 


B-e 


A  I  -+-  I  B 


On  remarque  qu'il  n'y  aurait  rien  à  changer  à  ce  qui  précède 
pour  démontrer  que,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  z, 
on  peut  lui  faire  correspondre  un  entier  p  tel  que,  sous  les  condi- 
tions n^ p,  m  ^ p,  on  ait 

Il  m  A  I 

Les  propositions  du  présent  numéro,   appliquées  plusieurs  fois, 
conduisent  immédiatement  à  la  proposition  suivante  : 
Si  l'on  a 

lim.  «„  =  A,  lim.  i>„  =  B,  lim.  u'„  r=  C, 


quels  que   soient  les  deux  polynômes  o  {a,   v,    lo,)  'h  {n,  v, 


IV] 


(1)11  n'est  peut-être  pas  inutile  d'observer  que  si  a,  p,  v  sont  trois  nombres 
positifs  quelconques,  l'une  quelconque  des  inégalités  |  =t  a  i  ^  |  <  Ys  ^^' 
traîne  les  inégalités 

P  —  T  <  «  <  P  +  Y.  a  -  Y  <  P  <  3t  +  Y- 
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pouvvu  que  à  (A,  B,  C)  ne  soit  pas  nul,  on  aura 

lim.  "  ("»>  v,„  w„)  _  o  (A.  B.  C) 
n  —  coo  (w„,  V„,  W„)         <li  (A,  13,  Cj' 

Au  lieu  de  trois  suites,  on  aurait  pu  aussi  bien  considérer 
quatre,  cinq,  . . .  suites  et  des  polynômes  à  quatre,  cinq,  . . .  variables. 

55.  —  Il  y  a  un  intérêt  évident,  étant  donnée  une  suite  infinie 
(h)  Ml,        u^,        ...,        u„,        ..., 

à  savoir  reconnaître  si  cette  suite  a  une  limite  ou  non. 

Considérons,  en  même  temps  que  cette  suite,  l'ensemble  (U)  des 
nombres  distincts  qui  y  figurent  :  je  dirai  de  la  suite  qu'elle  est 
bornée,  ou  qu'elle  n'est  pas  bornée,  suivant  c[ue  l'ensemble  (U)  est 
borné  ou  n'est  pas  borné.  L'ensemble  (U)  est  en  général  infini  : 
pour  qu'il  en  soit  autrement,  il  est  évidemment  nécessaire  que  la 
suite  (u)  contienne  une  infinité  de  termes  égaux  :  écartons  provi- 
soirement de  nos  raisonnements  les  suites  de  cette  nature. 

Supposons  que  la  suite  (u)  ait  une  limite  A;  elle  est  alors  bornée, 
puisque,  quel  que  soit  le  nombre  positifs,  ses  termes  sont,  saut  un 
nombre  fini  d'entre  eux,  a,  b,  c,  ...,  I,  tous  compris  dans  l'in- 
tervalle (A  —  3,  A  H-  c),  en  sorte  que  la  valeur  absolue  de  I'ub 
quelconque  de  ses  termes  est  au  plus  égale  au  plus  grand  des 
nombres  |  a | ,  |  6  j ,  |  c  | ,  . . . ,  |  / 1 ,  |  A  —  c\,  |  A  -h  c  j . 

D'autre  part,  et  pour  la  même  raison,  le  point  A  est  un  point 
d'accumulation  de  (U)  et  il  est  le  seul  :  il  faut  bien  en  eflet  qu'il  y 
ait  dans  l'intervalle  (A  —  s,  A  -^  s)  une  infinité  de  points  de  (U), 
puisque,  en  dehors  de  cet  intervalle,  il  ne  s'en  trouve  qu'un 
nombre  fini  ;  puis,  tout  point  d'accumulation  de  (U)  appartient 
nécessairement  à  cet  intervalle  et,  par  conséquent,  coïncide  avec  A,. 
puisque  s  peut  être  supposé  aussi  petit  qu'on  le  veut. 

Réciproquement,  si  l'ensemble  (U)  des  nombres  distincts  qui  se 
trouvent  dans  [u)  est  borné  et  s'il  admet  un  point  d'accumulation 
unique  A,  ce  point  ou  ce  nombre  A  est  la  limite  de  la  suite  (m).  En 
effet,  si  A  est  un  point  d'accumulation  de  (U),  il  y  aura,  en  dé- 
signant par  £  un  nombre  positif  quelconque,  une  infinité  d'élé- 
ments de  l'ensemble,  ou  de  termes  de  la  suite,  qui  appartiendront 
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à  l'intervalle  (A  —  z,  A  +  z)  ;  ceux  des  points  de  l'ensemble  qui 
sont  en  dehors  de  cet  intervalle  sont  en  nombre  fini  (n'  51j,  et, 
par  conséquent  (n"  52),  A  est  la  limite  de  la  suite  (u). 

Ainsi,  pour  que  la  suite  (u),  dont  on  suppose  qu'elle  ne  con- 
tient pas  un  nombre  infini  de  termes  égaux  entre  eux,  ait  une 
limite,  il  faut  et  il  suffit  que  l'ensemble  (U)  soit  borné  et  admette 
un  point  d'accumulation  unique  ;  ce  point  est  la  limite  de  la  suite. 
Si  la  suite  (ii)  contient  une  'infinité  de  termes  égaux  à  un 
nombre  A,  elle  ne  peut  évidemment  avoir  d'autre  limite  que  ce 
nombre.  On  fera  rentrer  toutes  les  suites  dans  un  môme  énoncé  en 
convenant  d'appeler  point  d' accumulation  dune  suite  \ii)  soit  un 
point  d'accumulation  de  l'ensemble  (U)  des  termes  distincts  de 
cette  suite,  soit  un  nombre  qui  figurerait  une  infinité  de  fois  dans 
la  suite  (n)  :  on  pourra  dire  alors  : 

La  condition  nécessaire  et  suflisantc  pour  qu'une  suite  ait  une 
limite  est  qu'elle  soit  bornée  et  n'admette  qu'un  point  d'accumu- 
lation. 

Observons  en  effet  que  si  A  est  un  point  d'accumulation  d'une 
suite  infinie  quelconque  (a),  on  peut  affirmer  que,  quelque  soit  le 
nombre  positif  i,  il  y  a  une  infinité  de  termes  de  la  suite  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  (A  —  z,  A  h-  z),  soit  j^arce  que  A  est 
un  point  d'accumulation  de  l'ensemble  (U)  des  termes  distincts 
de  [u),  soit  parce  qu'il  y  a  dans  cette  suite  une  infinité  de  termes 
égaux  à  A.  Si  la  suite  n'admet  pas  d'autre  point  d'accumulation, 
et  si  elle  est  bornée,  il  n'y  a  en  dehors  de  cet  intervalle  qu'un 
nombre  fini  de  termes  :  en  effet,  d'une  part,  il  ne  peut  y  avoir  en 
dehors  de  cet  intervalle  qu'un  nombre  fini  d'éléments  distincts  de 
l'ensemble  (L),  sans  quoi  cet  ensemble  admettrait  un  second  point 
d'accumulation  ;  d'autre  part  il  ne  peut  y  avoir  en  dehors  de  l'in- 
tervalle un  terme  qui  soit  répété  une  infinité  de  fois  dans  la  suite, 
puisque  ce  terme  devrait  alors  être  regardé  comme  un  point 
d'accumulation,  non  de  l'ensemble,  mais  de  la  suite  :  le  raisonne- 
ment qui  a  servi  dans  le  cas  où  on  avait  affaire  à  une  suite  ne 
contenant  pas  une  infinité  de  termes  égaux  s'applique  donc 
encore. 

56.  —  A  oici  une  autre  forme  de  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  qu'une  suite  «,,  u.,,  ...,  u,,,  ...  ait  une  limite. 
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Supposons  que  cette  limite  existe  et  soit  égale  à  A  ;  quel  que  soit 
le  nombre  positif  £  on  peut  lui  faire  correspondre  un  entier  p  tel 

que  l'on  ait  ]  A  —  iin  \  <<  -  sous  la  condition  ii  '>  p-  Si  donc  ?i  et 
m  sont  supérieurs  à  p,  on  aura  |  ii„  —  ii,n  \  <C  =  puisque  l'on  a 
évidemment  |  ii,,  —  u,„  1  ^  |  u^  —  A  1  -h  I  A  —  iim  |. 

Réciproquement,  si  à  chaque  nombre  positif  s  on  peut  faire 
correspondre  un  nombre  naturel  p  tel  que  l'on  ait  | iim  —  Un\  <is 
sons  la  seule  condition  que  m  et  n  soient  supérieurs  à  p,  on  peut 
affirmer  que  la  suite  fit)  a  une  limite. 

Cela  est  évident  s'il  y  a  dans  la  suite  une  infinité  de  termes 
égaux  à  un  nombre  A,  puisqu'on  pourra  toujours  prendre 
ll,n  =■  A. 

S'il  en  est  autrement,  comme  je  le  suppose  dans  ce  qui  suit,  la 
suite  (u)  comprend  une  infinité  de  nombres  distincts,  qui  forment 
un  ensemble  infini  (U).  Cet  ensemble  est  borné,  car  si  l'on 
suppose  in'^p,  tous  les  termes  de  la  suite  sont  compris  dans 
l'intervalle  («„,  —  h,  iim  H-  c)  ,  sauf  un  nombre  fini  de  termes  pris 
dans  la  suite  limitée  Uj,  ii^,  ...,  iim  —  i.  L'ensemble  (U)  admet  un 
point  d'accumulation  qui  appartient  nécessairement  à  l'inter- 
valle {ii,n  —  £,  Um  -+-  s),  intervalle  dont  l'écart  est  2£  :  il  est  donc 
impossible  que  l'ensemble  (U)  admette  deux  points  d'accumulation 
distincts  A,  A',  puisque  la  distance  de  ces  deux  points  devrait  être 
au  plus  égale  au  nombre  positif  2  £,  qui  peut  être  supposé  aussi 
petit  qu'on  le  veut.  Donc  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  suite  11^,  11.^, 
...,  «„,  ...  ait  une  limite  est  que  l'on  puisse  faire  correspondre  à 
chaque  nombre  positifs  un  nombre  naturel  p  tel  que  l'on  ait,  sous 
la  seule  condition  que  les  nombres  naturels  n  et  m  soient  supérieurs 
h  p,  I  ii,n —  u„|  <  £. 

On  observera  que  si  cette  condition  est  vérifiée,  on  peut  prendre 
pour  valeur  approchée  de  la  limite,  un  terme  quelconque  ii,n  [m  >-p)  : 
l'erreur  commise  est  alors  au  plus  égale  à  s. 

Si  la  suite  «j,  11.^,  ...,  ii„,  ...  n'a  pas  de  limite,  on  peut  affirmer 
l'existence  d'un  nombre  positif  a,  tel  que,  pour  une  infinité  de 
couples  de  nombres  n,  m,  on  ait  1  u,,  —  Um  \'^  y.  ;  le  raisonne- 
ment est  le  même  qu'au  n"  53. 

57.  —  Considérons  une  suite  ii^,  11^,  ...,  Un,  ...  telle  que  chaque 
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terme  soit  égal  ou  supérieur  à  ceux  qui  le  précèdent  ;  auLronent 
dit,  on  a  11,,.  + i  è  ih,  quel  que  soit  11  ;  si  tous  les  termes  sont  infé- 
rieurs à  un  nondjre  lixe  A,  la  suite  a  une  limite.  J']n  edct,  l'en- 
semhle  (U)  des  nombres  distincts  qui  appartiennent  à  la  suite  est 
borné  ;  sa  borne  inférieure  est  Ui,  sa  borne  supérieure  a  est  infé- 
rieure ou  égale  à  A.  Soit  s  un  nombre  positif  quelconque,  il  y  a 
certainement  un  nombre  de  (U),  un  terme  de  la  suite  (u),  qui  est 
plus  grand  que  a  —  £  ;  soit  u^,  un  pareil  terme  :  les  termes  sui- 
vants, supérieurs  ou  égaux  à  iip,  seront  aussi  plus  grands  que 
(/_  —  £  ;  aucun  de  ces  termes  ne  pouvant  dépasser  c/.,  on  aura 
a  —  Un  <C  £>  sous  la  condition  n  >>y>  :  la  suite  a  pour  limite  sa 
borne  supérieure. 

Si  une  suite  u, ,  u.,,  ...,  11,,,,  ...  est  telle  que  chaque  terme  soit 
égal  ou  inférieur  à  ceux  qui  le  précèdent  ;  autrement  dit,  si  l'on 
a  iin  +  i  ^  iin>  quel  que  soit  n,  et  si  tous  les  termes  sont  supérieurs 
à  un  nombre  fixe  B,  la  suite  a  une  limite,  qui  est,  cette  fois,  la 
borne  inférieure  de  l'ensemble  (U)  des  nombres  distincts  qui 
figm'ent  dans  la  suite.  Cette  limite  est  inférieure  ou  égale  à  B.  La 
démonstration  est  la  même.  Au  surplus  on  ramènerait  ce  cas  au 
précédent,  en  changeant  tous  les  termes  de  signe. 

58.  —  Si  l'on  considère  deux  suites 

{u)  Ui,      n, "m      •••, 

(11)  i\,     V,,      ...,      v„,      ..., 

■et  si,  d'une  part,  les  termes  de  la  première  suite  sont  tous  inférieurs 
ou  égaux  à  un  terme  quelconque  de  la  seconde  suite;  si,  d'autre 
part,   on  a  lim.  {l\,  —  n,)  =  o,  les  deux  suites  ont  une  limite  et 

•cette  limite  est  la  même  pour  les  deux  suites. 

■  Soient  (U),  (V)  les  ensembles  formés  respectivement  par  les 
termes  distincts  de  la  suite  (a)  et  les  termes  distincts  delà  suite  (y). 
Chaque  élément  du  premier  ensemble  est,  par  hypothèse,  inférieur 
ou  égal  à  un  élément  quelconque  du  second  ;  d'ailleurs,  à  cause 
de  la  condition  lim.  (u,,  —  v„)  =  o,  il  y  a  des  nombres  pris  l'un 
dans  (U),  l'autre  dans  (V)  qui  diffèrent  aussi  peu  qu'on  le  veut. 
Il  suit  de  là  (n°  47),  que  la  borne  supérieure  de  (U)  est  égale  à  la 
foornc  inférieure  de  (V)  :  soit  A   cette  borne   commune  et  £  un 

Tasnert  I.    —  IntroduclioQ  à  la  théorie  des  fonctions  g 
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nombre  positif  quelconque;  soitp  un  nombre  entier  tel  que  l'on 
ait  i\,  - —  11,1  <C  £,•  sous  la  condition  n  >  />■  Les  inégalités 

U„  ^  A  ^  V„,  Un  Un  <  £> 

entraînent 

G  ^  A  —  ii,j  <C  s.  o  g  v„  —  A  <;;  s  ; 

la  proposition  est  démontrée. 

Les  intervalles  tels  que  (m„,  y„),  dont  les  bornes  inférieure  et  su- 
périeure sont  deux  termes  correspondants  des  suites  (m,  u),  peuvent 
évidemment  être  caractérisés  de  la  façon  suivante  : 

1°  La  borne  inférieure  de  l'un  quelconque  de  ces  intervalles  est 
inférieure  ou  égale  à  la  borne  supérieure  de  l'un  quelconque  d'entre 
eux . 

2°  L'écart  de  l'intervalle  (ij«,  y,,)  tend  vers  zéro  quand  n  augmente 
indéfiniment. 

Réciproquement  si  l'on  considère  une  suite  infinie  d'intervalles 

(«1,  Vi),  (h,,  vJ....  {a,„  Vn),... 

qui  satisfassent  à  ces  deux  conditions,  il  est  clair  que  les  deux 
suites  formées  l'une,  par  les  bornes  inférieures,  l'autre  par  les 
bornes  supérieures  satisferont  aux  conditions  imposées  aux  suites 
[il),  (v)  du  j)résent  numéro  en  sorte  qu'il  existera  un  nombre  A 
tel  que  l'on  ait 

11m.  ii„  =  11m,  v,i  =  A  ; 

ce  nombre  A  appartient  à  l'un  quelconque  des  intervalles  (^ii^,Vi)^ 
{ih,  v^),... 

Il  y  a  plus,  si  l'on  considère  une  suite  quelconcj[ue  a?,,  aî^,..., 
x,i,...,  dont  on  sache  seulement  cpe  Xn  appartient  à  l'intervalle 
[lin,  Vn),  quel  C[ue  soit  n,  on  peut  afïirmer  que  l'on  a 

11m.  Xn  =  A  ; 

n  =  00 

en  effet  l'écart  entre  A  et  x„,  qui  appartiennent  tous  deux  à  l'inter- 
valle Çiin,  Vn),  est  moindre  que  Vn  —  ih,- 

La  connaissance  des  deux   suites  (w),  (v)  pour  déterminer  le 
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nombio  A  oiTvo  ceci,  de  j)r('c!eux  qu'un  terme  quelconque  ?/„  de  la 
première  suite,  un  terme  quelconque  v^,  de  la  seconde  suite  peu- 
vent être  pris  pour  valeurs  approchées  de  A,  l'une  par  défaut, 
l'autre  par  excès  ;  la  différence  entre  ces  deux  valeurs  Iburnit  une 
limite  supérieure  de  l'erreur  commise. 

Un  cas  fréquent  est  celui  oii  les  suites  (a),  (y),  outre  ([u'cllcs 
satisfont  aux  conditions  imposées,  sont  telles  que  l'on  ait,  quelque 
soit  n, 

l'existence  de  la  limite,  pour  l'une  ou  l'autre  résulte  alors  du  n"57. 

Telles  sont  les  suites  que  l'on  déduit  d'un  symbole  écrit  comme 
un  nombre  décimal  qui  aurait  une  infinité  de  chiffres,  la  première 
en  prenant  successivement  un,  deux,  trois,...  chiffres  décimaux, 
la  seconde  en  forçant  le  dernier  chiffre  dans  chacun  des  termes  de 
la  première  suite  (n°  18). 

Telles  sont  encore  les  deux  suites 
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déduites  d'une  fraction  continue  illimitée  (n°  38)  en  prenant  les  ré- 
duites de  rang-  pair  et  les  réduites  de  rang  impair. 

E9.  —  Examinons  maintenant  ce  qui  arrive  si  la  suite  infinie 

(«)  Hj,  II.,,  ...,  Il,,, 

n'a  pas  de  limite. 

Si  la  suite  («)  n'a  pas  de  limite,  c'est  qu'elle  n'est  pas  bornée, 
ou  qu'elle  a  plus  d'un  point  d'accumulation  (n°  55). 

1°  Supposons  que  la  suite  (u)  ne  soit  pas  bornée  :  alors,  quelque 
soit  le  nombre  positif  A,  et  quel  que  soit  le  nombre  naturel  yj,  il  y 
a  dans  la  suite,  après  le  terme  «p,  un  terme  a„plus  grand  que  A  en 
valeur  absolue  ;  sinon,  en  effet,  l'ensemble  (U)  serait  borné,  puis- 
que tous  ses  éléments  seraient  inférieurs  ou  égaux  en  valeur  ab- 
solue au  plus  grand  des  nombres  |  u^  |,  |u,  |,...  \u„\,  A.  x\près 
le  terme  ii^,,  il  y  a  de  même  un  terme  iiq,  plus  grand  que  A  en 
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valeur  absolue;  il  y  en  a  encore  un  autre  après  m,,...  :  il  y  a, 
après  ii,„  une  infinité  de  termes  plus  grands  que  A  en  valeur  absolue. 
Si  l'on  savait  que  la  suite  [ii]  n'est  pas  bornée  en  haut,  on  pourrait 
affirmer  en  vertu  du  même  raisonnement,  qu'il  y  a  dans  la  suite, 
après  tel  terme  que  l'on  veut,  une  infinité  de  termes  qui  sont  plus 
grands  que  A. 

2°  Si  la  suite  {ii)  admet  un  point  d'accumulation  a,  on  sait  que 
quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  £,  il  y  a  une  infinité  de 
termes  de  la  suite  dans  l'intervalle  (a  —  s,  a  -h  s)  ;  il  y  en  a  donc 
une  infinité  après  un  terme  quelconque  iin  ;  en  sorte  que  si  la 
suite  a  plusieurs  points  d'accumulation,  on  peut  affirmer  que,  après 
chaque  terme,  il  s'en  trouve  qui  sont  aussi  rapprochés  que  l'on 
voudra  de  tel  point  d'accumulation  que  l'on  veut  ou  encore,  si  la 
suite  n'est  pas  bornée,  qui  sont  aussi  grands  que  l'on  veut  en  va- 
leur absolue. 

60.  —  Parmi  les  suites  qui  ne  sont  pas  bornées,  il  convient  de 
distino'uer  celles  qui  jouissent  de  la  propriété  suivante  :  quelque 
orand  que  soit  le  nombre  positif  A,  on  peut  lui  faire  correspon- 
dre un  nombre  naturel  p  tel  que  l'on  ait  ih,  >  A,  sous  la  condition 
n  >■  p.  Pour  exprimer  que  la  suite  («)  jouit  de  la  propriété  qu'on 
vient  de  dire,  j'écrirai,  suivant  un  usage  commode  et  très  répandu 

]im.  u,;  =  H-    ce. 

n  ;=    ce 

Je  dirai  aussi  que  iin  croît  indéfiniment  avec  n,  ou  encore  que 
u„  tend  (')  vers  -+-  go. 

Les  suites  de  cette  nature  ont,  à  cause  de  la  façon  régulière  dont 
leurs  termes  croissent,  quelque  chose  de  commun  avec  les  suites 
qui  admettent  une  limite  :  elles  n'en  admettent  évidemment  pas, 
au  sens  qui  a  été  donné  à  ce  mot  au  n°  52  ;  rien,  à  la  vérité,  n'au- 
rait empêché  de  modifier  la  définition  adoptée  alors,  de  dire 
limite  Jinie  \ya.vloul  où  l'on  a  dit  limite,  et  dédire  que  ii„  a  pour 
limite  +  co,  pour  signifier  que,  quelque  grand  que  soit  le  nom- 
bre A,  on  peut  lui  faire  correspondre  un  entier/;,  tel  que  l'inéga- 

(i)  L'expression  tendre  vers  l'infini  a  été  longtemps  rejetée  du  langage  ma- 
thématique comme  incorrecte  ;  il  me  paraît  qu'on  peut  l'adopter  pourvu  qu'on 
l'entende  d'une  façon  précise. 
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litc  /i  >- y),  entraîne  l'inégalilc  a„>-A.  L'onnnl  d'accoler  pres- 
que loiijours  l'épilliète  «  finie  »  an  mot  limite  et  de  choquer  dos 
habitudes  invétérées,  comme  celle  qui  consiste  à  dire,  dans  le  cas 
qui  nous  occupe,  que  ««  croît  au  delà  de  toute  limite,  m'a  décide 
à  adopter  le  mode  de  langage  qui  est  d'ailleurs  le  plus  répandu, 
bien  qu'il  semble,  d'un  autre  côté,  assez  singulier  de  ne  pas  oser 
r///'e  que  u„  a  une  limite  infinie,  ou  a  l'infini  pour  limite,  quand 
on  écrit  lim.  u„  =  -i-  oo  •  Mais  ce  qui   importe   par   dessus   tout, 

c'est  de  ]3réciser  le  langage  et  les  notations. 

De  même,  j'écrirai  lim.  ii„  =  —   ce,  et  je  dirai  que  ii„  tend  vers 

—  zc,  pour  signifier  que,  quelque  grand  en  valeur  absolue  que 
soit  le  nombre  négatif  A,  on  peut  lui  faire  correspondre  un  entier 
p  tel  que  l'on  ait  ii„  <;  A,  sous  la  condition  n  >/>. 

Il  est  clair  que  la  supposition  lim.  n„  =  ±    oc  entraîne  la  con- 

u  =    co 

clusionlim.  —  =  o. 

Un 


61.  —  Si  la  suite  (a)  n'est  pas  bornée  en  haut,  on  peut  en 
extraire  une  suite  infinie  de  termes  i\,  i',,  ...,  Vp,  ...  dont  les 
rangs  n^,  n_^,  ...,  iij,,  ...,  qu'ils  occupent  respectivement  dans  la 
suite  {il),  aillent  en  croissant,  et  tels  que  l'on  ait  lim.  v^,  =  +  cx). 

P  =z    ca 

Soit  en  elTet 
(a)  «j,  Oj,  ...,  Op,  ... 

une  suite  infinie  de  nombres  positifs  croissants,  tels  que  l'on  ait 
lim.  a^  =  -h  oo  ;  ce  sera,  si  l'on  veut,  la  suite  des  nombres  natu- 

rels.  On  prendra  pour  Vn  le  premier  terme  de  la  suite  [u)  qui  soit 
égal  ou  supérieur  à  a^  ;  en  d'autres  termes,  si  7?^  est.  dans  la  suite 
(a)  le  rang  du  premier  terme  égal  ou  supérieur  à  a^,  on  prendra 
t'i  =^  ^f«i  ;  on  prendra  de  même  v.2  =  u,,^,  en  désignant  par  n.,  le 
rang,  dans  la  suite  (ti),  du  premier  terme  plus  grand  que  a,,  puis 
L'j  =  îi„^,  en  désignant  par  n.^  le  rang,  dans  la  suite  (ii),  du  pre- 
mier terme  plus  grand  que  a^,  etc.. 

Il  est  clair  que,  dans  la  suite  (n),  «„,  doit  suivre  ii„^,  que  n^^^doit 
suivre  u,,^,  etc.,  en  sorte  que  l'on  a  n^  <i  n2<i  n^  <i  .-•  Comme 
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les  termes  de  la  suite  (ii)  finissent  par  dépasser  tel  nombre  positif 
que  l'on  veut,  la  proposition  est  évidente. 
Par  exemple,  de  la  suite 


I         1     „    I 
'  2'  ^'5'  ^'4'  ^'•••' 


on  peut  extraire  la  suite  i,  2,  3,  ...,  dans  laquelle  le  n"  terme 
augmente  indéfiniment  avec  n. 

Un  raisonnement  analogue  montre  que  si  un  ensemble  infini  (E) 
n'est  pas  borné  en  haut,  on  peut  en  extraire  une  suite  Uj,  i'^,  ..., 
Vn,  ...  telle  que  l'on  ait  lim.  u„  ^^  -f-   oo  ;  on  prendra  alors  pour 

Il    =       CO 

v^  un  nombre  de  (E)  supérieur  à  Oj,  pour  v.,  un  nombre  de  (E)  su- 
périeur à  a^,  etc..  On  ne  sera  jamais  arrêté  :  dans  ce  cas,  toute- 
fois, la  suite  Uj,  y^,  ...,  u„,  ...  n'est  pas  définie  comme  elle  l'est 
dans  la  démonstration  précédente,  elle  ne  pourrait  l'être  que  si 
l'ensemble  (E)  était  lui-même  défini. 


62.  —  Si  l'on  n'a  pas  lim.  |  iin  |  =  -f-   oo,  on  peut  affirmer  que 

n  =   CD 

la  suite  infinie  [ii),  qu'elle  soit  bornée  ou  non,  admet  un  point 
d'accumulation.  En  effet,  affirmer  qu'on  n'a  pas  lim.  |  iin  |  =-1-  oo, 

c'est  affirmer  l'existence  d'un  nombre  positif  A  tel  que  chaque 
terme  de  la  suite  (u)  soit  suivi  de  termes  inférieurs  ou  égaux  à  A 
en  valeur  absolue  ('),  tel  par  consécpient  qu'il  y  ait  une  infinité  de 
termes  de  la  suite  inférieurs  ou  égaux  à  A  en  valeur  absolue,  c'est 
donc  affirmer  l'existence  d'une  infinité  de  termes  de  la  suite  dans 
l'intervalle  ( —  A,  -h  A),  ou  encore  l'existence,  dans  cet  intervalle, 
d'un  point  d'accumulation  de  la  suite,  soit  que  l'intervalle  con- 
tienne une  infinité  de  termes  inégaux  (n"  49),  soit  cpr'il  contienne 
une  infinité  de  termes  égaux  (n°  55). 


(')  En  effet,  s'il  n'existait  pas  un  pareil  nombre  A,  c'est  que  quelque  soit  le 
nombre  positif  A,  il  y  aurait  un  terme  de  la  suite  (u)  tel  que  tous  les  termes 
suivants  fnssent,  en  valeur  absolue,  plus  grands  que  A,  c'est  donc  qu'on  aurait 
lim.  I  u„  j  =  +    ce. 
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Par  exemple  la  suile 

1      ,.     T      ,      I 

1    2,  _^,  .>,  ^,   1,  ^^,  ..., 

qui  n'est  pas  bornée  en  hauc,  admet  zéro  pour  point  d'accimiula- 
tion. 

Soit  encore  ii,,,  =  a",  en  désignant  par  a  un  nombre  fixe  rpiel- 
conquc. 

Supposons  d'abord  «  >  i  ;  on  peut  poser  a  =  i  -h  a,  a  étant 
positif";  on  a  alors 

a"  ==  (i  -f-  a)"  >  I  -t-  7iy.  ; 
il  en  résulte  que  l'on  a  lim.  a"  =  +   ce,  puisque  si  A  est  un  nom- 

bre  positif  quelconque,  il  suffira  de  prendre  n  supérieur  à  la  partie 

^ j 

entière  de pour  que  «"  soit  plus  grand  que  A. 

Si  a  est  plus  petit  que  —  i,  on  aura,  d'après  ce  qu'on  vient  de 
dire,  lim.  |  a'M  =  -f-  oo,  mais  a"  étant  positif  pour  n  pair,  négatif 

pour  n  impair,  on  n'a  ni  lim.  a"  =  -f-   oo,  ni  lim.  a"   =   —     oo   : 

on  pourra  écrire,  si  l'on  veut,  lira.  «^'*  =  -i-  oc,  lim.  a'"'*""'  =  —  ^  . 

)l   =     co  II    =     co 

Si  a  est  compris  entre  —  i  et  H-  i,  en  posant  a  =  ,  et  en  re- 
marquant alors  que  h  est  plus  grand  que  i  en  valeur  absolue,  on  voit 
que  l'on  a  lim.  a"  =  o.  Dans  ce  cas,  si  a  est  positif,  les  termes  de 

n  =  X) 

la  suite  [ii]  tendent  A'Crs  o  en  décroissant  ;  si  a  est  négatif,  ils  sont 
alternativement  positifs  et  négatifs,  ils  oscillent  autour  de  o  en  s'en 
rapprochant  de  plus  en  plus,  à  mesure  que  n  grandit. 

Si  a  =  I,  tous  les  termes  de  la  suite  sont  égaux  à  i  ;  la  suite  a 
I  pour  limite  ;  si  a  =  —  i,  les  termes  de  la  suite  sont  alternative- 
ment —  I  et  -H  I  ;  elle  a  deux  points  d'accumulation  —  i  et  -t-  i. 

63.  —  Observons  en  général  que  si  la  suite  (u)  admet  un  point 
d'accumulation  a,  soit  qu'elle  n'admette  que  celui-là,  soit  qu'elle 
en  admette  d'autres,  on  peut  en  extraire  une  suite  infinie  de  termes 
l'i,  y2,  ...,  Vi,,  ,..,  dont  les  rangs  n^,  n.,,  ...,  n^j,  ..,,  qu'ils  occu- 
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penfc  clans   la   suite    («)    vont   en    croissant   et   tels   que  l'on    ait 
lim.  Vp  =  a. 

p  =    co 

Soit  en  effet 


une  suite  de  nombres  positifs  décroissants,  tels  que  l'on  ait 
lim.  ô^,  =  G  ;  ce  sera,  si  l'on  veut,  la  suite  des  inverses  des  nom- 

p  =     OO 

bres  naturels.  On  prendra  pour  Vi  le  premier  terme  de  la  suite  (ii) 
dont  la  différence  avec  a  soit  inférieure  ou  égale  à  s,  en  valeur  abso- 
lue ;  si  iii  est  le  rang-  de  ce  terme  dans  la  suite  (ii),  on  aura 
Uj  =  «„^  ;  on  prendra  pour  v^  le  premier  terme  de  (m),  venant  après 
II,,,  et  dont  la  différence  avec  a  soit  moindre  en  valeur  absolue  que 
£2,  •••;  si  7?2  est  le  rang  de  ce  terme  dans  la  suite  («),  on  prendra 
^2  =  «„.,»  etc..  ;  le  reste  est  évident.  Inversement,  il  est  clair  que, 
si  l'on  peut  extraire  de  Ja  suite  (u)  une  autre  suite  ayant  a  pour 
limite,  a  est  un  point  d'accumulation  de  la  suite  (11). 

On  démontrera  d'une  façon  analogue  que  si  un  ensemble  lE) 
admet  un  point  d'accumulation  a,  on  peut  en  extraire  une  suite  in- 
finie i\,  u,,  ...,  V,,,  ...  telle  que  l'on  ait  lim.  u„  =  a. 

Il  =  00 

Si  la  suite  (a)  a  plusieurs  points  d'accumulation,  on  pourra  en 
extraire  ainsi  diverses  suites,  dont  chacune  aura  pour  limite  le 
point  d'accumulation  qu'on  voudra.  La  suite  (11)  apparaît  ainsi,  en 
quelque  sorte,  comme  le  mélange  de  plusieurs  suites  ayant  des  li- 
mites différentes. 

64.  —  Dans  le  cas  où  la  suite  (m)  est  bornée  en  haut,  l'ensemble 
(U')  de  ses  points  d'accumulation  est  lui-même  borné  en  haut,  car 
un  point  d'accumulation  de  la  suite  («)  ne  peut  évidemment  dépas- 
ser la  borne  supérieure  de  cette  suite.  Cette  borne  supérieure  joue 
dans  diverses  recherches  un  rôle  assez  important  :  observons 
d'abord  qu'elle  appartient  certainement  à  (U')  ;  si  en  effet  la  borne 
supérieure  B'  de  (U')  n'appartenait  pas  à  (U'),  c'est  qu'elle  serait 
pour  cet  ensemble  un  point  d'accumulation. 

Or,  il  est  bien  aisé  de  voir  que  tout  point  d'accumulation  a  de 
(U')  est  un  point  d'accumulation  de  la  suite  [u)  et,  par  conséquent, 
un  élément  de  (U').  Soit  en  effet  s  un  nombre  positif  quelconque  : 
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il  y  a  dans  (U')  un  élément  h  tel  que  l'on  ait  \n  —  ^'  ]  <  '  ;  ^> 

étant  un  élément  de  (U')  autre  que  a,  c'cst-à-diic  un  point  d'accu- 
mulation de  {u)  autre  que  n,  il  y  a  une  infinité  de  termes  u,,  de 

la  suite    (u)  tels  que  l'on   ait  \l)  —  u„\  ■<  ',  d'où    l'on    déduit 

j  a —  iin\  <^s;  (i  est  donc  Lien  un  point  d'accumulation  de  (a), 
donc  un  élément  de  (U'),  comme  on  l'avait  annoncé. 

Ceci  posé,  soit  a  la  borne  supérieure  de  la  suite  (a)  et  A  la  borne 
supérieure  de  l'ensemble  (U')  de  ses  points  d'accumulation.  Puis- 
que A  est  un  point  d'accumulation  de  la  suite  (a),  on  peut,  de 
cette  suite,  extraire  une  autre  suite  (y)  ayant  A  pour  limite  ;  mais 
on  ne  peut  certainement  pas  en  extraire  une  autre  suite  ayant  pour 
limite  un  nombre  A'  plus  grand  que  A,  car  ce  nombre  A'  serait 
alors  un  point  d'accumulation  de  (a),  donc  un  élément  de  (U)  et 
il  n'y  a  pas  dans  (U')  de  nombre  plus  grand  que  A.  Cette  remar- 
que justifie  le  nom  de  plus  grande  des  limites  de  la  suite  (u)  que 
l'on  donne  quelquefois  au  nombre  A. 

Celui-ci  peut  encore  être  défini  de  la  façon  suivante  : 
Soit  s  un  nombre  positif  quelconque,  il  n'y  a  qu'un  nombre 
limité  de  termes  de  la  suite  (a)  qui  dépassent  A  h-  s  ;  car  autrement 
il  y  aurait  un  point  d'accumulation  de  cette  suite  dans  l'intervalle 
(A  -t-  ;,  a),  c'est-à-dire  un  point  de  (U)  au-delà  de  A.  Au  con- 
traire, il  y  a  une  infinité  de  termes  de  la  suite  qui  dépassent  A  —  c, 
puisque  A  étant  un  point  d'accumulation  de  la  suite  [u],  il  y  a  cer- 
tainement une  infinité  de  termes  de  cette  suite  dans  l'intervalle- 
(A —  c,  A  -4-  c).  Ainsi  les  nombres  plus  petits  que  A  sont  caracté- 
risés par  ce  fait  qu'il  y  a  une  infinité  de  termes  de  [ii]  qui  les  dépas- 
sent, et  les  nombres  plus  grands  que  A  par  le  fait  qu'il  n'y  a  qu'un 
nombre  fini  de  termes  de  (u)  qui  puissent  les  dépasser.  Si  la 
.  suite  («)  est  bornée  en  bas,  il  y  aura  lieu  de  même,  de  considérer 
la  plus  pelite  de  ses  limites,  qui  est  la  borne  inférieure  de  l'en- 
semble (U')  de  ses  points  d'accumulation.  Si  la  suite  a  une  limite 
au  sens  propre  du  mot,  l'ensemble  (U')  se  réduit  à  cette  limite 
avec  laquelle  se  confondent  la  borne  supérieure  et  la  borne  inférieure- 
de  (TJ'). 
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HT.  —  ENSEMBLES  DÉNOMBRABLES 


65.  —  La  façon  même  dont  on  a  rattaché  la  notion  de  limite  à 
'Celle  d'ensemble  pose  la  question  suivante  : 

Les  termes  d'un  ensemble  (E)  peuvent-ils  être  rangés  dans  un 
-ordre  tel  que 

(h)  II,,        u.^,        ...,        «„,        ...? 

Il  importe  d'abord  de  bien  préciser  ce  qu'il  faut  entendre  par  là. 

En  disant  que  les  termes  de  l'ensemble  (E),  qui,  par  hypothèse 
sont  tous  distincts,  peuvent  être  rangés  dans  l'ordre  ll^,  ii^,  ...^  on 
entend  que,  quel  que  soit  l'élément  de  l'ensemble  que  l'on  consi- 
dère, il  y  a  dans  la  suite  («)  un  terme  (et  un  seul)  qui  lui  est  égal 
et  que,  inversement,  tout  terme  de  la  suite  {ii)  appartient  à  l'en- 
semble (E). 

Plaçons-nous  à  un  autre  point  de  vue,  qui  va  nous  permettre 
d'introduire  une  notion  importante. 

Q6.  —  Considérons  deux  ensembles  (E),  (E')  :  imaginons  qu'on 
puisse  faire  correspondre  à  chaque  élément  a  de  (E)  un  élément 
■  a'  de  (E)  (^)  et  un  seul,  qu'à  deux  éléments  distincts  a,  h  de  (E) 
correspondent  toujours  deux  éléments  distincts  a' ,  h'  de  (E'),  enfin 
que  chaque  élément  de  (E')  soit  le  correspondant  d'un  élément  de 
(E)  :  deux  éléments  distincts  de  (E')  seront  nécessairement  les 
correspondants  de  deux  éléments  distincts  de  (E),  puisqu'à  un  élé- 
ment de  (E)  ne  correspond  qu'tt/i  élément  de  (li')  :  au  lieu  de  dire 
que  l'élément  «'  de  (E')  correspond  à  l'élément  {a)  de  E,  et  que  a 
est  l'élément  de  (E)  auquel  correspond  l'élément  a!  de  (E),  je  dirai 
plus  simplement  que  les  éléments  a,  o!  pris,  le  premier  dans  (E), 
se  second  dans  (E'),  se  correspondent. 

(')  Il  faut  entendre  par  là  que  le  fait  de  penser  l'élément  a  do  renscmblc  E, 
■éveille  la  pensée  de  l'élément  déterminé  a'  de  l'ensemble  E'. 
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Je  qualifierai  une  telle  coiTcspontlancc,  clablic  entre  les  élé- 
Tnents  des  dcuï  ensembles,  en  disant  qu'elle  est  parfaite,  ou  que 
les  ensembles  se  correspondent  parfaitement  :  au  lieu  de  dire  qu'il 
-est  possible  d'établir  entre  deux  ensembles  une  correspondance 
parfaite,  on  dit  aussi  que  ces  deuv  ensembles  ont  même  puissance. 

On  ne  peut  évidemment  établir  une  correspondance  j)arfailc 
entre  deux  ensembles  dont  l'un  est  fini  que  si  l'autre  est  aussi  fini 
et  comporte  le  même  nombre  d'éléments  :  c'est  la  possibilité  d'une 
pareille  correspondance  qui  permet  d'affirmer  que  deux  «  collec- 
itions  d'objets  »  ont  le  même  nombre  (naturel). 

On  n'a  jusqu'ici  considéré  que  des  ensembles  ou  des  suites  de 
nombres  représentés  par  des  points  sur  un  axe  (').  Mais  il  est  clair 
qu'on  peut  bien  réunir  par  la  pensée  des  objets  autres  que  des  nom- 
bres ou  leur  assigner  un  ordre.  Dans  ce  chapitre  même,  il  sera,  par 
exemple,  question  d'ensembles  dont  les  éléments  sont  des  systèmes 
dénombres  (n°  75).  On  peut  raisonner  sur  des  ensembles  dont  les 
éléments  sont  des  objets  quelconques,  et,  comme  au  n°  43,  dire 
d'un  tel  ensemble  qu'il  est  déterminé  si  l'on  peut  affirmer  d'un 
objet  quelconque  qu'il  appartient  ou  qu'il  n'appartient  pas  à  l'en- 
semble, c[ue  l'ensemble  est  défini  si  l'on  définit  le  moyen  de 
reconnaître  d'un  objet  quelconque  qu'il  appartient  ou  n'appartient 
pas  à  l'ensemble  :  On  suppose  essentiellement  que  ces  objets  soient 
distincts.  De  même  on  peut  concevoir  une  infinité  d'objets  rangés 

■dans  un  ordre  déterminé  a,,  u.^.  ...,  u,i ,  les  lettres  u^,  u,,  ..., 

désignant  non  plus  des  nombres,  mais  des  objets. 

Les  notions  de  home,  de  limite,  de  point  cVaccannilation,  ne 
s'appliquent  plus  ù  ces  suites  ou  ensembles  infinis,  conçus  avec 
cette  généralité.  Ces  notions  impliquent  en  effet  les  notions  de  plus 
grand,  de  plus  petit,  de  différence,  qui  peuvent  n'avoir  aucune 
signification  pour  les  objets  compris  dans  l'ensemble  ou  rangés 
dans  la  suite.  Plus  tard,  on  étendra  quelques-unes  de  ces  notions 
à  certains  ensembles  dont  les  éléments  sont  des  systèmes  de 
•deux  (ou  de  plusieurs)  nombres.  La  plupart  de  ces  extensions 
pourraient  d'ailleurs,  sans  difficulté,  être  présentées  de  suite. 
"Mais  la  notion  d'ensembles  ayant  même  puissance,  la  possibilité 


(')  Sauf  au  n°  58  où  il  a  élc  question  incidemment  d'une  suite    infinie  d'in- 
'tcrvalles. 
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OU  l'impossibilité  de  ranger  dans  une  suite  telle  que  u,,  k^,  ..., 
Un,  ...  les  éléments  d'un  ensemble  ne  supposent  en  aucune  façon 
que  ces  éléments  soient  des  nombres  :  aussi  en  introduisant  ces 
diverses  notions,  ai-je  eu  soin  d'employer  le  mot  «  élément  »  et  non 
le  mot  «  nombre  )) . 

Voici  quelques  exemples  de  correspondance  parfaite  entre  des 
ensembles  infinis,  choisis  d'ailleurs  dans  le  cas  qui  nous  intéresse 
le  plus  immédiatement,  celui  où  les  éléments  sont  des  nombres 
(ou  des  points). 

67.  —  Considérons  d'une  part  l'ensemble  (E)  des  nombres 
naturels  et  l'ensemble  (E')  des  nombres  positifs  pairs.  A  chaque 
élément  de(E),  à  chaque  nombre  naturel,  on  peut  faire  correspondre 
son  double,  qui  figure  dans  (E')  ;  chaque  élément  de  (E')  est  le 
correspondant  de  sa  moitié,  qui  figure  dans  (E)  ;  on  voit  de  suite 
que  la  correspondance  ainsi  établie  entre  les  deux  ensembles  est 
parfaite  :  l'ensemble  des  nombres  naturels  a  la  même  puissance  que 
l'ensemble  des  nombres  pairs  positifs. 

On  peut  établir  de  même  une  correspondance  parfaite  entre  les 
nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  et  les  nombres  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  [a,  b),  en  supposant  a  différent  de  b  : 
il  suffira  de  faire  correspondre  au  nombre  x  du  premier  ensemble 
le  nombre  x'  =  a  -\-  {b  —  a)  x  du  second.  Par  exemple,  on  peut 
établir  une  correspondance  parfaite  entre  l'ensemble  des  nombres 
qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  et  l'ensemble  des  nombres 
qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  2)  ;  il  suffit  de  regarder  comme 
se  correspondant  un  nombre  du  premier  ensemble,  et  le  double 
de  ce  nombre,  dans  le  second  ensemble. 

Si  l'on  peut  établir  une  correspondance  parfaite  entre  les  en- 
sembles (E)  et  (E")  d'une  part,  entre  les  ensembles  (E')  et  (E") 
d'autre  part,  on  peut  établir  une  correspondance  parfaite  entre  les 
ensembles  (E),  (E')  qui,  ainsi,  ont  une  même  puissance  :  il  suffira 
de  faire  se  correspondre  dans  (E)  et  dans  (E')  deux  éléments  qui 
correspondent  à  un  même  élément  de  (E").  Par  exemple,  l'ensemble 
des  nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  b)  et  l'ensemble  des 
nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (a',  b')  ont  môme  puissance 
que  l'ensemble  des  nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  i 
les  deux  premiers  ensembles  ont  même  puissance. 
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On  dit  ((ii'mi  ensemble  (I^,)  est  conl.cna  diins  l'ciisemMe  (E),  ou 
que  l'ensemble  (E)  contient  l'ensemble  (E,),  si  tout  ('lomentde  (E,) 
est  un  clément  de  (1*])  :  celte  façon  de  parler  qui,  pour  les  cnsem- 
l)les  de  nombres  a  déjà  été  introduite  au  n"  46,  n'exclut  ]ias  l'iden- 
tité entre  les  ensembles  (1^^),  (E,)  ;  l'identité  a  Jieu  lorsfpic  chacun 
des  ensembles  est  coiileiiu  dans  l'autre. 

On  dit  rpie  l'ensemble  (Ej)  est  une  partie  de  l'cnscndjle  (E) 
lorsque  l'ensemble  (E,)  est  contenu  dans  l'ensemble  (E)  et  que 
certains  éléments  de  (E)  n'appartiennent  pas  à  (Ej)  ;  ainsi  l'en- 
semble des  nombres  impairs  ou  des  nombres  pairs,  ou  des  nombres 
premiers,  est  une  partie  de  l'ensemble  des  nombres  entiers. 
L'ensemble  des  nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  est 
une  partie  des  nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  2).  Les 
notions  de  contenu  ou  de  contenant,  et  de  partie,  ne  supposent  pas 
que  les  éléments  des  ensembles  considérés  soient  des  nomjjres. 

L'ensemble  des  nombres  positifs  pairs  est  une  partie  de  l'en- 
semble des  nombres  naturels  ;  on  a  montré  plus  haut  que  les  deux 
ensembles  ont  même  puissance  :  on  voit  donc  qu'un  ensemble 
infini  peut  avoir  la  même  puissance  qu'une  de  ses  parties. 

De  même  l'ensemble  des  nombres  qui  appartiennent  à  l'inter- 
tervalle  (0,2)  a  la  même  puissance  que  l'ensemble  des  nombres  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  (0,1),  lequel  est  une  partie  du  premier 
intervalle.  Ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  un  ensemble  infini  et 
le  fait  de  ne  pouvoir  avoir  même  puissance  qu'une  de  ses  parties 
est  ce  qui  caractérise  les  ensembles  finis,  les  collections,  au  sens  de 
l'arithmétique  élémentaire. 

68.  —  On  dit  qu'un  ensemble  (E)  est  dénombrable  lorsqu'il  a  la 
même  puissance  que  l'ensemble  des  nombres  naturels  :  dire  que 
l'ensemble  (E)  est  dénombrable,  c'est  dire  qu'on  peut  établir  une 
correspondance  parfaite  entre  les  éléments  de  (E)  et  les  nombres 
naturels  :  celte  correspondance  étant  établie,  représentons  chaque 
élément  de  (E)  par  une  même  lettre  affectée  d'un  indice  ésal  au 
nombre  naturel  qui  correspond  à  cet  élément,  et  rappelons-nous 
qu'à  chaque  nombre  naturel  correspond  un  élément  de  (E)  :  les 
éléments  de  (E)  pourront  être  représentés  par  la  suite  infinie 
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Chaque  élément  de  (E)  occupera  un  certain  rang  dans  cette  suite 
et  le  n"  terme  de  cette  suite  sera  l'élément  de  (E)  cpi  correspond 
au  nombre  naturel  n.  Inversement  il  est  clair  que  si  les  éléments 
de  (E)  peuvent  être  rangés  clans  une  telle  suite  infinie,  l'ensemble 
(E)  est  dénombrable. 

69.  —  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  cju'on  puisse 
assigner  aux  éléments  de  (E),  supposés  en  nombre  infini,  un  ordre' 
de  succession  c]ui  satisfasse  aux  conditions  suivantes,  évidemment 
réalisées  pour  un  ensemble  dont  les  éléments  correspondent  à  ki 
suite  des  nombres  naturels. 

i"  La  loi  d'après  laquelle  on  décide  qu'un  élément  a  de  l'en- 
semble précède  (ou  suit)  un  autre  élément  h  n'implique  pas  con- 
tradiction :  c'est-à-dire  que  si  a  précède  b,  h  suit  a;  cjue  si  a  pré- 
cède b,  et  si  b  précède  c,  a  précède  nécessairement  c. 

2°  Enfin,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  d'éléments  cpii  précèdent 
un  élément  cjuelconque  a  de  (E)  ;  en  particulier  il  y  a  un  élément 
de  (E)  qui  n'est  précédé  d'aucun  autre,  qui  est  le' premier.  Le 
nombre  d'éléments  qui  précèdent  a,  augmenté  d'une  unité,  est  le 
nombre  naturel  auquel  correspond  a.  Si  ces  diverses  conditions,  qui 
n'impliquent  en  aucune  façon  la  supposition  que  les  éléments  do 
(E)  soient  des  nombres,  sont  vérifiées,  l'ensemble  est  dénombrable  r 
l'ensemble  étant  infini,  la  seconde  condition  implicjue  qu'il  n'y  a 
pas  dans  (E)  de  dernier  clément,  d'élément  cjui  ne  soit  suivi, 
d'aucun  autre. 

D'après  cela  il  est  clair  que  si  (E)  est  dénombrable,  tout  en- 
semble (E,)  contenu  clans  (E)  est  fini  ou  dénombrable.  Si,  en  effet,, 
l'ensemble  (EJ  est  infini,  on  pourra  regarder  un  élément  a  de  (EJ 
comme  suivant  ou  précédant  un  autre  élément  b  selon  c[ue  a  con- 
sidéré comme  appartenant  à  (E)  suit  ou  précède  b  considéré  aussi 
comme  appartenant  à  (E)  ;  il  est  clair  que  les  conditions  i°  et 
2"  qui,  par  hypothèse,  sont  vérifiées  pour  l'ordre  adopté  dans  (E) 
le  seront  encore  dans  (EJ. 

70.  —  Si  (E)  est  un  ensemble  dénombrable,  et  si  l'on  y  intro- 
duit un  nombre  uni  p  d'éléments  qui  n'y  figuraient  pas,  le  nouvel 
ensemble  (E')  ainsi  formé  sera  dénombrable. 

Il  suffira  de  faire   correspondre  les  p  nouveaux  éléments  aux. 
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nomljrcs  i,  2,...,  /)  et  de  faire  correspondre  an  nombre  n  -\- p, 
l'élément  do  (E')  qui,  en  tant  qu'il  faisait  [)arlie  de  l'ensemble  (E), 
correspondait  un  nombre  n. 

Si  (E),  (E')  sont  deux  ensenil)]cs  dénombrablcs,  l'ensemble  (E") 
des  éléments  distincts  qui  appartiennent  soit  à  (E  ),  soit  ù  (E')  est 
aussi  dénombrabic  :  je  représenterai  cet  ensemble  par  le  sym- 
bole (M 

(E)  H-  (F). 

Supposons  d'abord  que  les  ensembles  (E),  (E')  n'aient  pas  d'élé- 
ment commun  :  on  pourra  faire  correspondre  au  nombre  2/1 
l'élément  de  Tenscmble  (E)  -l-  (E')  qui,  en  tant  qu'il  appartenait 
à  (E),  correspondait  au  nombre  n,  et  au  nombre  ip  —  i  l'élément 
de  l'ensemble  (E)  -h  (E')  qui,  en  tant  qu'il  appartenait  à  (E),  cor- 
respondait au  nombre  p. 

Si  (E)  et  (E')  ont  des  éléments  communs,  l'ensemble  des  élé- 
ments de  (E')  qui  ne  figurent  pas  dans  (E)  est  une  partie  (Ej)  de 
(E')  :  l'ensemble  (E'J  est  fini  ou  dénombrable  ;  dans  les  deux  cas 
l'ensemble  (E)  -h  (E'J  qui  ne  diffère  pas  de  l'ensemble  dénom- 
brable (E)  H-  (E'),  est  lui-même  dénombrable.. 

Cette  proposition  s'étend  évidemment  à  trois,  quatre,...  en- 
sembles dénombrables  :  en  général  si  (E),  (E'),...  (E(''~  ^))  sont  des 
ensembles  dénombrables,  il  en  est  de  même  de  l'ensemble 

(E)-f-(E')-h...  -\-[m-')]. 

Par  exemple,  l'ensemble  des  nombres  entiers  positifs,  nuls  ou 
négatifs  est  dénombrable  ;  au  surplus,  on  peut  ranger  cet  ensemble 
dans  la  suite 


0,     —  I,     -I-  I,     —  2, 


et  faire  correspondre  chaque  terme  à  son  rang,  c'est-à-dire  le  nombre 
entier  p,  s'il  est  nul  ou  positif,  au  nombre  naturel  2/)  -h  i,  et.  s'il 
est  négatif,  au  nombre  naturel  —  2p.  Inversement  chaque  nombre 

(1)  Cette  notation  s'étend  naturellement  à  un  nombre  quelconque  d'ensembles 
(E),  (E'),  (E"),...  :  le  symbole  (E)  -t-  (E')  +  (E")  +  ...  représente  l'enscmblo 
des  éléments  qui  entrent  soit  dans  (E),  soit  dans  (E'),  soit  dans  (E)....,  chacun 
de  ces  éléments  n'étant  pris  qu'une  fois,  conformément  à  la  convention  faite  de- 
ne  considérer  que  des  ensembles  dont  tous  les  éléments  soient  distincts. 
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naturel  correspond  à  sa  moitié  changée  de  signe  s'il  est  pair  et, 
s'il  est  impair,  à  la  moitié  du  nombre  entier  qui  le  précède  immé- 
diatement. 

71.  —  Cette  remarque  va  nous  permettre  de  mettre  sous  une 
autre  forme  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  données  au 
n°  69  pour  qu'un  ensemble  infini  soit  dénombrable.  Pour  qu'un 
ensemble  (E)  soit  dénombrable,  il  faut  d'abord  qu'on  puisse  imposer 
à  ses  éléments  un  ordre  de  succession,  c'est-à-dire  que  deux  élé- 
ments a  et  h  de  l'ensemble  étant  donnés,  on  puisse  dire  lequel 
précède  (ou  suit  l'autre)  :  bien  entendu,  la  loi  de  succession  ne 
doit  pas  être  contradictoire  ;  c'est  la  condition  1°  du  n°  69.  Il  faut 
•en  outre,  que  quels  que  soient  les  éléments  a,  b  de  l'ensemble,  le 
nombre  des  éléments  de  l'ensemble,  qui,  d'après  l'ordre  de  succes- 
sion imposé,  sont  entre  a  et  h,  soit  fini.  (Un  élément  qui  est  entre 
a  et  b  est,  si  l'élément  a  précède  l'élément  b,  un  élément  qui  suit  a 
•et  qui  précède  b  ;  les  notions  du  plus  grand  ou  du  plus  petit  n'ont 
rien  à  faire  ici). 

Sous  ces  conditions,  l'ensemble  est  fini  ou  dénombrable.  En  effet 
on  pourra  faire  correspondre  un  élément  a  quelconque  au  nombre 
0,  puis  ;  si  b  est  un  autre  élément  quelconque  de  l'ensemble,  on  le 
fera  correspondre  à  un  entier  positif  ou  négatif  suivant  que  b  suivra 
ou  précédera  a,  entier  dont  la  valeur  absolue  sera  le  nombre  d'élé- 
ments de  l'ensemble  qui  sont  entre  a  et  /?,  augmenté  d'une  unité. 

On  aura  fait  ainsi  se  correspondre  d'une  façon  parfaite  Ten- 
semble  considéré  d'une  part,  et  l'ensemble  des  nombres  entiers  ou 
une  partie  de  cet  ensemble.  Ecartons  le  cas  où  l'ensemble  (E)  se- 
rait fini.  Alors,  ou  bien  l'élément  a  auquel  on  fait  correspondre  le 
nombre  o  sera  précédé  d'un  nombre  fini  d'éléments  et  suivi  d'une 
infinité,  ou  bien  précédé  d'une  infinité  et  suivi  d'un  nombre  fini 
d'éléments,  ou  bien  précédé  et  suivi  d'une  infinité  d'éléments,  en 
sorte  que,  si  l'on  désigne  chaque  élément  de  l'ensemble  par  la 
lettre  11  affectée  d'un  indice  positif,  nul,  ou  négatif,  les  éléments 
de  l'ensemble  pourront  être  rangés  dans  une  suite  appartenant  à 
l'un  des  trois  types  suivants 

(II)  ..••,  W_2'         «— 1'  «0'        "l'        "2  '•••>        "/JÎ 

(III)  ,  u ,,       Il j,        u„,      Uj,      H^,      ...  ; 
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la  suilc  (I)  a  un  premier  terme  (a_,,),  et  n'a  pas  de  dernier  terme  ; 
la  suite  (II)  n'a  pas  de  premier  terme  et  a  un  dernier  terme  (a,,)  ; 
la  suite  (HT)  n'a  ni  premier,  ni  dernier  terme.  Dans  tous  les  cas 
l'ensemble  (E)  est  dénombrable,  puisqu'il  correspond  parfaitement 
soit  à  l'ensemble  des  nombres  entiers,  soit,  à  une  partie  de  cet 
ensemble. 

72.  — Un  ensemble  infini  de  nombres  (ou  de  points)  qui  n'a 
pas  de  point  d'accumulation  est  dénombrable. 

Il  suffit,  pour  le  voir,  de  regarder  l'élément  a  comme  précédant 
l'élément  h  s'il  est  plus  petit  ;  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  d'éléments 
entre  a  et  h,  puis  qu'il  n'y  a  pas  de  point  d'accumulation  entre 
a  et  h. 

Un  ensemble  infini  de  nombres  ou  de  points  qui  n'a  pas  d'autres 
points  d'accumulation  que  ses  bornes  est  dénombrable. 

On  peut  supposer  que  l'ensemble  (E)  ait  une  borne  inférieure, 
ou  une  borne  supérieure,  ou  encore  qu'il  soit  borné  en  haut  et  en 
bas.  Si  l'une  ou  l'autre  borne  font  partie  de  (E),  commençons  par 
les  en  ôter  et  soit  (Ei)  l'ensemble  ainsi  modifié,  dont  les  bornes  ne 
font  plus  partie.  On  regardera  encore  l'élément  a  comme  précédant 
l'élément  h  s'il  est  plus  petit;  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  d'éléments 
entre  a  et  6,  donc  (E/j  est  dénombrable;  il  en  sera  de  même  de 
l'ensemble  (E)  obtenu  en  introduisant  dans  (Ej)  un  ou  deux  nom- 
bres (les  bornes)  qui  n'y  figuraient  pas. 

Un  ensemble  infini  de  nombres  ou  de  points  qui  n'a  qu'un 
nombre  fini  de  points  d'accumulation  est  dénombrable. 

Soient  ao,  ai,...,a^,  les  points  d'accumulation  de  l'ensemble  con- 
sidéré (E)  :  supposons  a,  •<  a^^  ...,  <<a^, etsoit  (Ej) l'ensemble  des 
nombres  de  (E)  qui  sont  plus  petits  que  «j,  (E^)  l'ensemble  des 
nombres  de  (E)  qui  appartiennent  à  l'intervalle  [a.^,  a.^,  ...,  (E,,) 
l'ensemble  des  nombres  de  (E)  qui  appartiennent  à  l'intervalle 
{fy-p  —  i,  ff-i),  (E^j  _|_  i)  l'ensemble  des  nombres  de  (E)  qui  sont  plus 
grands  que  a^,  ;  chacun  des  ensembles  (Ej),  (E^),  ...,  (E^, +  i"l, 
d'après  ce  qui  précède,  est  fini  ou  dénombrable  ;  l'ensemble  (E) 
formé  des  éléments  distincts  qui  appartiennent  à  l'un  ou  à  l'autre 
est  dénombrable. 

73.  —  Il  y  a»  d'après  cela,   une  véritable  identité  entre  une 
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suite  infinie  de  nombres  tous  distincts 

(u)  U^,        «2,        ...,        U„,        .... 

qui  admet  une  limite,  et  un  ensemble  borné  (U)  n'ayant  qu'un 
point  d'accumulation.  Les  termes  de  la  suite  (u)  forment  un  tel  en- 
semble, qui  a  pour  point  d'accumulation  la  limite  de  la  suite. 
Inversement  les  éléments  d'un  ensemble  borné  n'ayant  qu'un  point 
d'accumulation  peuvent  être  rangés  dans  une  suite  telle  que  {u), 
laquelle  aura  nécessairement  le  point  d'accumulation  pour  limite. 
On  voit  ainsi  clairement  que  la  limite  d'une  telle  suite  ne  dépend 
pas  de  l'ordre  de  ses  termes,  mais  seulement  de  leurs  valeurs.  On 
voit  aussi  qu'on  peut  sans  altérer  la  limite  de  la  suite  {u),  à  sup- 
poser qu'elle  en  ait  une,  supprimer  un  nombre  fini  ou  infini  de 
termes,  pourvu  qu'il  en  reste  une  infinité.  Leur  ensemble,  tou- 
jours dénombrable,  aura  en  effet  un  point  d'accumulation,  qui  ne 
pourra  être  distinct  du  point  d'accumulation  de  l'ensemble  (U) 
des  termes  de  la  suite  (u),  dans  lequel  il  est  contenu  {n°  51). 

Cette  identité  entre  la  suite  et  l'ensemble  de  ses  termes  n'est  plus 
aussi  complète  quand  tous  les  termes  de  la  suite  ne  sont  pas  dis- 
tincts. Puisqu'on  s'est  interdit  (n°  43),  de  parler  d'ensembles 
dont  tous  les  éléments  ne  sont  pas  distincts  (')  c'est  de  l'ensemble 
(U)  des  termes  distincts  de  la  suite 

(u)  Uj,       Ug,        ...,       Un,       ••• 

qu'il  peut  alors  être  question  et  le  lecteur  n'a  pas  manqué  de  re- 
marquer que  c'est  toujours  sur  des  ensembles  ainsi  constitués 
qu'ont  porté  les  raisonnements  antérieurs  ;  c'est  pour  pouvoir 
donner  un  énoncé  unique  qu'on  a  introduit  l'expression  «  point 
d'accumulation  de  la  suite  »  dans  un  sens  qui  peut  êlre  différent 
de  l'expression  «  point  d'accumulation  de  l'ensemble  ».  Le  fait  que 
l'on  peut,  d'une  suite  infinie  qui  a  une  limite  A,  supprimer  une 
infinité  de  termes  sans  altérer  la  limite  pourvu  qu'il  en  reste  une 
infinité  est  général,  ainsi  qu'il  résulte  immédiatement  de  la  défini- 
tion même  du  mot  limite;  mais  la  proposition,  qui  concerne  la  pos- 
sibiUté  de  changer  l'ordre  des  termes  d'une  suite  sans  en  changer 

(')  On  verra  au  n°  102  comment  on  peut,  dans  une  certaine  mesure,  s'affran- 
chir de  cette  restriction. 
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la  limite,  pn'scnfo  quelque  obscurité  quand  cette  suite  comporte 
une  infinité  d'éléments  égaux  et,  comme  c'est  un  point  qui  re- 
viendra plus  tard,  il  est  bon  de  l'éclaircir  immédiatement. 

74.  —  Que  faut-il  entendre  quand  on  dit  que  les  deux  suites 
(u)  a^,      u^,      ....      u„,      .... 

sont  identiques  sauf  l'ordre  des  termes,  ou  encore  que  la  seconde 
suite  n'est  autre  que  la  première,  dans  laquelle  on  a  changé  l'ordre 
des  termes  ? 

La  réponse  est  immédiate  si  la  suite  («)  n'a  que  des  termes  dis- 
tincts; on  entend  qu'il  en  est  de  môme  dans  la  suite  (u),  et  que 
tout  terme  qui  figure  dans  une  suite  figure  aussi  dans  l'autre.  Elle 
serait  aussi  facile  si  la  suite  (ii),  tout  en  comportant  des  termes 
égaux,  n'en  comportait  jamais  qu'un  nombre  fini.  Chaque  terme 
devrait  figurer  le  même  nombre  de  fois  dans  les  deux  suites. 

D'une  façon  générale,  soit 

(cf)  cf(i),      0(2),      ...,      cp(n),      ..... 

une  suite  identique,  sauf  l'ordre  des  termes,  à  la  suite  des  nombres 
naturels,  c'est-à-dire,  comme  on  vient  de  l'expliquer,  que  ses 
termes,  tous  différents,  sont  des  nombres  naturels  et  que  chaque 
nombre  naturel  y  trouve  sa  place,  soitd/  [p)  le  rang  qu'occupe  dans 
cette  suite  le  nombre  naturel  p,  en  sorte  que  l'une  quelconque  des 


égalités 


n  =  ^{p),    p  =  <f{}i), 


où  n  et  p  sont  des  nombres  naturels,  entraîne  l'autre. 
Ceci  posé,  on  dira  que  les  deux  suites 

«j,  «2,  ....  «n. 

où  il  est  bien  entendu  que  ii's,{n)  a  le  même  sens  que  Up  si  o\n)  est 
égal  à  p,  sont  identiques,  sauf  l'ordre  des  termes,  ou  encore  que  la 
seconde  n'est  autre  chose  que  la  première  dans  laquelle  on  a  changé 
cet  ordre;  le  terme  qui,  dans  la  première,  occupe  le  rangp  =  o{n) 
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occupe  le  rang  n  =  ^  (p)  dans  la  seconde  ;  dire  que  la  suite  (v) 
est  identique  à  la  suite  (u),  sauf  l'ordre  des  termes,  c'est  dire 
qu'il  existe  une  suite  (©)  telle  que  l'on  ait  u„  =  Hcp(n),  pour  toutes 
les  valeurs  du  nombre  naturel  n. 

Il  convient  de  remarquer,  sur  la  suite  {(p),  que  l'on  a  nécessai- 

rement 

lim.  o(n)  =  -h  00  ; 

soit  en  effet /j  un  nombre  naturel  quelconque,  ce  nombre  occupe 
le  rang  ^{p)  dans  la  suite  (©)  ;  soit  q  le  plus  grand  des  nombres 
(|i(i),  'il (2),  ...,  'i>{p),  ou,  si  l'on  veut,  le  rang  le  plus  élevé  que 
puissent  avoir  dans  la  suite  (œ)  les  nombres  i,  2,  ...,  jd  ;  les  termes 
de  la  suite  (©)  qui  ont  un  rang  supérieur  à  q  seront  sûrement  plus 
grands  que/*;  ainsi  à  chaque  nombre  naturel  p  on  peut  faire  cor- 
respondre un  nombre  naturel  q  tel  que  l'inégalité  m':>  q  entraîne 
o[m)  >>  p;  il  en  résulte  qu'on  a  bien  lim.  q{ii)  r=  -+-  00  .  Cette 

remarque  suffirait  à  prouver,  indépendamment  de  ce  qui  a  été  dit 
dans  le  numéro  précédent  que,  si  la  suite  (u)  a  une  limite  A,  il  en 
est  de  même  de  la  suite  dont  le  n"  terme  est  Ucp(a).  Grossièrement, 
on  peut  dire  que  les  termes  qui  sont  très  loin  dans  une  suite,  sont 
aussi  très  loin  dans  l'autre.  Si  les  premiers  diffèrent  très  peu  d'un 
nombre  A  (leur  limite),  il  en  est  de  même  des  seconds. 

75.  —  L'ensemble  (E)  dont  les  éléments  sont  les  différents  sys- 
tèmes (a, /3,  ...,  X)  que  l'on  peut  former  en  prenant  pour  a, 
fi,  ...,  X  des  nombres  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs  est  dénom- 
brable. 

Il  convient  d'expliquer  d'abord  le  sens  de  ce  théorème. 

1°  Si  l'on  considère  7)  nombres  entiers,  (positifs,  nuls,  ou  né- 
gatifs) et  qu'on  les  range  dans  un  ordre  déterminé,  on  obtient  un 
élément  de  (E). 

2°  Tout  élément  de  (E)  est  un  pareil  système  de  p  nombres 
entiers. 

30  Deux  systèmes  (a,  /3,  ....,  X),  (a',  /3',  ....,  X')  de  p  nombres 
entiers  sont  regardés  comme  identiques  si  l'on  a  a  =  a! ,  |3  =  ]S', . . . , 
X  =  X'  et  seulement  dans  ce  cas.  On-  suppose  qu'il  n'y  ait  pas 
dans  (E)  deux  éléments  identiques. 
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Je  vais  prouver  que  l'on  peut  assigner  aux  éléments  (a,  fj,  ...,  ).) 
de  (E)  un  ordre  qui  satisfasse  aux  conditions  du  n"  69.  On  con- 
viendra par  exemple  de  ranger  l'élément  (a,  fj,  ...,  ).)  avant  l'élé- 
ment (a',  /5',  ...,  1')  si  la  somme  des  valeurs  absolues  des  entiers 
ex.,  1^,  ...,  X  est  inférieure  à  la  somme  des  valeurs  absolues  des  en- 
tiers a',  /5',  ...,  1'  et  lorsque  les  deux  sommes  sont  égales,  si  l'on  a 
a  <C  a',  ou  dans  le  cas  où  a  =  a',  si  l'on  a  ^  <C  /5',  ou  dans  le  cas 
où  l'on  a  à  la  fois  a  =  a',  |j  =  jj',  si  l'on  a  y  <<  y'  etc..  Avant 
un  élément  (a,  |S,  ...,  X)  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  d'éléments, 
puisqu'il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  systèmes  de  p  nombres  en- 
tiers, positifs  nuls  ou  négatifs,  tels  que  la  somme  de  leurs  valeurs 
absolues  soit  inférieure  ou  égale  à  |  a  |  H-  ||5  |  -i-  ...  -i-  |  ).  |.  Dans 
cet  ordre,  fixé  d'ailleurs  très  arbitrairement,  le  premier  élément  est 
le  système  (o,o,  ...,  o),  le  second  (o,o,  ...,  —  i),  le  troisième 
(o,o,  ...,  i),  etc.... 

Toute  partie  de  l'ensemble  (E)  est  finie  ou  dénombrable  :  par 
conséquent,  tout  ensemble  infini  dont  les  éléments  seraient  cer- 
tains des  systèmes  de  p  nombres  entiers  (a,  |3,  ...,  X)  est  certaine- 
ment dénombrable  ;  par  exemple  on  constituerait  un  système 
dénombrable  avec  les  éléments  (a,  l'j,  ...,  X)  où  tous  les  entiers 
a,  |S,  ...,  X  seraient  positifs. 

Cette  proposition,  dont  on  va  tirer  des  conséquences  assez  singu- 
lières, va  permettre  d'abord  d'expliquer  la  signification  de  quelques 
expressions  usuelles. 

76.  —  Supposons  que  le  symbole  hp  indices 

ait  une  signification  numérique  déterminée,  soit  pour  chaque  sys- 
tème de  p  nombres  entiers  (a,  jS,  ...,  X),  c'est-à-dire  pour  chaque 
élément  de  l'ensemble  (E),  soit  pour  certains  seulement  des  sys- 
tèmes de  p  nombres  entiers  (a,  (^,  ...,  X),  c'est-à-dire  pour  chaque 
élément  d'une  partie  déterminée  (E')  de  l'ensemble  (E),  par 
exemple,  pour  les  systèmes  de  p  nombres  entiers  positifs.  On  en- 
tend par  là  qu'à  chaque  système  (a,  /3,  ...,  X)  non  exclu  corres- 
pond un  nombre  déterminé  que  l'on  désigne  par  t'a,  3,  ...,>.  '•  le 
système  de  ces  symboles,  ou  de  leurs  valeurs,  constitue  ce  que  l'on 
appelle  un  tableau  à  entrée  p"^^^. 
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Cette  façon  de  parler  s'explique  très  bien  dans  les  cas  où  p  =:  2 , 
p=3. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  oii  p  =  2  :  le  système  des  symboles 
v^  Q  constitue  une  table  à  double  entrée.  Supposons,  par  exemple 
que  l'on  se  borne  à  considérer  l'ensemble  (E')  des  systèmes  (a,  |3) 
de  deux  nombres  naturels.  On  peut  imaginer  une  table  analogue  à 
la  table  de  multiplication,  mais  avec  une  extension  indéfinie  à  droite 
et  en  haut.  Chaque  case  de  cette  table  appartient  à  une  rangée  ho- 
rizontale et  à  une  rangée  A^erticale;  les  rangées  horizontales  peu- 
vent être  numérotées  en  allant  de  bas  en  haut  ;  les  rangées  verticales 
en  allant  de  gauche  à  droite  :  chaque  case  sera  ainsi  numérotée  au 
moyen  de  deux  nombres  indiquant,  le  premier,  à  quelle  rangée 
horizontale,  le  second,  à  quelle  rangée  verticale  appartient  cette 
case.  Au  lieu  de  placer  dans  chaque  case,  comme  dans  la  figure 
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de  gauche,  les  deux  indices  a,  ]S  qui  la  spécifient,  on  aurait  pu 
placer  le  nombre  v^  o  ;  tous  ces  nombres  auraient  ainsi  été  rangés 
dans  un  tableau  à  double  entrée.  Dans  la  figure  de  droite  les  cases 
ont  été  numérotées,  en  quelque  sorte,  parallèlement  aux  diago- 
nales, chacune  d'elles  se  trouve  ainsi  désignée  par  un  seul  numéro  : 
que  le  lecteur  veuille  bien  se  représenter  les  deux  figures  comme 
étant  superposées  ;  il  imaginera  de  suite  la  correspondance  qui 
s'établit  entre  chaque  couple  de  nombres  naturels  (a,  ]S)  et  le 
nombre  naturel  n  qui,  dans  le  second  mode  de  numérotage  dé- 
signe la  case  qui,  dans  le  premier  système,  est  désignée  par  les  deux 
nombres  a,  p.  La  correspondance  parfaite  que  l'on  peut  ainsi 
établir  entre  les  systèmes  de  deux  nombres  naturels  (a,  iS)  et  l'en- 
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semble  des  nombres  naturels  est  rendue  visible  (').  Si  mainte- 
nant on  désigne  par  ii„  le  même  nombre  que  v^  ^,  lorsque  n  cor- 
pond  à  (a,  |j),  on  voit  comment  un  tableau  à  double  entrée  formé 
par  les  nombres  v^  o  peut  être  transformé  en  une  suite  linéaire 
«1,  11.^,  ...,  Un,  ...,   ou  réciproquement. 

On  pourrait  aussi  bien  réaliser  d'une  façon  concrète  la  corres- 
pondance entre  l'ensemble  des  systèmes  de  deux  nombres  entiers 
positifs,  nuls  ou  négatifs  et  l'ensemble  des  nombres  naturels.  La 
figure  de  la  page  précédente,  dont  il  me  suffira  de  dire  que,  à 
gauche,  les  cases  ont  été  numérotées  en  tournant,  éclaircit  un  des 
modes  de  correspondance  que  l'on  peut  imaginer. 

D'ailleurs  rien  n'empêche,  tout  en  conservant  les  mêmes  images, 
d'exclure  certains  des  systèmes  (a,  p)  ;  les  cases  correspondantes 
devraient  rester  vides.  Par  exemple,  dans  le  premier  mode  de  re- 
présentalion,  qui  se  rapportait  au  cas  où  a,  p  étaient  des  nombres 
naturels,  on  peut  supposer  que  le  nombre  a  ne  prenne  que  les 
valeurs  i,  2,  ...,/>;  le  tableau  se  composera  alors  de  p  rangées 
horizontales  et  d'une  infinité  de  rangées  verticales  limitées. 

Quelque  soit  le  mode  de  correspondance  que  l'on  imagine,  entre 
l'ensemble  des  systèmes  (a,  [i)  de  nombres  entiers  et  l'ensemble 
des  nombres  naturels  «,  il  est  aisé  de  voir  que  si  l'un  des  nombres 
a,  jj  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue,  n  augmente  aussi 
indéfiniment  ;  réciproquement  si  n  augmente  indéfiniment,  l'un 
au  moins  des  nombres  oc,  j^  augmente  indéfiniment  en  valeur  ab- 
solue. En  d'autres  termes,  et  d'une  façon  grossière,  si  on  suppose 
les  nombres  v^  a  rangés  d'une  part  dans  un  tableau  à  double  entrée 
et  d'autre  part  dans  une  suite  linéaire  Ui,  ii^,  ...,  m„,  ...,  les  élé- 
ments qui  seront  à  l'infini  dans  le  tableau  sont  les  mêmes  que  ceux 
qui  sont  à  l'infini  dans  la  suite.  C'est  une  généralisation  de  la  pro- 
position établie  au  n°  74,  généralisation  sur  laquelle  je  crois  inutile 
d'insister.  Je  me  bornerai  à  remarquer  encore  que  si  la  suite 
iii,  U2,  ...,  u,j,  ...  a  une  limite  A,  les  nombres  v^  o  seront  très 
voisins  de  A,  lorsque  l'un  des  nombres  a,  ]S  sera  très  grand  en 

(1)  Le  lecteur  pourra  s'amuser  à  démontrer  que  le  couple  de  nombres  natu- 
rels (a,  P)  et  le  nombre  naturel  n  se  correspondent  si  l'on  a 

(a  +  p)2  _  3^  —  a  +  2  =  2n. 
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valeur  absolue.  Le  lecteur  n'aura  aucune  peine  à  énoncer  celte 
proposition  sous  une  forme  précise. 

Voici  maintenant  quelques  conséquences  du  théorème  fonda- 
mental du  n"  75. 

77.  —  L'ensemble  des  systèmes  (a,  fj),  où  a  désigne  un  nombre 
entier  positif,  nul  ou  négatif  et  où  fj  désigne  un  nombre  naturel 
premier  à  a,  étant  une  partie  du  système  de  deux  nombres  entiers 
quelconques,  est  dénombrable,  comme  ce  dernier  système.  Si  l'on 

remplace  alors  le  symbole  (a,  p)  par  le  symbole  ^,  on  a  le  théo- 
rème suivant  :  l'ensemble  (R)  des  nombres  rationnels  est  dénom- 
brable. 

Cet  ensemble  (R)  est  d'une  nature  très  différente  de  ceux  des 
ensembles  dénombrables  (de  points  ou  de  nombres)  que  l'on  a 
considérés  aux  n"'  55,  72,  73  :  en  effet  tout  nombre,  ou  tout 
point  est  un  point  d'accumulation  de  l'ensemble  (R)  puisqu'il  y  a 
des  nombres  rationnels  qui  approchent  autant  qu'on  le  veut  de 
n'importe  quel  nombre,  rationnel  ou  non. 

Il  en  est  de  môme  de  l'ensemble  des  nombres  ou  des  points 
ax  -+-  by  que  l'on  a  considéré  au  n°  30  ;  je  rappelle  que  a  et  6  sont 
des  nombres  dont  le  rapport  est  irrationnel  et  que  les  éléments  de 
l'ensemble  considéré  s'obtenaient  en  remplaçant  x,  y  par  tous  les 
systèmes  de  nombres  entiers  positifs,  nuls,  ou  négatifs.  Les  expli- 
cations données  au  n"  31  montrent  que  tout  point  de  l'axe  peut 
être  regardé  comme  un  point  d'accumulation  de  cet  ensemble  qui, 
lui  aussi,  est  dénombrable,  puisqu'il  est  manifestement  en  corres- 
pondance parfaite  avec  l'ensemble  des  systèmes  de  deux  nombres 
entiers,  positifs  ou  négatifs. 

78.  —  Voici  maintenant  une  extension  du  théorème  du  n"  70. 
Considérons  une  suite  infinie  d'ensembles  déterminés 

(EJ,         (E,),         ...,        (E„),         ..., 

tous  finis  ou  dénombrables  :  l'ensemble  (E)  des  éléments  distincts 
qui  appartiennent  soit  à  l'un,  soit  à  l'autre,  des  ensembles  (EJ, 
(Ej),  ...  est  fini  ou  dénombrable. 
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Supposons  d'aboid  que  deux  ensembles  pris  dans  la  suite  n'aient 
jamais  d'élément  commun. 

Chaque  ensemble  (E,î)  étant  dénombrable  (ou  fini),  on  peut  faire 
correspondre  chacun  de  ses  éléments  à  un  nombre  naturel  ;  conve- 
nons, afin  de  garder  la  trace  de  l'indice  n,  de  faire  correspon- 
dre au  système  des  deux  nombres  naturels  [n,  p)  celui  des  éléments 
de  (E„)  qui  correspond  au  nombre  p.  Dans  le  cas  où  l'ensemble 
(E„)  serait  fini,  le  nombre /3  ne  pourrait  prendre  qu'un  nombre 
fini  de  valeurs.  Dans  tous  les  cas,  il  est  clair  que  l'ensemble  (E) 
correspond  parfaitement  à  l'ensemble  (dénombrable)  des  systèmes 
de  deux  nombres  naturels  (/z,  p),  d'où  l'on  aurait  exclu  les  élé- 
ments pour  lesquels/)  dépasserait  le  nombre  des  éléments  de(EK), 
si  ce  dernier  ensemble  était  fini.  Or  tout  ensemble  qui  fait  partie 
d'un  ensemble  dénombrable  est  dénombrable. 

S'il  y  avait  des  éléments  communs  aux  ensembles  (E^,),  on 
pourrait  raisonner  de  la  môme  façon,  quitte  à  ne  garder  jamais 
que  l'un  des  systèmes  {n,  p)  qui  correspondent  à  des  éléments  qui 
se  trouvent  dans  plusieurs  ensembles. 

Le  théorème  qu'on  vient  de  démontrer  peut  s'énoncer  sous  la 
forme  suivante  :  Considérons  un  ensemble  fini  ou  dénombrable  (g) 
dont  les  éléments  soient  eux-mêmes  des  ensembles  finis  oudénom- 
brables  (E)  et  l'ensemble  (g')  dont  tous  les  éléments  sont  les  élé- 
ments distincts  qui  appartiennent  à  quelqu'un  des  ensembles  (E) 
l'ensemble  (g')  est  dénombrable.  En  effet,  dire  que  l'ensemble  (g) 
est  dénombrable,  c'est  dire  que  les  ensembles  (Ë)  peuvent  être 
rangés  dans  une  suite  telle  que  celle  qu'on  vient  de  considérer  ;  on 
est  ramené  au  cas  précédent. 

Il  serait  aisé  de  déduire  de  ce  théorème  les   suivants  : 
Considérons  l'ensemble  (E„)  des  nombres  qui  A'érifient  l'équation 

a^x"-  -+-  a,x"-  "  '  -i-  ...  -{-  cin—  i  X  -i-  a„  =  o 

ou  a^,  est  un  nombre  naturel  et  a,,  a^,  ...,  a„  des  entiers,  positifs,  nuls 
ou  négatifs  :  cet  ensemble  est  dénombrable;  l'ensemble  des  nombres 
distincts  qui  appartiennent  à  quelqu'un  des  ensembles  (Ej),  (Eo), . . . , 
(E„)  c'est-à-dire  des   nombres  (^)  qui  vérifient  une  équation  algé- 

(')  Il  n'est  question  ici  que  des  nomijres  réels,  puisque  les  nombres  imagi- 
naires ne  sont  pas  encore  définis  :  toutefois  le  théorème  subsiste  sans  cette 
restriction. 
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brique  entière  à  coefficients  entiers,  ou  comme  on  dit  encore,  des 
nombres  algébriques,  est  dcnombrable. 

79.  —  L'ensemble  des  nombres  qui  appartiennent  à  un  inter- 
valle (a,  b)  n'est  pas  dénombrable. 

Il  suffira  (n"  67)  de  raisonner  sur  l'ensemble  des  nombres  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  ;  et  môme  sur  l'ensemble  (E)  des 
nombres,  autres  que  i,  qui  appartiennent  à  cet  intervalle.  Si  en 
effet  l'ensemble  (E)  était  dénombrable,  il  en  serait  de  même  de 
l'ensemble  des  nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i). 

Chacun  des  nombres  de  (E)  est  déterminé  par  sa  représentation 
décimale, 

o,  «jag^s---  ««  •••  ' 

la  partie  entière  est  o,  et  la  mantisse  est  formée  au  moyen  des 
chiffi'es  o,  I,  2,  ...,  9  avec  cette  seule  condition  que  tous  les 
chiffres  qui  suivent  un  chiffre  donné  ne  soient  pas  dos  g  (n"  18). 

Admettons  que  l'ensemble  (E)  soit  dénombrable,  c'est-à-dire 
qu'on  puisse  faire  correspondre  chacun  de  ses  éléments  à  l'un  des 
nombres  naturels  i,  2,  3,  ...  :  Soit  a„,,,  le  ?f  chiffre  de  la  mantisse 
de  celui  de  ces  éléments  qui  correspond  au  nombre  naturel  /;. 

Le  n"  chiffre  de  l'élément  qui  correspond  au  nombre  naturel  n 
devra  donc  être  «„_„  ;  si  la  correspondance  entre  les  éléments  de  (E) 
et  l'ensemble  des  nombres  naturels  est  réalisée,  le  chiffre  a„_„  est, 
par  cela  même,  déterminé  dès  que  l'on  se  donne  n,  en  d'autres 
termes  la  suite  a^^i,  «0,2?  •••'  ^■n,n'---  ^st  déterminée.  Or,  un  nom- 
bre dont  la  partie  entière  serait  o,  et  dans  lequel  le  premier  chiffre 
décimal  serait  autre  que  «i,,,  le  second  autre  que  «o,,,  ...,len* 
autre  que  a„_„,...  appartiendrait  à  l'ensemble  (E)  et  ne  pourrait 
correspondre  à  aucun  nombre  naturel  n,  puisque  son  n"  chiffre 
n'est  pas  a„,„.  La  contradiction  est  manifeste. 

A  fortiori,  l'ensemble  des  nombres  réels,  dont  l'intervalle  (o,  i) 
est  une  partie,  n'est  pas  dénombrable.  Il  y  a  donc  (n°  78),  deS 
nombres  qui  ne  sont  pas  algébriques  ;  ces  nombres  sont  dits  trans- 
cendants. 

On  dit  de  tout  ensemble  qui  a  la  même  puissance  que  l'ensemble 
des  nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  qu'il  a  la  puis- 
sance du  continu. 
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80.  —  Un  ensemble  infini  dénombres  ou  de  points  auquel  n'ap- 
partient aucun  de  ses  points  d'accumulation  est  dénombrable. 

Supposons  d'abord  que  l'ensemble  considéré  (E)  soit  borné  en 
bas  et  en  haut,  et  soient  m,  M  ses  bornes  inférieure  et  supérieure. 

Puisqu'aucun  point  de  (E)  n'est  point  d'accumulation,  on  peut 
faire  correspondre  à  chaque  point  a  de  cet  ensemble  un  nombre  a, 
que  j'appellerai  le  rayon  d'isolement  de  ce  point,  tel  qu'il  n'y 
ait  aucun  point  de  (E),  autre  que  a,  qui  appartienne  à  l'intervalle 
{a  —  a,  a  -h  a)  (').  J'imagine  qu'on  ait  établi  une  telle  correspon- 
dance. Il  est  clair  que  la  distance  mutuelle  de  deux  points  de  l'en- 
semble dépasse  le  plus  grand  des  deux  rayons  d'isolement  qui  leur 
correspondent.  Considérons  maintenant  les  points  de  (E)  pour 
lesquels  le  rayon  d'isolement  dépasse  un  nombre  positif  donné  o  ; 
leurs  distances  mutuelles  dépassent  o  :  leur  nombre  est  donc  fini, 
puisque,  si   l'on   divise  l'intervalle  [m,  M)  en  intervalles    partiels 

(m,  Oj),     (Cj,  a^),     ...,     {a„.  M) 

tels  que  l'écart  de  chacun  d'eux  soit  moindre  que  o,  il  ne  pourra 
y  avoir,  dans  chacun  de  ces  intervalles,  qu'un  seul  des  points 
considérés. 

Ceci  posé^  considérons  une  suite  de  nombres  positifs  décroissants 

Pi»        P2»        •••»       Pn,        ••', 

tels   que  l'on   ait  lim.  p,i  =  o  ;  on  pourra,  si  l'on  veut,  prendre 

I 

P"       n 

On  peut  affirmer  d'un  rayon  d'isolement  quelconque  qu'il  est 
supérieur  a.  pi,  ou  bien  qu'il  appartient  à  l'un  des  intervalles 
(Og,  p,),  (p3,  0^),  ...  Soit  (Ej)  l'ensemble  des  points  de  (E)  pour 
lesquels  le  rayon  d'isolement  est  supérieur  à  pj  ;  (Eg)  l'ensemble 
des  points  de  (E)  pour  lesquel  le  rayon  d'isolement  est  égal 
ou  inférieur  à  pj,  mais  supérieur  à  p2  î  (E3)  l'ensemble  des  points 
de  (E)  pour  lesquels  le  rayon  d'isolement  est  égal  ou  inférieur  à  p.^, 

(')  Le  choix  de  ce  nombre  a,  correspondant  à  a,  est  arbitraire  pourvu  que 
a  soit  moindre  que  la  distance  de  a  à  n'importe  quel  point  de  (E^  et  à  n'importe 
quel  point  d'accumulation  de  (E). 
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mais  supérieur  à  p,,  etc....  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  chacun 
des  ensembles  (E,),  (E^),  (E,),  ...  ne  contient  qu'un  nombre  fini 
de  points  (^),  et  l'ensemble  (E)  peut  être  rcgardo3  comme  formé  par 
la  réunion  de  tous  les  ensembles  (E,),  (E,),  (E.,),  ...  ;  il  est  donc 
dénombrable  (n"  75). 

Supposons  maintenant  que  l'ensemble  (E)  ne  soit  pas  borné  ;  il 
peut  être  constitué  par  la  réunion  des  ensembles  formés  respective- 
ment par  les  points  de  (E)  qui  appartiennent  aux  intervalles  bornés 
par  deux  nombres  entiers  consécutifs.  Chacun  des  ensembles 
partiels  est  encore  tel  qu'aucun  de  ses  points  ne  soit  un  point 
d'accumulation  ;  il  est  borné  et  par  conséquent  fini  ou  dénombrable. 
Il  en  est  de  même  de  l'ensemble  (E)  formé  par  la  réunion  de  tous 
les  ensembles  partiels,  puisque  l'ensemble  des  intervalles  considérés 
est  dénombrable. 

81.  —  Soit  (E)  un  ensemble  infini  quelconque  et  (A)  un  en- 
semble fini  ou  dénombrable,  l'ensemble  (E)  -t-  (A)  des  éléments 
distincts  qui  appartiennent  soit  à  l'ensemble  (E)^  soit  à  l'en- 
semble (A)  a  la  même  puissance  que  l'ensemble  (E). 

Je  supposerai  d'abord  que  les  ensembles  (E)  et  (A)  n'ont  pas 
d'élément  commun.  Jusqu'à  ce  qu'on  lève  celte  restriction,  il  en  sera 
de  même  des  ensembles  dont  on  aura,  dans  le  cours  de  la  démons- 
tration, à  faire  la  somme  symbolique  (n°  70),  c'est-à-dire  dont  on 
réunira  les  éléments  dans  un  même  ensemble. 

La  proposition  énoncée  a  déjà  été  établie  quand  l'ensemble  (E) 
est  dénombrable,  puisque,  alors,  l'ensemble  (E)  +  (A)  est  aussi 
dénombrable  (n°  70)  :  je  suppose,  dans  ce  qui  suit,  que  l'ensemble 
(E)  ne  soit  pas  dénombrable.  J'admettrai  comme  évident  qu'il 
existe  un  ensemble  dénombrable  (D)  dont  tous  les  éléments  appar- 
tiennent à  (E)  (2).   Soit  alors  (E')  l'ensemble  des    éléments  de  (E) 

(1)  Quelques-uns  des  ensembles  (E,),  (E^),  (E3),...  peuvent  ne  pas  exister; 
on  n'aura  qu'à  les  supprimer;  la  conclusion  reste  évidemment  la    même. 

(2)  Lorsque  (E)  est  un  ensemble  de  points,  cette  affirmation  résulte  de  ce 
que  l'ensemble  (E)  admet  nécessairement  un  point  d'accumulation,  et  de  la 
remarque  du  n"  63  ;  pour  un  ensemble  quelconque  (E),  il  est  clair  qu'on  ne 
sera  jamais  arrêté  dans  la  formation  de  l'ensemble  (D),  en  prenant  successive- 
ment un  premier  élément  dans  (E\  puis  un  second,  puis  un  troisième,... 
quant  à  une  définition  plus  précise  de  l'ensemble  (D),  il  ne  parait  pas  y  avoir 
lieu  de  la  cbercher  si  l'on  ne  définit  pas  l'ensemble  (E)  lui-même. 
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qui  ne  figurent  pas  dans  (D),  en  sorte  qu'on  puisse  poser 
(E)  =  (E')  H-  (D).  L'ensemble  (E')  existe  sûrement,  puisque,  autre- 
ment, l'ensemble  (E)  serait  dénombrable  ;  on  peut  même  observer 
que  l'ensemble  (E')  ne  peut  être  dénombrable,  sans  quoi  l'ensemble 
(E)  formé  de  la  réunion  de  deux  ensembles   dénombrables  (E')  et 

(D)  serait  encore  dénombrable.    Comparons  les  deux  ensembles 

(E)  -+-  (A)  et  (E')  -h  (D).  Le  premier  peut  être  regardé  comme 
formé  par  la  réunion  des  ensembles  (E'),  (D)  et  (A)  ou  encore, 
comme  formé  par  la  réunion  des  deux  ensembles  (E')  et  (D),  en 
désignant  par  (D')  l'ensemble  dénombrable  (D)  -i-  (A)  des  élé- 
ments qui  appartiennent  soit  à  l'ensemble  dénombrable  (D),  soit  à 
l'ensemble  dénombrable  (A). 

Puisque  l'ensemble  (E)  H-  (A)  est  la  même  chose  que  l'ensem- 
ble (E')  --h  (D'),  tout  revient  donc  à  démontrer  qu'on  peut  établir 
une  correspondance  parfaite  entre  les  ensembles  (E')  H-  (D')  et 
(E)  =  (E')  -h  (D)  :  il  suffira  pour  cela  de  regarder,  dans  ces  deux  en- 
sembles, comme  se  correspondant  deux  éléments  (identiques)  qui 
appartiennent  à  (E')  et  deux  éléments  appartenant  l'un  à  l'ensem- 
ble dénombrable  (D'),  l'autre  à  l'ensemble  dénombrable  (D),  s'ils 
correspondent  au  même  nombre  naturel. 

Si  maintenant  (E)  et  (A)  ont  des  éléments  communs,  et  si  l'on 
désigne  par  (Aj)  l'ensemble  des  éléments  de  (A)  qui  n'appartien- 
nent pas  à  (E),  il  est  clair  que  l'ensemble  (Aj)  qui  est  une  partie 
de  l'ensemble  fini  ou  dénombrable  (A)  est  lui-même  fini  ou  dénom- 
brable ;  l'ensemble  (E) h-  (A)  est  alors  identique  à  (E)  H-  (Aj)  et  l'on 
sait,  par  la  démonstration  précédente,  que  cet  ensemble  a  même 
puissance  que  (E). 

Si,  par  exemple,  on  prend  pour  (E)  l'ensemble  des  nombres  qui 
constituent  l'intervalle  (o,  i)  on  pourra  prendre  pour  (D)  l'en- 
semble des  nombres  rationnels  qui  appartiennent  à  cet  intervalle  : 
l'ensemble  (E')  sera  l'ensemble  des  nombres  irrationnels  qui  appar- 
tiennent à  l'intervalle  (o,  i)  :  il  a  la  puissance  du  continu  (n°  77). 

On  peut  exprimer  la  proposition  qui  précède  en  disant  qu'un 
ensemble  infini  (E)  garde  la  même  puissance  quand  on  supprime 
de  cet  ensemble  des  éléments  en  nombre  fini  ou  formant  un  ensem- 
ble dénombrable,  pourvu  que  l'ensemble  restant  soit  infini.  Cette 
dernière  restriction  ne  concerne  d'ailleurs  que  le  cas  ou  l'ensemble 
(E)  serait  dénombrable. 
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Il  est  aisé  de  conclure  de  là  que  l'ensemble  des  nombres  réels  a 
la  puissance  du  continu  (n°  79). 

En  elTct,  l'ensemble  (P)  des  nombres  positifs  et  du  nombre 
o  a  la  même  puissance  que  l'ensemble  des  nombres,  autres  que  i, 
qui  a[)parLiennent  à  l'intervalle  (o,  i),  comme  on  le  voit  en 
faisant  correspondre  à  chaque  nombre  x  du  premier  ensemble  le 

nombre  — —  du  second  ensemble. 

./•  H-    I 

L'ensemble  (N)  des  nombres  négatifs  a  la  même  puissance  que 
l'ensemble  des  nombres,  autres  que  o  et  —  i,  qui  appartiennent  à 
l'intervalle  (  —  i,  o),  comme  on  le  voit  en  faisant  correspondre  à 

chaque  nombre  £C  du  premier  ensemble  le  nombre  — '^- — -  du  second. 

Donc  l'ensemble  des  nombres  réels  a  la  même  puissance  que 
l'ensemble  des  nombres,  autres  que  —  i  et  i,  qui  appartiennent 
à  l'intervalle  ( —  i,  i),  la  même  puissance  encore  que  l'ensemble, 
sans  restriction,  des  nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle 
( —  \,  i),  ou  (n''  67)  à  l'intervalle  (o,  i). 

82.  —  Les  n°'  50,  55,  63,  72,...  laissent  prévoir  l'importance  du 
rôle  que  jouent  les  points  d'accumulation  d'un  ensemble.  Soit  (E) 
un  ensemble  infini  ;  l'ensemble  de  ses  points  d'accumulation  est  ce 
qu'on  appelle  l'ensemble  dérivé  de  (E)  ;  je  le  désignerai  par  (E'). 
Si  l'ensemble  (E')  n'existait  pas,  si  l'ensemble  (E)  n'avait  pas  de 
points  d'accumulation,  on  pourrait  affirmer  que  l'ensemble  (E)  est 
dénombrable.  Si  l'ensemble  (E')  est  infini  et  admet  des  points 
d'accumulation,  ceux-ci  forment  un  ensemble  (E"),  l'ensemble 
dérivé  de  (E')  ou  le  second  dérivé  de  (E),   etc.. 

Si  l'ensemble  dérivé  (E')  de  l'ensemble  (E)  est  fini  ou  déncm 
brable,  l'ensemble  (E)  est  lui-même  dénombrable. 

Cette  proposition  a  déjà  été  établie  au  n°  72  dans  le  cas  où  (E') 
est  fini  ;  dans  le  cas  ou  (E')  est  infini,  il  suffit  de  se  rappeler  que 
si  l'on  supprime  de  (E)  les  points  de  (E'),  l'ensemble  restant  (E^ 
est  dénombrable  (n°  80)  :  on  en  conclut  que  l'ensemble  (E),  réunion 
de  deux  ensembles  dénombrables  est  lui-même  dénombrable  (n°  70). 
En  remontant  de  proche  en  proche,  on  voit  que  si  l'un  des  ensem- 
bles dérivés  (E'),  (E"),  ...  est  fini  ou  dénombrable,  (E)  est  forcé- 
ment  dénombrable. 
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83.  —  Un  ensemble  (E)  est  dit  clos  (ou  fermé)  s'il  est  borné  (en 
bas  et  en  haut)  et  s'il  contient  tous  ses  points  d'accumulation,  si,  en 
d'autres  termes,  l'ensemble  dérivé  (E')  de  (E)  est  contenu  dans  (E). 

L'ensemble  (E)  est  isolé  s'il  ne  contient  aucun  de  ses  points 
d'accumulation;  il  est  alors  dénombrable  (n^SO). 

Il  n'est  ni  clos  ni  isolé,  s'il  contient  quelques-uns  de  ses  points 
d'accumulation  sans  les  contenir  tous.  Dans  tous  les  cas,  pourvu 
que  l'ensemble  (E)  soit  borné  (en  bas  et  en  haut)  l'ensemble 
(E)  H-  (E')  des  points  qui  appartiennent  soit  à  (E)  soit  à  son  dérivé 
(E')  est  clos.  Si,  d'un  ensemble  infini,  clos  ou  non,  on  supprime 
tous  les  points  d'accumulation,  l'ensemble  isolé  qui  subsiste  est  fini 
ou  dénombrable. 

L'ensemble  (U)  des  nombres  distincts  qui  appartiennent  à  la 
suite  «1,  u.^,  ...,  u„,  ...,  pour  laquelle  je  suppose  qu'on  ait 
lim.  u„  =  A,  est,  en  le  supposant  infini,  clos  ou  non,  suivant  qu'il 

y  a,  ou  qu'il  n'y  a  pas,  de  terme  de  la  suite  qui  soit  égal  à  A. 
L'ensemble  des  nombres  réels  plus  grands  que  o  et  plus  petits  que 
I  n'est  pas  clos,  puisque  o  et  i  sont  des  points  d'accumulation 
de  cet  ensemble,  qui  ne  lui  appartiennent  pas. 

84.  —  Soit  (E)  un  ensemble  clos  :  si  la  suite 

1)  2'         •"'         ^'î'         ••■• 

a  une  limite  a  et  si  tous  les  termes  de  cette  suite  appartiennent  à 
(E),  en  sorte  que  l'ensemble  (A)  des  termes  distincts  de  cette  suite 
soit  contenu  dans  (E)  on  peut  affirmer  que  a  appartient  à  (E). 

Si,  en  efîet,  l'ensemble  (A)  est  infini,  a  est  un  point  d'accumula- 
tion de  l'ensemble  (A)  contenu  dans  l'ensemble  (E),  c'est  donc  un 
point  d'accumulation  de  (E),  donc  un  point  de  (E)  puisque  (E)  est 
clos.  Si  l'ensemble  (A)  est  fini,  c'est  qu'il  y  a  dans  la  suite  une 
infinité  de  termes  égaux  à  a,  a.  est  donc  un  point  de  (E),  puisque 
tous  les  termes  de  la  suite  appartiennent  à  (E). 

85.  —  Soit  (E)  un  ensemble  infini  borné.  Son  dérivé  (E')  est 
aussi  borné;  (n°  51).  Je  dis  qu'il  est  clos,  s'il  est  infini. 

Soit  en  effet,  dans  cette  hypothèse,  a'  un  point  d'accumulation 
de  (E');  il  y  a  des  points  de  (E')  [c'est-à-dire  des  points  d'accumula- 
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tion  de  (E)]  qui  sont  aussi  voisins  qu'on  le  veut  de  a';  il  y  a  donc 
des  points  de  (E)  aussi  voisins  qu'on  le  veut  de  a!,  en  d'autres  ter- 
mes a'  est  un  point  d'accumulation  de  (E),    donc  a  appartient  à 

(E')^('). 

L'ensemble  (E')  est  donc  clos. 

86.  —  Un  ensemble  (E)  borné  en  haut  et  en  bas,  est  dit  parfait 
lorsqu'il  est  identique  à  son  dérivé.  En  d'autres  termes  (E)  est 
parfait,  s'il  est  clos,  et  si  chacun  de  ses  points  est  un  point  d'accu- 
mulation. Par  exemple  l'ensemble  des  nombres  réels  qui  appartien- 
nent à  un  intervalle  (a,  b)  est  parfait. 

L'ensemble  des  nombres  rationnels  qui  appartiennent  à  l'inter- 
valle (g,  i)  est  bien  tel  que  chacun  de  ses  points  soit  un  point  d'ac- 
cumulation ;  mais  tout  nombre  irrationnel  qui  appartient  à  ce 
même  intervalle  est  évidemment  un  point  d'accumulation  de  l'en- 
semble des  nombres  rationnels  qui,  ainsi,  n'est  ni  clos,  ni  parfait. 

87.  —  Un  ensemble  (E)  est  dit  dense  dans  un  intervalle  (a,  b) 
si  tout  point  de  cet  intervalle  est  un  point  d'accumulation  pour 
l'ensemble.  Par  exemple  l'ensemble  des  nombres  rationnels,  ou 
l'ensemble  des  nombres  irrationnels,  est  dense  dans  tout  intervalle. 

Un  ensemble  dense  dans  tout  intervalle  peut  être  dénombrable. 

Un  ensemble  (E)  est  non-dense  dans  un  intervalle  (a,  b),  s'il  n' 
a  aucun  intervalle  (a',   b')  (non  nul)_,  contenu  dans  (a,  b),  tel  que 
l'ensemble  (E)  soit  dense  dans  (a',  6'). 

(')  Cette  proposition  a  déjà  été  établie  au  n°  64,  mais  dans  un  sens  un 
peu  différent,  puisqu'il  s'agissait  alors  des  points  d'accumulation  d'une  suite, 
non  d'un  ensemble. 
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CHAPITRE  III 


SÉRIES,     PRODUITS    I.NFINIS,     ETC. 


I.   —   DÉFINITION    DES    SERIES    ET    DES    PRODUITS    INFINIS. 
CONVERGENCE    ARSOLUE 

88.  —  Soit 

une  suite  infinie  de  nombres  ;  on  désigne  sous  le  nom  de  série  un 
symbole  tel  que 

(h)  «1  4-  «2  ~*~  •••  "+"  "«  -h  ••• 

On  dit  que  cette  série  est  convergente  si  la  somme 

S„  =  Uj  -h  «2  H-   ...  H-  Un 

de  ses  n  premiers  termes  (*)  tend  vers  une  limite,  quand  n  aug- 
mente indéfiniment.  Cette  limite  s'appelle  la  somme  de  la  série  ;  en 
la  désignant  par  S,  on  pose  (^) 

n  ^  oo 

S  rrn   «j    H-   «2   H-    •••    -H   ««  -+■    •••    =     \    Un, 

n  =z  I 

(1)  Pour  la  généralité  de  l'écriture,  on  regardera  si,  comme   étant  égal  à  U|. 

(*)  Le  signe   ^    est  employé  couramment  pour  désigner  la  somme  de  termes 

affectés  d'un  indice,  ou,  si  l'on  veut,  dont  chacun  dépend  d'un  certain  nombre 
entier,    et  l'on  indique   de  différentes   façons  les  valeurs   que   doit  prendre  ce 
nombre  entier.  Ainsi  les  symboles 
n  =  p 

n  ^  I 
ont  la  même  signification  que  s^,  :=  m  +  «2  +  •.-  +  Up. 
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SI  la  somme  Sn  ne  tend  pas  vers  une  limite,  quand  n  augmente 
indéfiniment,  on  dit  que  la  série  est  divergente  ;  il  n'y  a  plus   lieu 


Le  symbole 

«  =  /'  +  9 

n  :^  p 

signifiera   u^,  -\-  ii^j^i  +  u^,^.,  4-  ...  +  Uj,^,,  ;  si  q  était  nul,  on  lui  donnerait  la 

signification  u,,. 

Les  symboles 

n  =  p 

y     ~       (n  =  I,      3,      5,      ....      2p  —  i),  7    

;i  =  I 
ont  la  même  signification,  à  savoir 

1+^+1  +  ...+         ' 


'6        5        '  '        2  p 

n  =  00 

L'écriture   ^  u„  a  la  môme  signification  que 


Si  l'on  s'arrêtait  à  cette  signification  précise,  il  ne  serait  pas  permis  de  parler 
de  la  convergence  et  surtout  de  la  divergence  de  la  série 

n  =  00 

V 

n  ^=  l 

puisque  l'écriture  précédente  signifierait  une  limite  déterminée. 

Toutefois  11  est  commode  de  regarder  aussi  cette  façon  d'écrire  comme  un 
pur  symbole,  où  l'attention  est  surtout  portée  sur  la  succession  des  éléments 
Ui,  Uy  ,U3,  ...,  et  de  dire,  de  ce  symbole,  qu'il  est  une  série  convergente  ou 
une  série  divergente. 

Cette  double  signification,  qui  facilite   le  langage,  ne  crée  aucune  confusion 

)i  =  00 

pourvu  qu'on   n'introduise  dans  les  calculs  le   symbole     7    u>i  que  dans  le  cas 

n  =  I 
d'une  série  convergente,  avec  le  sens  de  somme.  Ces  observations  s'appliqueront 

n  =  -|-  00 

aux  symboles  tels  que    ^  u^  qui  seront  définis  plus  loin. 
n  ^  — -00 
Enfin,  quand  le  sens  n'est  pas  douteux,  on  peut  se  dispenser  de  spécifier  les 
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de  parler  de  la  somme  de  la  série,  et  les  symboles 


2«n 


n'ont  plus  de  sens  (^). 

89.  Si  l'on  se  donne  la  suite 

Si,      s^,       . 

on  peut  former  une  série 


dans  laquelle  la  somme  des  n  premiers  termes  sera  Sn  :  il  suffit,  en 
regardant  les  quantités  Sn  comme  données,  de  déterminer  les  u,,^ 
par  les  équations 

ou 

Ui=Sj,  11,=:  s,  Sp  ...,  U„  =  Sn  ■S„_i, 

On  voit  par  là  comment,  en  partant  d'une  suite  qui  a  une  limite, 
on  peut  former  une  série  convergente  qui  a  cette  limite  pour 
somme,  comment,  en  partant  au  contraire  d'une  suite  qui  n'a  pas 
de  limite,  on  peut  former  une  série  divergente  :  et  il  est  manifeste 
que  l'on  pourra  former  des  séries^  dans  lesquelles  la  somme  des  ii 
premiers  termes  présentera,  quand  72  augmente  indéfiniment  les 
diverses  circonstances  décrites  aux  n°^  52,  60,  63.  Cette  somme 
pourra  grandir  indéfiniment,  osciller  entre  certaines  limites,  etc. 

Si,  par  exemple,  on  prends,,  =  i ,  il  est  clair  qu'on  a 


valeurs  que  doit  prendre  n  ;  ainsi,  il  m'arrivera  fréquemment  de  dire  «  la  série 
>   Un  >)  au  lieu  de  «  la  série  dont  le  n"  terme  est  u„  ». 

Cette  façon  de  parler  doit  être  évitée  avec  soin  quand  il  peut  y  avoir 
quelque  ambiguïté. 

(*)  Des  travaux  récents,  dont  il  ne  sera  pas  question  ici,  ont  montré  qu'on 
pouvait  leur  attribuer  une  signification  dans  certains  cas  et  les  utiliser,  avec 
certaines  précautions,  dans  les  raisonnements  et  les  calculs.  Voir  en  particulier 
les  Leçons  san  les  séries  divergentes  de  M.  Borel. 
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lim.  Sn=  ï  ;  la   série  dont   le   n°    terme  a,,  est  égala 

71  =  00 

c'est-à-dire  la  série 

I  I  I  

1.2       2.  3       3.  4         '       't  ( 

est  convergente  et  sa  somme  est  égale  à  i . 
Si  l'on  prend 


il  est  clair  que  s»,  pour  les  grandes  valeurs  de  n,  sera  voisin  de 
-  ou  de suivant  que  n  sera  pair  ou  impair  ;  dans  la  série  dont 

le  n^  terme  est 

i  -+-  ( —  ij"n  (n  -h  i) 
71  (n  -h  1) 

c'est-à-dire  dans  la  série 

I  —  1.2        I  H-  2.  3        t — 3.4  i+( — i)"n(n-h  1)    , 


1.2  2.3  3,  4  '"  "  ('i  -+-  i) 

la  somme  des  n  premiers  termes,  pour  les  grandes  valeurs  de  n,  est 

voisine  tantôt  de  ~ ,  tantôt  de :  la  série  est  divergente. 

En   partant    d'une    suite  s^,  s^,  ...,   pour    laquelle   on   aurait 
lim.  Sn  =  -\-  oc  ,  on  formerait  une  série  divergente,  dans  laquelle 

la  somme  des  n  premiers  termes  grandirait  indéfiniment   avec   n. 
Considérons  encore  l'identité 

j  x^ 

I  -{-  X  -{-  x^  ■+  ...     -H  x'^  —  ^  = : 


lorsque  n  augmente  indéfiniment,  le  second  membre  (n°  62)    a 

pour  limite  quand  x  est  plus  petit  que  i  en  valeur  absolue, 

et  augmente  indéfiniment,  en  valeur  absolue,  quand  x  est,  en  va- 
leur absolue,  plus  grand  que  i.  On  en  conclut  que  la  série 
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I 


est  convergente  et  a  pour  somme  — — — ,  quand  on  a  [  a?  J  <  i , 

qu'elle  est  divergente  quand  on  a  |  £c  |  >»  i  :  on  voit  encore,  direc- 
tement, qu'elle  est  divergente  pour  a?  =  i ,  puisque  la  somme  de 
ses  n  premiers  termes  est  égale  à  n  ;  pour  £c  =  • —  i  la  série  se  ré- 
duit à 

i  —  i-f-i  —  i-hi  .... 

la  somme  de  ses  n  premiers  termes  est  alternativement  i  et  o, 
elle  est  divergente. 

90.  —  Si  la  série 

(u)  «1  H-  M^  H-  ...  -+-  ii,i  H-  ... 

est  convergente,  on  peut  grouper  ensemble  des  termes  qui  se  sui- 
vent^ par  exemple  les  a^  premiers  termes,  puis  les  a.^  termes  sui- 
vants, puis  les  a^  termes  suivants,  .,.;  la  série 

(v)  Vj  H-  v^  H-  Vg  -t-  . . . 

où  l'on  supposera 

sera  convergente  et  aura  même  somme  que  la  proposée  ;  en  effet  la 
somme  de  ses  p  premiers  termes  sera  s^  _|_a^  _^  _  _^  «  ,  en  désignant 
par  Sn  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (u)  :  or  si  la 
suite  Si.,  s^,  .Ç3,  ...  a  une  limite,  on  sait  que  cette  limite  est  la 
même  que  celle  de  la  suite  s,^  ,  5„  ,  ...  s^  ,  ...  dans  laquelle 
n^,  n^,  ...  iij,,  ...  est  une  suite  quelconque  d'entiers  qui  croissent 
indéfiniment  (n°  73).  Réciproquement  si  l'on  part  d'une  série  (u) 
dont  les  termes  soient  chacun  des  sommes  de  termes  mis  entre  pa- 
renthèses, on  peut  supprimer  ces  parenthèses  et  transformer  la 
série  (v)  en  une  série  telle  que  («),  pourvu  que  cette  dernière  soit 
convergente.  Cela  résulte  du  théorème  direct  Q). 

(^)  La  convergence  de  la  série  {v),  si  on  la  suppose,  n'implique  pas  la  conver- 
gence de  la  série  (a)  ;  on  verra  plus  tard,  toutefois,  que  la  convergence  de 
l'une  quelconque  des  deux  séries  implique  celle  de  l'autre,  si  elles  sont  toutes 
deux  formées  de  termes  positifs  ou  nuls. 


)i  =  a2 

71  =  0(3 

=  ^  Un, 

.^^     "' 

^3=2  ""' 

=  OCj+I 

71  ^  a,  +  I 
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91.  —  Il  serait  naturel  tle  dire,  par  analogie  avec  les  séries,  que 
le  produit  infini 

(P)  «1   «2   •••    «n  •••' 

OU   (') 


n  =  I 


n 


est  convergent  quand  la  suite  infinie 

(p)  Pi,    Pi^     •...     Pn,     .... 

dans  laquelle  on  suppose 

Pi  =  «1'       /^â  =  «1«2'        •••'       Pn=  U^n^   ...    Un,    ..., 

a  une  limite  et  d'appeler  valeur  du  produit  infini  la  limite  de  /),„ 
pour  n  infini  ;  toutefois,  pour  le  moment^  je  ne  regarderai  un  tel 
produit  comme  convergent  que  si  cette  limite  est  différente  de  o  ; 
ainsi  le  produit  infini 

III        I 

12     3        n 

pour  lequel  on  a 

^"=1.2.3...  n' 
tend    et  qui    vers    o   quand  n  augmente   indéfiniment,    ne   doit 

(')  Le  signe  j   i  s'emploie  pour  les  produits  de  la  même  façon  que  le  signe  ^ 
'  pour  les  sommes  (note  du  n"  88)  :  ainsi 
n  :=z  r 

n  =  I 
ont  même  signification  que  u^Ui  ..,  u,;  le  symbole 

"=P  +  1 

n  =  p 

a  la  même  signification  que  u,,u,,  +  i  ...  iip  +  q-,  si  q  était  nul,  on  lui  donnerait 
le  même  sens  qu'à  Up,  etc.. 
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pas  être  regardé  comme  convergent  ;  un  produit  infini  convergent, 
dans  le  sens  restreint  du  mot,  ne  peut  admettre  aucun  facteur  nul. 
L'identité 


I 

— 

x' 

an+i 

= 

I  — 

a?^  I  - 

-x' 

I 

— 

X^ 

I 

— 

X 

I  — 

XI- 

-x' 

I  - 

-X^" 

= 

(I- 

-x)(i 

-f-  x' 

') 

(> 

+  a;2"; 

montre  que  le  produit  infini  |  j  (i  +  ^3*")  est  convergent,  (et  que  sa 

n=  I 

valeur  est      ),  quand  la  valeur  absolue  de  x  est  plus  petite 

que  I.    Le  même  produit  est   divergent   pour  les  autres  valeurs 
de  X. 

Au  reste,  on  peut  faire  sur  les  produits  infinis  une  remarque 
toute  pareille  à  celle  que  l'on  a  faite  sur  les  suites  :  Si  l'on 
part  de  la  suite  infinie  pj,  p^,  ...,  pn,  ...,  dans  laquelle  on  suppo- 
sera seulement  qu'aucun  terme  ne  soit  nul,  le  produit  infini 
UyU^,  ...  Un,  ...,  où  l'on  a  posé 

p.)  Pn 


Pi  Pu-. 

sera  tel  que  le  produit  de  ses  n  premiers  facteurs  soit  pn  ;  les  con- 
clusions sont  pareilles  à  celles  du  n°  89. 

92.  —  Il  est  clair  que  les  deux  séries 
(■S)  «j  +  «2  H-  ••••  H-  ««  -+-  «w  +  i  -+-  •••. 

sont  convergentes  ou  divergentes  en  même  temps,  car  si  l'on  dé- 
signe par  Sn  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  première,  par 
y,',  la  somme  des  r  premiers  de  la  seconde,  on  aura  5„  +  r  =  Sn  H-  5,., 
quel  que  soit  le  nombre  naturel  r  ;  puisque  ,?„  en  fixe,  il  est  clair 
que  si,  pour  r  infini,  l'une  des  sommes  s\.,  5,j^,,  a  une  limite. 
Il  en  est  de  même  de  l'autre  ;  il  est  clair  aussi  que  la  différence 
entre  leurs  limites,  si  elles  existent,  est  égale  à  Sn.  Les  séries  sont 
convergentes    ou  divergentes   en  même  temps.  Dans  le  cas  de 
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la  convergence,  la  somme  de  la  série  S'  s'appelle  le  reste  de  la 
série  S,  limitée  au  n"  terme. 

De  même,  si  Tun  des  deux  produits  infinis 

U^UJ    ...   «n^îz  4-  )    "îi  +  2   •••■> 
f^n  A    1    ^n-T-i    •••   f'n  +  ;;   •  •  •  j 

est  convergent  (au  sens- du  n°  91),  il  en  est  de  même  de  l'autre,  et, 
dans  ce  cas,  la  valeur  du  premier  produit  infini  est  égale  à  celle  du 
second  multipliée  par  n^ll^  ...,  iz„. 

Cette  remarque  est  utile  lorsqu'on  a  à  décider  de  la  convergence 
ou  de  la  divergence  d'une  série  ou  d'un  produit  infini  dont  les 
premiers  termes  présentent  quelque  irrégularité. 

93.  —  En  se  reportant  au  n°  54,  on  aperçoit  immédiatement  la 
vérité  des  propositions  suivantes. 
Si  les  séries 

«1  -h  Uo  -h  ...  H-  «„  H-  ...,  Ui  H-  l'o  -i-  ...  H-  Vn  -+-  ..., 

sont    convergentes    et  admettent   pour   sommes  les   nombres   S 


T,  l 

es  séries 

a«i  -i-  awj  -H  ...  -h  aUn  -\-  . 

-(«1  +^i)  -1-  («2  4-  v.^-+-  .. 

•    -H  ("n  -+-  V„) 

(«1  —  Vi)  -h  («2  —  U.)   +    •• 

■  H-  (««  —  V„) 

sont  aussi  convergentes  et  admettent  pour  sommes  aS,  S  -f-  T, 
S  —  T  ;  le  lecteur  trouvera  sans  peine  ides  énoncés  analogues 
pour  les  produits  infinis.  Il  est  clair  que  la  proposition  concer- 
nant la  somme  de  deux  séries  s'étend  à  un  nombre  fini  quelconque 
de  séries. 

94.  —  D'après  la  proposition  du  n°  56,  pour  qu'une  série 

(S)  Ui^  -h  Ui  -+-   ...    -4-  Un  -+-    ... 

soit  convergente  il  faut  et  il  suffit  qu'à  chaque  nombre  positif  z 
corresponde  un  nombre  naturel  r  tel  que  l'on  ait,  en  désignant  par 
Il  et  m  des  nombres  naturels 

I  s„  _,.  ,„  —  s„  I  =  I  «„  _^  j  -4-  n,^  _j_ .  4-  ...  -\-  u„  +  ,„  I  <  £. 
sous  la  seule  condition  n  >>  r.  En  particulier,  si  la  série  est  couver- 
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geiite,u„  ^_  1  =  6'„  _^  1  —  Sn  doit  tendre  vers  zéro,  quand  n  augmente 
indéfiniment  ;  cette  dernière  condition  ne  suffit  pas  d'ailleurs  à  la 
convergence,  comme  on  le  verra  plus  tard.  De  la  proposition  géné- 
rale résultent  immédiatement  celles-ci  : 

Quand  une  série  est  convergente  et  a  tous  ses  termes  positifs,  elle 
reste  convergente  quand  on  modifie  le  signe  de  tel  terme  que  l'on 
veut,  ou  quand  on  remplace  un  ou  plusieurs  termes  par  des 
nombres  plus  petits,  en  valeur  absolue  ;  en  efTet,  dans  la  série  mo- 
difiée, la  somme  \  iin  +  i -^  t^n  +  2  ~^  ••■  «n  +  m  I  6st  au  plus  égale 
à  la  somme  analogue  dans  la  série  proposée. 

Quand  une  série  a  tous  ses  termes  positifs  et  qu'elle  est  conver- 
gente, il  en  est  de  même  de  toute  série  qui  s'en  déduit  par  la  sup- 
pression d'un  nombre  fini  on  infini  de  termes,  de  tous  les  termes 
de  rang  pair  par  exemple.  On  retrouvera  plus  tard  ces  propositions 
en  suivant  une  autre  voie. 

Considérons  le  produit  infini 

(P)  ,  lhU2   ...    Un   ..-, 

dont  je  suppose  qu'aucun  facteur  ne  soit  nul  ;  je  désignerai  par  p„  le 
produit  des  n  premiers  facteurs.  Pour  que  ce  produit p„  ait  une 
limite  quand  n  augijiente  indéfiniment,  il  faut  et  il  suffit  qu'à 
chaque  nombre  positif  s  réponde  un  nombre  naturel  /'  tel  que 
l'on  ait,  quels  que  soient  les  nombres  naturels  /i  >>  7"  et  m, 

(l)  \  Pn  +  m  P«    1   =    I  P«   M  I   —    «n-M";!  +  2   •••    «n-l-TO    1   "<  £• 

Or,  si  le  produit  P  est  convergent,  la  limite  depn,  pour  n  infini, 
est  différente  de  o  ;  par  conséquent  les  termes  de  la  suite  pi,  p^,  .•■, 
pn,  ...  seront,  à  partir  d'un  certain  rang  o,  supérieurs  en  valeur 
absolue,  à  un  nombre  positif  a  ;  si  Ton  désigne  par  jj  le  plus  petit 
des  nombres  \Pi\,\  p^],  .,.,\  Pq\->  ''-^-^  dont  aucun  n'est  nul,  l'iné- 
galité (i)  entraînera  l'inégalité 

I  I        ^ 

I     I   "«  +1   "n  -i-  2   •  •  •    ^n  +  m   \   <C.   g  ' 

et  cela,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  m  ;  en  remplaçant  s  par 
^'/],  on  peut  dire  encore  que,  si  le  produit  infini  (P)  est  convergent, 
au  sens  du  n°  91 ,  à  chaque  nombre  positif  yj   doit  correspondre  un 
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nombre  naturel  /•  Ici  qu'on  ait,  quels  que  soient  les  nombres  natu- 
rels n  >■  r  et  m. 

(2)  I   _  P^+l"   U=,  I    t   _  W„  +  i«„^.;  ...   Un  +  ni   I  <  •';• 

I  Pn        I 

Inversement,  si  à  chaque  nombre  positif  r/  correspond  un 
nombre  naturel  r  tel  que  l'inégalité  (2)  soit  vérifiée  quels  que 
soient  les  nombres  naturels  n  >  r  et  m,  le  produit  infini  (P)  sera 
convergent  au  sens  du  n°  91. 

Tout  d'abord,  sicette  condition  est  vérifiée,  les  nombres /)j,  p.2,  ... 
sont  tous  inférieurs,  en  valeur  absolue,  à  un  nombre  positif  fixe  A. 
En  effet  si,  le  nombre  v;  étant  choisi  arbitrairement,  on  lui  fait  cor- 
respondre le  nombre  naturel  7'  de  manière  que  l'inégalité  (2)  soit 
vérifiée,  on  aura,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  n  ^  r, 

cette  inégalité  est  évidente  pour  n  ^=  /•  +  i  ;  elle  résulte  pour  les 
valeurs  de  n  supérieures  à  /'  -t-  i,  de  l'inégalité  (2)  où  l'on  rem- 
place n  par  r  -h  i  et  /i  -1-  m  par  n.  Or  l'inégalité  (3)  entraîne 
\  Pn  I  <C  (i  -^  'I)  1  Pr+i  I»  6n  vertu  de  la  note  du  n"  54:  tous 
les  nombres  p^,  p^,  ...  seront  donc  inférieurs  ou  égaux  au  plus 
grand  A   des   n<5rnbres   \p^\,  \ p^  |,  ...,  \pr  \,  (i  4- v;)  |p,.  +  i  I- 

Dès  lors,  il  suffira,  dans  l'inégalité  (2)  de  remplacer   y;  par  -r- 

pour  voir  qu'à  chaque  nombre  positif  ■  correspond  un  nombre 
naturel  r  tel  que  l'on  ait  \Pn  +  m  — Pn  \  <i  -,  quels  que  soient  les 
nombres  naturels  n  >>  /'  et  m.  Il  en  résulte  (n°  56)  qne p,,  a  une 
limite  pour  n  infini  ;  cette  limite  n'est  pas  nulle,  car  l'inéga- 
lité (3)  entraîne  aussi  ]  p,,  \  >  (i  —  y;)  1  p^j^  1  |,  en  supposant 
que  Yj  ait  été  pris  plus  petit  que  i . 

En  particulier,  pour  que  le  produit  infini  (P)  soit  convergent,  il 
faut  que  la  quantité  |  i  —  11,,  \  tende  vers  o  quand  n  augmente 
indéfiniment  ;  cette  dernière  condition,  toutefois,  n'est  pas  suffi- 
sante. 

On  a  l'habitude,  qui  sera  suivie  désormais,  d'écrire  un  produit 
infini  sous  la  forme 

(l    -f-l'i)   (l    -+-   l'i)    ...    (t    +    Vn)    ...  ; 
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alors,  si  le  produit  infini  est  convergent,  les  quantités  i'„  tendent 
vers  o  quand  n  augmente  indéfiniment.  J'appellerai  i'„  le  n"  terme, 
1  -h  ihi  le  n"  facteur  du  produit  infini. 


95.  —  Si  la  série  u^  -h  ii^  +  ...  4-  a„  -f-  . . .  a  tous  ses  termes 
ou  positifs  ou  nuls,  les  termes  de  la  suite 

vont  constamment  en  croissant,  ou  plutôt  ne  décroissent  jamais. 
Par  conséquent,  ou  bien  5„  tend  vers  une  limite  qui  est  alors 
(n°  57)  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  des  nombres  distincts  de 
la  suite 5j,  ^2,  ^3,  ...,  ou  bien  Sn  croît  indéfiniment  avec  n.  On  est 
dans  le  premier  cas,  et  la  série  est  convergente,  si  5„  reste,  quelque 
soit,  n,  inférieur  à  un  nombre  fixe  A  ;  alors  la  somme  de  la  série 
est  au  plus  égale  à  A,  et  il  en  est  de  même  de  la  somme  d'autant  de 
termes  que  l'on  voudra,  pris  dans  la  suite  u^,  u.^,  ...,  puisque  l'on 
peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  la  somme  Sn  enveloppe  tous  ces 
termes.  On  est  dans  le  second  cas,  et  la  série  est  divergente  lors- 
que, quelque  soit  le  nombre  positif  A,  on  peut  prendre  dans  cette 
suite  assez  de  termes  pour  que  leur  somme  dépasse  A. 

Une  série  à  termes  positifs  ou  nuls  est  donc  convergente  ou 
divergente  suivant  que  l'ensemble  (E)  des  nombres  distincts  que 
l'on  obtient  en  faisant  la  somme  de  tels  termes  de  la  série  que  l'on 
voudra  est  borné  en  haut,  ou  ne  l'est  pas.  Soit  S  la  somme  de  la 
série  supposée  convergente.  Tout  élément  de  (E)  est  inférieur  ou 
égal  à  S. 

D'ailleurs,  si  a  est  un  nombre  plus  petit  que  S,  il  y  a  dans  la 
suite  s^,  s 2,  ...,  Sn,  ...,  et  par  suite  dans  (E)  un  terme  plus  grand 
que  a.  En  d'autres  termes.  S,  que  l'on  savait  être  la  borne  supé- 
rieure de  l'ensemble  des  nombres  distincts  contenus  dans  la 
suite  5i,  s,,  ...,  s,i,  ...  est  aussi  bien  la  borne  supérieure  de  l'en- 
semble (E).  S  ne  peut  d'ailleurs  appartenir  à  (E)  que  dans  le  cas 
où  tous  les  termes  de  la  série,  à  partir  d'un  certain  rang,  sont 
nuls. 

Puisque  l'ensemble  (E)  ne  dépend  pas  de  l'ordre  des  termes  delà 
série,  la  convergence  ou  la  divergence  d'une  série  à  termes  positifs 
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OU  nuls,  la  somme  d'une  telle  série  supposée  convergente,  ne  peu- 
vent non  plus  dépendre  de  cet  ordre  (';. 

On  voit  aussi  que  si  une  série  à  termes  positifs  ou  nuls  est  con- 
vergente, il  en  est  de  même  de  toute  série  déduite  de  la  première 
eh  ne  conservant  qu'une  partie  de  ses  termes,  ou  on  remplaçant 
certains  de  ses  termes  par  des  nombres,  toujours  positifs  ou  nuls, 
qui  leur  soient  respectivement  inférieurs  ou  égaux.  La  somme  de 
la  seconde  série  est  inférieure  ou  égale  à  la  somme  delà  première.  En 
particulier,  la  somme  d'autant  de  termes  qu'on  voudra,  pris  après 
le  n^,  est  au  plus  égale  au  reste. 

Considérons  par  exemple  la  série 


a           a-                a'                                   rr 
1  H \ 1 5  4-  H 1-  .... 

I  1.2  1.2.0  1  .    2    . . .   /t 


oij  a  est  un  nombre  positif  quelconque  ;  si  l'on  suppose  n  égal 
ou  supérieur  à  la  partie  entière  de  a,  les  termes  qui  suivent  le  der- 
nier de  ceux  qu'on  a  écrits  sont  respectivement  égaux  ou  infé- 
rieurs à 


a" 


i.2...;i/iH-i         i.2...n\/i4-i/  I.2.../i\/t-j-i 

lesquels  forment  une  série  convergente  dont  la  somme  est 


1 .  2  ...  n  n 


en  sorte  que  les  termes  qui  suivent  le  (n  +  1)"  dans  la  série  propo- 
sée forment  une  série  convergente;  la  série  proposée  est  donc  elle- 
même  convergente  et  son  reste,  quand  on  la  limite  au  (/i  -h  i^" 
terme,  est  moindre  que  la  quantité  qu'on  vient  de  calculer. 

Les  propriétés  évidentes  des  séries  à  termes  positifs  ou  nuis  sur 
lesquelles  on  vient  d'appeler  l'attention  suffisent  à  établir  l'impor- 
tante proposition  que  voici. 


(1)  Ou  a  défini  au  11°  74  ce  que  c'est  que  deux  suites  composées  des  mêmes 
termes  rangés  dans  un  ordre  différent  :  cette  définition  s'applique  immédia- 
tement à  deux  séries. 
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96.  —  La  série 

III  I 


(0 


|i  +  a  ^    31-ra  -^   •••  ,^l-^°' 


€st  convergente  si  a  est  positif,  divergente  si  a  est  nul  ou  né- 
gatif^). 

Considérons  en  effet  les  termes  de  cette  série  qui  correspondent 
à  ceux  des  nombres  entiers  qui  admettent  un  même  nombre  de 
chiffres,  p  par  exemple;  il  y  a  10^  —  10'' ~  =  9  x  10  tels 
nombres;  chacun  d'eux  est  supérieur  ou  égal  à  10''  et  plus  petit 
que  10^';  chacun  des  termes  correspondants  de  la  série  est  donc 

inférieur    ou    égal  à  — [p—y)n  -t-a)  ^^  P^^^  grand  que — ^,^^  ^  aj  >  et 

leur  somme  est  comprise  entre 

9  X  io''~* 9  9  X   To''~^ 9 


Ceci  posé,  désignons  par  s^  la  somme  des  n  premiers  termes  de 
la  série  (i),  on  pourra  prendre  dans  la  série 


(2)  9 


9    _^    9     ^       ^        9 


10^       10'*         ■         lou^— 'J* 


assez  de  termes  pour  que  leur  somme  dépasse  Sn  :  or,  si  a  est  po- 
sitif, les  termes  de  la  série  (2)  sont  les  termes  d'une  progression 

géométrique  décroissante  dont  la  raison  est  — r  ;  la  somme  d'autant 

10 

de  termes  que  l'on  veut  est  inférieure  à 


9-  lo"- 
10*  —  I 

On  a  donc,  quel  que  soit  n, 

9.  10^ 


Sn  < 


(')  Oa  doit  supposer  ici  a  rationnel,  mais  cette  restriction  se  lèvera  d'elle- 
même  dès  que  l'on  aura  défini  le  sens  qu'il  convient  d'attribuer  aux  exposants 
irrationnels.  La  même  observation  s'appliquera  d'ailleurs  plusieurs  fois  dans  ce 
chapitre. 
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La  série  (i)  est  convcrgcnle. 

De  môme,  quel  que  soit  le  nombre  de  termes  que  l'on  prenne 
dans  la  série 

(3)  ^^TT^  +   ^^.V.a  +   -   +   ^^,-..a  +  -. 

on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  s,i  dépasse  la  somme  de 
ces  termes  :  or,  si  a  est  nul  ou  négatif,  les  termes  de  cette  suite 

sont  égaux  ou  supérieurs  à  y^  ;  on  peut  prendre  assez  de  ces 
termes  pour  que  leur  somme  dépasse  tel  nombre  que  l'on  voudra  ; 
dans  ce  cas  la  série  (i)  est  divergente  ;  si  a  est  positif,  on  voit  que 
l'on  pourra  toujours  supposer  n  assez  grand  pour  que  l'on  ait 

n 
s„  ^ 


en  sorte  que,  dans  ce  cas,  la   somme  de  la  série  (i)  est  comprise 

entre 

9  9-  lo*  . 

1  +  a  6t  a  ' 

lO  lO  lO     —  I 

on  aurait  pu  faire  le  même  raisonnement  en  supposant  que  la  base 
de  la  numération  fût  un  nombre  entier  positif  quelconque  a,  autre 
que  I,  et  l'on  aurait  trouvé  pour  les  deux  nombres  entre  lesquels 
la  somme  de  la  série  doit  être  comprise, 

a  —  I  (a  — ■  i]  a^ 

«1  +  =' a  ^^  r/^  —   T       " 


97.  —  La  proposition  précédente  est  un  cas  particulier  d'un 
théorème  dû  à  Cauchy,  et  dont  la  démonstration  est,  au  fond, 
dentique  à  celle  qu'on  vient  de  lire.  Voici  ce  théorème  (*). 

Soit 

(u)  Hj    -f-   «2   +    '••    -1-    «n   +    •••. 

une  série  à  termes   positifs,   pour  laquelle  je  suppose   qu'on   ait 


(1)  Dans  les  Leçons  sur  les  séries  à  termes  positijs  de  ^I.  Borel,  on  pourra  en 
voir  toute  la  portée. 
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M„-f  1  ^  Un,  pour  toutes  les  valeurs  de  n.  Si,  en  désignant  par  a  un 
entier  quelconque  plus  grand  que  i ,  on  pose  en  général 

Vn  =  a"  lia'', 

la  série  [a]  sera  convergente  ou  divergente  en  même  temps  que  la 
série 

{v)  «1  -h  «2  +  •••  +  ^»  +-  ••• 

Si  l'on  suppose  q  ^p,  la  somme  des  q  — p  termes  consécutifs 
de  la  série  (u),  dont  le  premier  est  Up  et  le  dernier  Ug_i  est  com- 
prise entre  [q  —  p)  iiq  et  [q  —  p)  u^,,  ou  bien  égale  à  l'une  de  ces 
quantités,  à  cause  de  la  supposition  u„^i  g  ii„.  Ceci  posé,  soient 
(X.,  ^,  ...,  [x,  V  des  nombres  naturels  croissants  :  appliquons  la 
remarque  précédente  aux  groupes  de  termes  de  la  série  (u)  formés 
par  les  a  —  i  premiers  termes,  les  |3  —  a  termes  suivants,  les 
7  —  ^  suivants,  ,..,  les  v  —  [x  suivants  ;  on  en  conclura  que  la 
somme  Sv—  i  des  v  —  i  premiers  termes  de  la  série  (u)  est  comprise 
entre  les  deux  quantités 

(a  —  i)  11^  H-  (p  _  a)  «p  4-  (^  —  ?)  u,^  -^  ...  H-  (v  —  (a)  u^, 
(a  —  i)  u,   +  (p  —  a)  u^  -\-  (y  —  p)  up  +  ...  4-  (v  —  ,^)  u^, 

ou  bien  égale  à  l'une  ou  à  l'autre. 

Si  maintenant  on  suppose  que  les  nombres  a,  jS,  y,  ...  forment 
une  progression  géométrique  de  7'  -h  i  termes,  dont  la  raison  et  le 
premier  terme  soient  égaux  au  nombre  entier  a,  plus  grand  que  i , 
on  aura 

P  —  rj.  =z  a{a —  i),     Y —  ^=.ar{a — i),      ...,     v  —  [j.  =  a''(a — i); 

si  l'on  se  reporte  à  la  définition  de  la  série  (y)  et  si  l'on  désigne 
par  T„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  série,  on  voit  qu'on 
a  établi  les  inégalités 

T^  +  i  ^  Sv— I  ^  (a  —  i)  («1  +  T,.), 


qui  contiennent  la  démonstration  de  la  proposition  énoncée  ;  en 
effet  si  la  série  (u)  est  convergente,  T,-  reste  inférieur  à  un  nombre 
fixe,  donc  aussi  Sv_  i,  quel  que  soit  /'  ;  comme  v  —  i  ==:  a''+  ^  —  i 
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peut  dcpassscr  tel  nombre  qu'on  voudra,  la  somme  d'aulant  de 
termes  qu'on  voudra,  dans  la  série  (a),  est  inférieure  à  un  nombre 
fixe  :  celle  série  est  convergente.  Au  contraire,  si  la  série  (u)  est 
divergente,  T,^^  et  par  suite  Sv  — ,,  peut  dépasser  tel  nombre 
qu'on  voudra  :  la  série  {u)  est  divergente. 
En  prenant 


"        n'+'-' 

a'' 

I 

r[i  +°<-) 

rr 

on  a 


la  série  (y)  est  une  progression  géométrique  dont  la  raison  est 
a-<^,  convergente  si  a  est  positif,  divergente  si  a  est  nul  ou  néga- 
tif :  on  retrouve  le  théorème  du  numéro  précédent. 

98.  On  dit  qu'une  série  est  absolument  convergente,  lorsque  la 
série  obtenue  en  y  remplaçant  chaque  terme  par  sa  valeur  absolue 
est  convergente.  Qu'une  série  absolument  convergente,  en  ce  sens, 
soit  convergente  au  sens  cjui  a  été  donné  à  ce  mot  au  début  de  ce 
chapitre,  c'est  ce  qui  a  été  déjà  démontré  n°  94.  Au  surplus,  on 
va  le  prouver  directement  et  démontrer  en  même  temps  que  la 
somme  d'une  série  absolument  convergente  est  la  différence  entre 
les  sommes  de  deux  séries  formées,  l'une  avec  les  termes  positifs,  ■ 
l'autre  avec  les  valeurs  absolues  des  termes  négatifs  de  la  série 
proposée. 

Soit  (S)  une  série  absolument  convergente,  contenant  une  infinité 
de  termes  positifs  et  de  termes  négatifs  ;  soient  (S')  et  (S")  les  deux 
séries  formées,  l'une  avec  les  termes  positifs  de  (S)  rangés  dans 
l'ordre  où  ils  se  présentent  dans  (S),  l'autre  aA'ec  les  valeurs  absolues 
des  termes  négatifs  de  (S)  rangés  aussi  dans  T  ordre  où  ils  se  présentent. 
Soit  2  la  somme  de  la  série  formée  avec  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  (S)  ;  soit  enfin  Sn  la  somme  des  n  premiers  termes  de  (S), 
s'n  la  somme  des  n'  termes  positifs  compris  parmi  ces  n  termes  et  s''^ 
la  somme  des  valeurs  absolues  des  n"  termes  négatifs  contenus 
dans  s,j.  On  a  : 

s   —  s'  s"        s'  <r'  s        s"  <r'  :^ 
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Quand  n  augmente,  s',,  et  <  ne  diminuent  jamais  ;  quand  n  aug- 
mente indéfiniment,  ces  mêmes  sommes  s^  elsl[,  toujours  inférieures 
à  1,  tendent  vers  des  limites  S',  S"  et,  par  suite,  Sn  =  <  —  s",  tend 
vers  la  limite  S'  —  S"  ;  il  est  d'ailleurs  bien  aisé  de  voir  que  S', 
S"  sont  les  sommes  des  séries  (S'),  (S")  ;  d'abord  ces  séries  sont 
convergentes,  puisque  la  somme  d'autant  de  termes  que  l'on  vou- 
dra, pris  dans  l'une  ou  dans  l'autre,  ne  peut  dépasser  1  ;  puis, 
quand  n  augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  Ji'  et  de 
n",  sans  quoi  il  n'y  aurait  dans  (S)  qu'un  nombre  limité  de  termes 
positifs  ou  négatifs  ;  donc,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  s.',  et 
s',[,  c'est-à-dire  les  sommes  des  n'  premiers  termes  de  la  série  (S') 
d'une  part,  des  n"  premiers  termes  de  la  série  (S")  de  l'autre,  ne 
peuvent  tendre  vers  d'autres  limites  que  les  sommes  respectives 
S',  S"  de  ces  séries.  C'est  ce  qu'il  fallait  établir. 

S'il  n'y  avait,  dans  la  série  absolument  convergente  donnée, 
qu'un  nombre  limité  de  termes  négatifs,  par  exemple,  la  somme  de 
la  série  serait  encore  S'  —  S",  en  conservant  à  S'  sa  signification  et 
en  désignant  par  S"  la  somme  des  valeurs  absolues  des  termes 
négatifs. 

99.  —  Dans  une  série  absolument  convergente,  on  peut,  sans 
changer  la  somme  de  la  série,  changer  l'ordre  des  termes. 

La  signification  qu'il  faut  attribuer  à  cette  expression  a  changer 
l'ordre  des  termes  »  a  été  précisée  au  n"  74,  à  propos  des 
suites. 

La  proposition  énoncée  a  été  établie  au  n"  95  pour  ce  qui  con- 
cerne les  séries  à  termes  positifs. 

11  suffit  de  se  rappeler  qu'une  série  absolument  convergente  est 
égale  à  la  différence  entre  les  sommes  de  deux  séries  à  termes  posi- 
tifs formées,  l'une  avec  les  termes  positifs  de  la  série  proposée, 
l'autre  avec  les  valeurs  absolues  des  termes  négatifs,  et  d'observer 
que,  en  vertu  du  précédent  raisonnement,  les  sommes  de  ces  deux 
séries  restent  invariables  quand  on  modifie  l'ordre  de  leurs  termes 
pour  être  bien  assuré  qu'on  peut,  sans  changer  la  somme  d'une 
série  absolument  convergente,  changer  l'ordre  de  ses  termes. 

On  verra  plus  loin  qu'il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  séries  qui 
ne  sont  pas  absolument  convergentes.  Toutefois,  même  pour  celles- 
là,  il  est  clair  que  Ton  peut  changer  l'ordre  d'un  nombre  fini  de 
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termes,  car  alors,  à  partir  d'un  certain  rang,  les  sommes  des  n  pre- 
miers termes  ne  sont  pas  modifiées. 

100.  —  Les  conclusions  énoncées  à  la  fin  du  n"  95  entraînent 
évidemment  celles-ci  : 

Toute  série  dont  les  termes  sont  respectivement  égaux  ou  infé- 
rieurs, en  valeur  absolue,  aux  termes  de  même  rang  d'une  série 
convergente,  à  termes  positifs  ou  nuls,  est  absolument  convergente. 
La  somme  de  la  première  série  est  au  plus  égale,  en  valeur  abso- 
lue, à  la  somme  de  la  seconde. 

Une  série  absolument  convergente  reste  absolument  convergente 
quand  on  supprime  une  partie  de  ses  termes. 

La  série  obtenue  en  ajoutant  terme  à  terme  (n°  93)  deux  séries 
absolument  convergentes  est  de  même  absolument  convergente. 


II.  —  SERIES  A  ENTREE  MULTIPLE 


101.  —  Jusqu'ici  on  a  affecté  chaque  terme  d'une  série  d'un 
indice  égal  au  rang  de  ce  terme,  cette  façon  d'écrire  n'a  rien  de 
nécessaire  ;  les  symboles 

U  —  i  -1- 1^0       -1-^1        -+-^2       -H  •••, 
i\        4-  «3       -+-  l's       -+-  v^       -+-  ... 


sont  aussi  clairs  que  le  symbole 


la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  première,  de   la   seconde, 
de    la    troisième,    de    la    quatrième   série    seront   respectivement 

VQ+V^-\-...  -i-U„_i,U_i-t-iJ(,-|-  ...  -+-Vn  —  2,V_i-t-V_2-{-...-hV_„, 

l'i  +  fj  -H  ...  H-  v.,n—i  ;  les  séries  seront  convergentes   ou  diver- 
gentes suivant  que  cette  somme  tendra,  ou  ne  tendra  pas,  vers  une 
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limite,  quand  n  augmente  indéfiniment.  Quand  il  s'agit  de  séries 
absolument  convergentes,  on  peut  aller  plus  loin  et  ne  tenir  aucun 
compte  de  l'ordre  des  termes  ;  il  y  a  un  intérêt  évident  à  présenter 
les  choses  de  façon  que  l'idée  d'ordre  n'intervienne  plus,  au  moins 
sous  la  forme  particulière  qu'on  lui  a  donnée  jusqu'ici. 


102.  —  Dans  le  chapitre  II,  on  n'a  considéré  que  des  ensembles 
dont  tous  les  éléments  étaient  distincts  :  Remarquons  qu'il  n'y 
aurait  aucune  difficulté  à  concevoir  des  ensembles  où  plusieurs 
éléments  seraient  identiques  ;  pour  éviter  toute  confusion,  je  n'em- 
ploierai pas  le  mot  ensemble  dans  ce  cas,  je  le  remplacerai 
par  le  mot  agrégat  :  un  agrégat  sera  défini,  si  l'on  définit 
les  éléments  distincts  qui  y  figurent,  et  si  l'on  dit  de  chacun 
de  ces  éléments  combien  de  fois  il  y  figure  :  cette  notion  est  aussi 
claire  que  celle  d'ensemble  ;  elle  suppose  que  chaque  élément  ne 
figure  dans  l'agrégat  qu'un  nombre  fini  de  fois. 

Remarquons,  en  passant,  que  si  une  série  est  convergente,  un 
terme  (non  nul)  ne  peut  y  figurer  qu'un  nombre  fini  de  fois, 
puisque  le  it  terme  doit  tendre  vers  o  quand  n  augmente  indéfini- 
ment. Quant  aux  termes  nuls,  il  est  loisible  de  n'en  pas  tenir 
compte.  Dès  lors,  il  est  certainement  permis  de  parler  de  l'agrégat 
des  termes  d'une  série  convergente  ;  fait  partie  de  cet  agrégat 
chaque  nombre  qui  figure  comme  terme  dans  la  série  ;  il  figure 
dans  l'agrégat  autant  de  fois  que  dans  la  série.  Toute  idée  d'ordre 
a  disparu.  Ce  n'est  pas  toutefois  à  ce  point  de  vue  que  je  veux  me 
placer,  mais  bien  à  celui  d'où  l'on  a  considéré  les  suites.  Une 
suite^  a-t-on  dit,  est  définie  quand  le  terme  qui  se  trouve  à  un 
rang  n  est  défini,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  n  ;  cela  revient 
à  dire  que  pour  définir  une  suite,  il  faut  faire  correspondre  à  chaque 
numéro  i,  2^  3,  ..,,  (à  chaque  élément  de  l'ensemble  des  nombres 
naturels),  un  nombre  déterminé,  le  terme  de  la  suite  dont  le  rang 
est  précisément  ce  numéro.  La  généralisation  est  immédiate.  Au 
lieu  de  l'ensemble  des  nombres  naturels,  concevons  un  ensemble 
quelconque  (E)  d'éléments  distincts  et  imaginons  qu'à  chaque  élé- 
ment de  cet  ensemble  on  fasse  correspondre  un  nombre  :  Si  l'on 
veut  réunir  tous  ces  nombres  par  la  pensée,  on  pourra  encore  donner 
le  nom  d'agrégat  à  leur  réunion  :  un  élément  de  l'agrégat  ne  sera  dé- 
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fini  que  si  l'on  dil  quelle  est  sa  valeur  et  à  quel  élément  de  ronscmble 
(E)  il  correspond.  L'idée  d'ordre  est  remplacée  par  l'idée  de  corres- 
pondance avec  un  ensemble  quelconque  {'■).  L'agrégat  de  nombres 
auquel  on  parvient  ainsi  peut  contenir  une  infinité  de  termes  iden- 
tiques :  chacun  de  ces  termes  se  distingue  des  autres  par  l'élément 
de  (E)  auquel  il  correspond,  élément  que  l'on  peut,  si  l'on  veut, 
regarder  comme  un  indice  qui  affecte  le  terme  de  l'agrégat  qui  lui 
correspond. 

Dans  les  applications  de  cette  idée  qui  vont  suivre,  applications 
qui  concernent  les  séries,  je  supposerai  toujours  que  l'ensemble  (E), 
dont  je  désignerai  par  o  un  élément  quelconque,  est  dénombrahle. 
A  part  cela,  l'ensemble  (E)  peut  être  quelconque  :  ce  peut  être 
l'ensemble  des  nombres  naturels,  ou  l'ensemble  des  nombres 
entiers,  ou  l'ensemble  des  nombres  pairs,  ou  l'ensemble  des  sys- 
tèmes de  deux  nombres  entiers,  ou  l'ensemble  des  systèmes  de  p 
nombres  naturels,  etc..  ;  à  chaque  élément  o  de  (E)  correspond  un 
nombre  ou  terme  que  je  désigne  par  Up.  Puisque  (E)  est  dénom- 
brahle, on  peut  imaginer  une  correspondance  parfaite  entre  cet 
ensemble  et  l'ensemble  des  nombres .  naturels  ;  en  supposant  que 
l'élément  o  de  (E)  et  le  nombre  naturel  n  se  correspondent,  je 
désignerai  par  Un  le  même  nombre  que  i\^  :  On  peut  dire  alors  que 
les  termes  v  sont  rangés  dans  l'ordre  u^,  11.2,  11$,  ...  Si  l'on  adopte 
un  autre  mode  de  correspondance  entre  les  éléments  o  de  (E)  et 
les  nombres  naturels,  on  range  par  là-même  les  termes  v^  dans 
une  autre  suite  Ui,  Uj,  U3,  ...,  qui  peut  se  déduire  de  la  suite 
itj,  u^,  U3,  ...,  en  intervertissant  les  termes  (n"  74),  puisque  si 
l'on  désigne  par  n  et  ©  (n)  les  nombres  naturels  qui  correspondent 
au  même  élément  o  de  (E)  dans  l'un  et  l'autre  mode  de  correspon- 
dance, la  suite  ©(i),  ©  (2),  ©  (3), .,.,  ne  diffère  de  la  suite  i,  2,3,.  ., 
que  par  l'ordre  des  termes  et  que  l'on  a 

Si  la  série  ii^  -+-  u,^  -h  ...  est  absolument  convergente,  sa  somme, 
qui  ne  dépend  point  de  l'ordre  de  ses  termes,  est  égale  à  la  somme 
de  la  série  Uj  -I-  Uo  -h  ...,   ou  de  toute   autre  série  formée  de  la 

(i)  C'est  cette  même  idée  de  correspondance  qui,  comme  on  le  verra  au 
chapitre  IV.  est  le  fond  de  l'idée  de  fonction. 
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même  façon,  et  il  est  naturel  de  regarder  cette  somme  comme 
étant  la  valeur  du  symbole 

? 

auquel  je  conserverai  le  nom  de  série  (absolument  convergente)  : 
on  dit  de  ce  symbole  que  la  sommation  y  est  étendue  à  tous  lêâ 
termes  Vp  qui  correspondent  aux  divers  éléments  o  de  (E),  parce 
que  l'on  se  représente  grossièrement  sa  valeur  comme  étant  la 
somme  de  tous  ces  termes  ;  on  dit  aussi,  par  ellipse,  que  la  som- 
mation est  étendue  à  tous  les  éléments  p  de  (E),  en  entendant 
qu'on  fait  la  somme,  non  de  ces  éléments,  mais  des  nombres  y^  qui 
leur  correspondent.  Je  dirai  de  cette  série,  et  de  sa  somme,  qu  elles 

sont  attachées  à  l'ensemble  (E).  Si  la  série     2,  "«>  formée  comme 

on  l'a  expliqué  au  moyen  des  nombres  v  ,  n'était  pas  absolument 

convergente,  il  n'y  aurait  pas  lieu  d'attribuer  au  symbole  ^  ^p  une 

P 
signification  indépendante  de  la  correspondance  établie  entre  les 

éléments  de  (E)  et  les  nombres  naturels. 


103.  —  Dire  que  la  série    2,  ""   ^^^  absolument  convergente, 

n  =  I 

c'est   dire,    en  désignant  par   u'^,  v'p,  les  valeurs  absolues   de  iin, 

n  =  00 

Vp  que  la  série  à  termes  positifs  ou  nuls   2_,  ^4  est  convergente 

n=  I 

OU  encore  que  si  l'on  considère  l'ensemble  (S')  dont  chaque  élé- 
ment est  la  somme  d'autant  de  termes  qu'on  voudra  pris  dans  la 

suite  ii[,  11'^,  ii'„,  ...  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la  somme 

d'autant  de  termes  qu'on  voudra  pris  (chacun  une  fois)  parmi  les 
nombres  v'p  qui  correspondent  aux  éléments  de  (E),  cet  ensemble 
est  borné  en  haut.  La  borne  supérieure  de  cet  ensemble  (S')  est  la 


somme  de  la  série     /v  u',^  ou  si  l'on  veut,  la  valeur  de  la    série 

;i=  I 

"V  v'p,  attachée  à  l'ensemble  (E)  (n°  95)  ;  il  apparaît  clairement 
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que  cette  valeur  ne  dépend  pas  de  l'ordre  des  termes  de  la  série, 
de  la  correspondance  entre  les  cléments  p  de  l'ensemble  (E)  et  les 
nombres  naturels. 

Si  aux  éléments  o  de  l'ensemble  (E)  correspondent  des  nombres 
positifs  on  nuls  dp,  si  la  série  ^  Up  est  convergente,  et  si  l'on  a, 

P 
quel  que  soit  l'élément  p,  v'p  ^  «p,  la  série  \^  Up,  attachée  à  (E),  est 

P 
absolument  convergente,  et  la  valeur  absolue  de  sa  somme  ne  peut 

dépasser  ^ap(n°100). 

P 

104.  —  Supposons  toujours  que  la  série   7   Up,  allachée  à  (E), 

P 
soit  absolument  convergente,  et  soit  V  sa  somme.  On  suppose, 
comme  plus  haut,  qu'il  y  ait  une  correspondance  parfaite  entre  les 
éléments  p  de  (E)  et  les  nombres  naturels  n,  ou,  si  l'on  veut,  qu'on 
ait  assigné  un  rang  n  a  chaque  élément  p  de  (E),  et  Ion  désigne 
par  Un  le  nombre  Vp  qui  correspond  au  n^  éléments  de  (E)  ;  V  n'est 

autre  chose  que  la  somme  de  la  série     2i  ^^"• 

n=  I 

Soit  (Ex)  un  ensemble  contenu  dans  E  ;  il  est  forcément  fini  ou 

dénombrable.  Le  symbole  2\  Up>  oii  la  sommation  est  étendue,  non 

P 
plus  aux  nombres  Vp  qui  correspondent  aux  éléments  de  (E)  mais 

seulement  à  ceux  de  ces  nombres  qui  correspondent  aux  éléments 
de  (Ea)  représente  encore  (n°  100)  une  série  absolument  conver- 
gente, attachée,  ainsi  que  sa  somme  lUa,  a  l'ensemble  (Ea).  Puisque 
(Ea)  est  dénombrable,  on  peut  en  faire  correspondre  les  éléments 
aux  nombres  naturels  i,  2,  ...,  ou,  si  l'on  veut,  les  ranger  dans 
un  cerlain  ordre.  Si  l'on  désigne  par  11  le  même  nombre  que  v 
lorsque  p  est  le  m"  élément  de  (E^),  on  aura  évidemment 


Ceci  posé,  imaginons  qu'on  décompose  l'ensemble  (E)  en  un  nom- 
bre fini  r  d'ensembles  partiels  (E,),  (Eo),  ...,  (Er)  sans  élément 
commun,  en  sorte  que  tout  élément  de  (E)  figure  dans  l'un  de  ces 
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ensembles  partiels  et  dans  un  seul,  que  tout  élément  qui  figure 
dans  un  de  ces  ensembles  partiels  figure  aussi  dans  (E)  ;  on  peut 
dire  encore  que  l'un  quelconque  des  ensembles  partiels  est  formé 
des  éléments  de  (E)  qui  ne  figurent  pas  dans  les  autres. 

Le  symbole  (E^)  représente  l'un  quelconque  des  ensembles  par- 
tiels (Ej),  (E.,),  ...  (E,.),  on  supposant  que  a  prenne  les  valeurs 
I,  2,  ...,  7'.  En  conservant  les  notations  précédemment  expliquées, 
c'est-à-dire   en   désignant  par   w^  la  somme  de  la  série  ^  i'^  at- 

P 
tachée  à  l'ensemble  (E^),  on  a 

(l)  V  =  ll-\  -t-  U'^  +  ...   H-  IV,.. 

Cette  proposition  ne  diffère  pas  au  fond,  de  celle  du  n°  93  qui  se 
rapporte  à  la  somme  de  plusieurs  séries;  on  aura,  en  effet,  pour 
les  valeurs  i ,  2 ,...,/'  de  a 


et  par  conséquent  (n°  93) 


H-,  =  («1 

,1    -t-   Ih.i   +   •• 

•    -+-   tï,-,l) 

+  ("1 

,2    +    «2,2    H-    •• 

•    +   Ur.l) 

+  («1, 

,m   H-   «2,m   +    • 

..    -H    «,,,„ 

mais  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre,  dont  le  m"  terme  est 
(f*i,m  ~^  ih,m  "+"•••  Ui;m)  festc  convergeute  quand  on  supprime  les 

parenthèses  et  qu'on  y  regarde  «^  o  (a  =  i ,  2 ,  . . .  r;^^=  1,2, ) 

comme  y  occupant  le  rang  (j'S  —  i  )/•-+-  a  ;   cette  série,  après  la 
suppression   des   parenthèses,    n'est   autre  en    effet   que   la    série 

n=  ce 

^  yp  ou  ^  Un  attachée  à  (E),  dans  laquelle  on  a  rangé  les  termes 

p  n  =  I 

dans  un  certain  ordre;  le  terme  de  rang  {fj  —  i)  /-  -h  a  occupait 

n  =  co 

dans  ^  Un  le  rang  qu'occupe  dans  (E)  l'élément  0  qui  se  trouve 


être  le  ^^  du  a^  ensemble  partiel  (E^^).  La  série  7_^  Un  étant  absolu- 

n  =  I 

ment  convergente,  il  en  est  de  même  de  celle  qu'on  en  déduit  par 
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l'interversion  des  termes  et,  en  particulier,  de  celle  qui  fij^'urc  dans 
le  second  rnend)re  de  l'égalité  (2)  quand  on  a  supprimé  les  paren- 
thèses ;   dans  CCS  conditions^  la  suppression  des   parenthèses  est 

légitime  (n"  90)  ;  le  second  mcnd^re  de  l'égalité  (i)  est  égal  à    7   a„ 

n:^  i 

ou  à  V  et  l'égalité  (i)  est  bien  démontrée. 

Observons  en  passant  qu'on  retomberait  sur  la  proposition  du 
n°  98  si  l'on  prenait  /■  =  2  et  si  l'on  constituait  l'ensemble  (E,) 
avec  les  éléments  o  de  (E)  auxquels  correspondent  des  termes  Vp  po- 
sitifs, l'ensemble  (E.^)  avec  les  éléments  0  de  (E)  auxquels  corres- 
pondent des  termes  négatifs  ou  nuls. 

105.  —  Mon  but  est  maintenant  d'arriver  à  la  proposition  sui- 
vante. 

Supposons  qu'on  décompose  l'ensemble  (E)  en  une  infinité  dé- 
nombrable  d'ensembles  partiels  sans  éléments  communs  (E,),  (E^), 
...,  (E,i),  ...  :  il  faut  entendre  par  là  que  si  l'on  considère  un 
élément  quelconque  0  de  ('E),  cet  élément  figurera  dans  un  des  en- 
sembles partiels  (EJ,  (E^),  ...,  (E„),...  et  dans  un  seul,  et  que, 
d'autre  part,  tout  élément  figurant  dans  un  ensemble  partiel  figure 
dans  (E)  ;  la  série 


où  iv^  désigne  toujours  la  somme  de  la  série   7   i\^  attachée  à  l'en- 

P 
semble  (Ea)  est  convergente  et  a  poui'  somme  V. 

Il  est  bien  aisé  de  se  rendre  compte  de  ce  qu'il  reste  à  démontrer 
pour  établir  cette  proposition  ;  soit  (8„)  l'ensemble  des  éléments  de 
(E)  qui  ne  figurent  ni  dans  (Ei),  ni  dans  (Ej),  ...,  ni  dans  (E„)  et 

soit  W»  la  somme  de  la  série  ^   i'^  attachée  à  l'ensemble  (8„)  ;   on 

P 
aura  par  le  théorème  précédent 

V  =  îOj  -h  10.2  +  ...  -h  u'„  H-  W,;  ; 

il  reste  à  démontrer    que  n    grandissant  indéfiniment,  AA  „  tend 
vers  o. 

Cela,  comme  on  va  le  voir,  résultera  de  l'étude  du  cas  où  tous 
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les  nombres  v^  sont  positifs  ou  nuls  :  du  même  coup,  on  aura 
prouvé  que  la  série  Wi  -\-  iv.2  ~^  • .  •  est  absolument  convergente. 

106.  —  Au  lieu  de  raisonner  sur  le  cas  où  les  nombres  u   sont 

p 

positifs  ou  nuls,  je  conserverai  aux  symboles  v   leur  signification, 

en  supposant  toujours  que  la  série   7  v   attachée  à  l'ensemble  to- 

p 
tal  (E)  soit  absolument  convergente,  et  je  raisonnerai  sur  les  va- 
leurs absolues  u' des  nombres  y„  :  la  série   7  ué,  attachée  au  même 

p  p  ^a^      r' 

p 
ensemble  (E),  est  convergente  ;  soit  M'  sa  somme.  Soient  de  même 

w^  la  somme  de  la  série  partielle    7  ^ô  attachée  à  l'ensemble  (Ea), 

p 
et  W,'j  la  somme  de  la  série  partielle  >  v^  attachée  à  l'ensemble 

P 
(8,,),  on  aura  comme  précédemment,  par  le  théorème  du   n°  104 

T  =  iv\  +  ,y;  H-  ...  -^  iv',^  -+-  w:„ 

d'où  il  résulte  déjà  que  la  série  w  +  lo^,  -h  ...  -h  w'^  -f-  ...,  dont 
les  termes  sont  positifs  ou  nuls  est  convergente  et  que  sa  somme  est 
au  plus  égale  à  V.  Il  reste  à  prouver  que  l'on  a  lim.  '^'n  =  o. 

V  est  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  (S')  dont  les  éléments 
sont  les  diverses  sommes  que  l'on  obtient  en  ajoutant  des  nombres 
v'  qui  correspondent  à  des  éléments  différents  0  de  l'ensemble  (E). 

Quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  c,  il  y  a  dans  (S')  un 
élément  A  qui  est  plus  grand  que  V  —  s  :  A  est  la  somme  d'un 
nombre  fini  de  termes  v'^  correspondant  à  différents  éléments  p  de 
(E),  lesquels  figurent  dans  certains  des  ensembles  partiels  (EJ, 
(E,),  ... 

Soit  m  le  plus  grand  des  indices  de  ceux  des  ensembles  (Ei). 
(Eg),  ...  qui  contiennent  quelqu'un  des  éléments  o  de  (E)  auxquels 
correspond  un  de  ces  termes  v^^  dont  la  somme  forme  A  :  chacun 

de  ces  termes  figurera  dans  quelqu'une  des  séries  ^  v'^ attachées 

P 
aux  ensembles  (E^),  (E^),  ...,  (E„i),  séries  dont  les  sommes  respec- 
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tives  sont  iv[,  id[^,  ...,  kj',^  :  on  aura  donc 

A  g  1V[   -+-  I1/.J.   4-   ...    -h  7//;n 

et,  a  fortiori,  pour  n  ^  m, 

A  ^  îo'j  -h  ui'2  H-  ...  -4-  ly,'» 
et,  par  conséquent 

v  —  e  <  A  s  V'  —  w,'„       w;  <  s 

sous  la  seule  condition  n  >■  m.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Maintenant,  en  reprenant  les  notations  relatives  au  cas  général 
(n*'  105),  il  est  clair  que  l'on  a 

h«i  I  ^  iv[,  \  10.^1^  iv',, ...,  \iu^\^  n4. 1  w„  I  ^  w; 

et  il  est  bien  prouvé  que  la  série 

K\  -t-  W'2  +  ...  H-  «'„  -+-••. 

est  absolument  convergente  et  a  pour  somme  V. 

107.  —  La  série  lo,  -\-  iv.^  -h  ...  étant  absolument  convergente,  on 

peut  sans  changer  la  somme,  intervertir  comme  on  veut  l'ordre  de 

ses  termes  ;  cette  simple  remarque  permet  de  généraliser  encore  un 

peu  la  forme  du  théorème  qui  vient  d'être  démontré,  ce  qui  sera 

commode  pour  les  applications.  Reprenons  l'ensemble  dénombrable 

(E)  auquel  est  attachée  la  série  absolument  convergente   7  vj',  on 

P 
l'a  décomposé  en  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  partiels, 

dont  on  a  représenté  l'un  quelconque  par  (E^),  l'indice  a  pouvant 
prendre  toutes  les  valeurs  i,  2,  ...  qui  constituent  l'ensemble  des 
nombres  naturels.  Cette  dernière  supposition  a  été  introduite  pour 
la  commodité  de  la  démonstration,  mais  n'a  rien  d'essentiel.  On 
peut  tout  aussi  bien  imaginer  que  a  représente  un  élément  quel- 
conque d'un  ensemble  dénombrable  (A)  d'objets  distincts,  en  re- 
gardant toujours  w^  comme  la  somme  de  la  série  absolument  con- 
vergente ^  y^  attachée  à  l'ensemble  (EJ.  De  cette  façon,  à  chaque 

p 
élément  a  de  l'ensemble  (A)  correspond  un  nombre  déterminé  u\, 
et  il  sera  permis  de  parler   de  la  série   absolument  convergente 
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lu^  attachée  à  l'ensemble  (A),   série  qui  ne  différera  que  par 


l'ordre  des  termes  de  la  série  tVi  -H  lu^  -+-  •  •  •  sur  laquelle  ont 
roulé  les  raisonnements  antérieurs.  —  On  est  ainsi  amené  à  la 
forme  générale  que  voici  de  la  proposition  qui  a  fait  l'objet  des 
numéros  précédents. 

Soit  (E)  un  ensemble  dénombrable  d'objets  distintes  p,  auquel 

est  attachée  une  série  absolument  convergente  y,  ^p  î  ^oit  (A)  un 

p 
autre  ensemble  dénombrable  d'objets  distincts  a  ;  supposons  que  l'en, 
semble  (E)  soit  décomposé  en  une  infinité  dénombrable  d'ensembles 
partiels  (Ea),  sans  élément  commun,  dont  chacun  corresponde  à  un 
élément  a  de  l'ensemble  (A)  :  on  entend  par  là  que  chaque  élément 
de  (E)  figure  dans  l'un  des  ensembles  partiels  (Ea)  et  dans  un  seul, 
et  que  tout  élément  de  l'un  quelconque  (Ea)  des  ensembles  partiels 
figure  dans  l'ensemble  (E).  A   chacun  de  ces  ensembles  (Ea)  est 

attachée  une  série  absolument  convergente  ^  Vp,  où  il  est  entendu 

P 
que  la  sommation  est  étendue  à  tous  les  éléments  de  l'ensemble 
(Ea)  ;  soit  iv^  la  somme  de  cette  série  ;  à  chaque  élément  a  de  l'en- 
semble (x\)  correspond  un  nombre  iVoi  ;   la  série  ^  w^  attachée 

ainsi  à  l'ensemble  (A),  où  la  sommation  est  étendue  à  tous  les  élé- 
ments de  (A),  est  absolument  convergente  et  sa  somme  est  égale  à 
la  somme  de  la  série  ^   Wq  attachée  à  l'ensemble  (E). 

p 
Dans  le  cas  où  tous  les  termes  v^  de  la  série    7  u^  attachée  à  (E) 

P 
sont  positifs  ou  nuls,  lors  même  qu'on  ne  sait  rien  sur  la  conver- 
gence de  la  série  attachée  à  (E),  si  l'on  reconnaît  sur  chaque  série 
attachée  à  un  ensemble   partiel   (Ea)  qu'elle  est  convergente,  sa 
somme  Wgj  est  alors  un  nombre  positif  ou  nul;    si  l'on  reconnaît 

enfin  que  la  série  2,  ^^'a'  attachée  à  l'ensemble  (A)  est  convergente, 

a 

on  peut  affirmer  la  convergence  de  la  série  2,  ^p  attachée  à  (E)  ;  en 

P 
effet  si  l'on  prend  autant  de  termes  que  l'on  veut  dans  celte  der- 
nière série,  chacun  de  ces  termes  figure  dans  quelqu'une  des  séries 
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ayant  pour  somme   l'un  des  noml)res  iik^.,  et   la   somme   de   ses 
termes  ne  dépasse  ni  la  somme  de  ces  nombres  iv-j,,  ni,  a  fortiori 

la  somme    >   to^.  L'ensemble  dont  les  éléments  sont  des  sommes  de 

a 

termes  pris  dans  la  série  attacliée  à  l'ensemlile  (E)  est  donc  borné  en 
haut. Cette  série  est  convergente  et  sa  somme  est  égale  à  la  somme  de 

la  série  ^  "';(• 

a 

Mais,  si  les  nombres  u^  n'étaient  pas  tous  de  même  signe, 
on  ne  pourrait  conclure  la  convergence  absolue  de  la  série 
'V^  Vo  attachée  à  l'ensemble  (E)  ni  de  la  convergence  absolue  des 

P 
séries  partielles  attachées  aux  ensembles  (Ea).  ni  de  la  convergence 

absolue  de  la  série  V  »'^  attachée  à  l'ensemble  (A). 

a 

Dans  ce  cas  on  se  reportera  à  la  série   >   v'p  formée  par  les  va- 

P 
leurs  absolues  des  termes  de  la  série    >   iv,.  Si  l'on   parvient,  par 

un  procédé   quelconque  à  démontrer  la  convergence  de   la  série 
2\  V?  attachée  à  (E),  par  exemple  en  constatant  d'abord  la  conver- 

P 
gence  des  séries  /,  Up  attachées  aux  ensembles  partiels  (Ea),  puis  la 

P 
convergence  de  la  série    7   t(4  attachée  à  (x\),  dont  les  termes  sont 

a 

respectivement  les  sommes  des  séries  précédentes,  on  sera  bien 
certain  que  la  série    7   l'p  attachée  à  (E)  est  absolument   conver- 

P 
gente.  Cette  remarque  sera  appliquée  dans  les  n"'  Hl  et  112. 

108. —  Supposons,  comme  premier  exemple,  que  l'ensemble  (E) 
soit  l'ensemble  des  nombres  entiers  (négatifs,  nuls  ou  positifs).  Le 
signe  p  désignera  alors  un  quelconque  de  ces  nombres  entiers, 
Vo  est,  par  hypothèse,  déterminé  pour  chaque  valeur  entière  de  0  : 
on  peut  établir  la  correspondance  entre  chaque  nombre  0  et  chaque 
nombre  naturel  n  comme  on  l'a  expliqué  au  n°  70,  en  supposant 
les  nombres  p  rangés  dans  la  suite  o,  i,  —  i,  2,  0 —  2,  ...   et  en 
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faisant  correspondre  à  chaque  nombre  p  le  rang  ?i  qu'il  occupe  dans 

n  =  00 

cette  suite  ;  la  série  ^  iin  peut  alors  s'écrire 


Vfl  -4-  v_i  H-  Vi  H-  U2  H-  V  — 2  -i-  ••••  ; 

Si  on  la  suppose  absolument  convergente,  elle  est,  d'après  le 
théorème  précédent,  ou  tout  simplement  en  vertu  des  n"^  93  et  90, 
la  somme  des  deux  séries 


VQ-h  V-l   -+■  V_2  -h   .,.   =    ^ 


p=  —  co 
Vp 
p=0 
p=00 

Vi  +  i'i  -+-i'3  +  •••  =  2^^ 

P^  I 

qui  sont  elles-mêmes  absolument  convergentes.  Cette  somme  se 
représente  par  le  symbole 

p  =  +  oo 

y  l'p. 

p = — <^ 

Il  importe  de  remarquer  que  ce  symbole  s'emploie  lors  même 
que  la  série 

Vq  -h  v^  -i-  v_i  -h  Uj  -h    v_2-+-  ... 
n'est  pas  absolument  convergente.    Toutes  les  fois  que  les  deux 

P  = X>         p  =:  OO 

séries  partielles      2,  ^p?     2-i  ^?  ^^^^  convergentes,  même  sans  l'être 

p  =  0  p  =  I 

absolument,  mais  seulement  lorsque  ces  deux  séries  sont  conver- 
gentes, on  emploiera  le  symbole 

rj=z-\-<X> 
p  ::=  —  ^ 

pour  représenter  la  somme  de  leurs  sommes .  Le  terme  auquel  on 
fait  commencer  les  deux  séries  partielles  n'a  d'ailleurs  pasd'impor- 
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tance  :   si  les  deux  séries    écrites  sont  convergentes    il  en  est  de 
même,  par  exemple,  des  deux  séries 

Vj,  -+-  Vj,^i  -+■  v,,_2  +  •••  H-  u„  -4-  v_i  4-  v_2  -4-  .... 

Up  +  1   -H   V;,  +  2   4-  l';;  +  3  4-    •  •  -, 

dont  les  sommes  respectives  peuvent  s'écrire 


p  =  —  "^            p  =  p                             p 

=  +  » 

p  =  p 

2^p-^  Z^^P' 

E".- 

2"p 

p  =  0                        =:  I 

p=i 

P=I 

la  somme  de  leurs  sommes  est  encore 

p=4-<»             p  =  +  co 

p=  +  00 

2  "P  -+-  2  "p = 

2j^p  • 

p  =  0                        p=I 

p  =  CO 

Toujours  sous  la  supposition  de  la  convergence  des  deux  séries 
partielles,  il  est  clair  que  la  somme 

p  =  4"  ^ 
2  "P 

P  =  —  oo 

peut  être  regardée  comme  la  limite  pour  p  infini  de  la  somme  de 
2p  4-  I  termes, 

p  =  +  p 

Zj  '•'p  "=  '"-p  -^  î^-2)  +  i  4-  ...  4-  f -1  4-  ^0  -I-  ^1  -^  •••  H-  i-V  î 
p  =  — P 

mais  cette  limite  pourrait  très  bien  exister  sans  que  les  deux  séries 
partielles  fussent  convergentes  ;  c'est  ce  qui  arriverait,  jjar  exemple, 
si,  quel  que  fût  le  nombre  naturel  p,  on  avait  y_^  =  —  v,,  :  la 
somme  précédente  serait  toujours  égale  à  v^  ;  elle  aurait  v^  pour 
limite,  et  cependant,  la  série  Vi  -i-  v^  -\-  v^  -\-  ...  pourrait  très  bien 
être  divergente.  Si,  au  contraire  les  deux  séries  partielles  sont  con- 
vergentes, il  est  clair  que,  en  désignant  par  p,  q  deux  nombres 
naturels  quelconques,  la  somme 


P  =  p 
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tend  vers 

p  =  +  <»  ,    ■ 

^     Vo 

p  = CO 

pourvu  que  p  et  q  grandissent  indéfiniment. 

109.  —  Comme  second  exemple,  je  vais  considérer  le  cas  où 
l'ensemble  (E)  est  soit  l'ensemble  des  systèmes  (a,  |3)  de  deux 
nombres  entiers  a,  ]3,  soit  une  partie  de  cet  ensemble,  d'où  l'on 
aurait  exclu  certains  systèmes  (a,  jj)  en  nombre  fini  ou  infini.  Le 
signe  0,  qui  désigne  un  élément  quelconque  de  l'ensemble  (E)  peut 
alors  être  remplacé  par  le  système  (a,  |5)  :  On  suppose  toujours 
établie  une  correspondance  parfaite  entre  l'ensemble  (E)  et  l'en- 
semble des  nombres  naturels  n  ;  à  cbaque  élément  (oc,  |S)  de  (E)  est 
attaché  un  nombre  v^  n  et  l'on  suppose  encore  iin  ^  v^  o  toutes 
les  fois  que  l'élément  {a,  ^)  de  (E)  et  le  nombre  naturel  /i  se  cor- 
respondent ;  enfin   on  suppose  absolument    convergente  la   série 


ji^ 


Un  OU  ^  Vp,  que  l'on  représente  aussi  par  le  symbole 


2  \?. 


3 


On  peut  s'aider  de  la  représentation  géométrique  expliquée  au 
n°  75;  qu'on  se  représente  le  plan  décomposé  en  carrés  au  moyen 
de  deuc  systèmes  de  droites  parallèles  ;  les  droites  d'un  système 
étant  perpendiculaires  aux  droites  de  l'autre  ;  chaque  file  horizon- 
tale est  numérotée  au  moyen  d'un  nombre  entier  a  (positif,  nul, 
ou  négatif)  ;  chaque  file  verticale  au  moyen  d'un  nombre  entier  5  ; 
chaque  carré  porte  ainsi  deux  numéros  a,  fj. 

On  imaginera  que  chaque  nombre  v^  o  est  inscrit  dans  la  case 
qui  porte  les  deux  numéros  a,  jS.  Si  l'ensemble  (E)  ne  contient  pas 
tous  les  systèmes  a,  [j,  certaines  cases  resteront  vides  ;  des  files 
entières,  soit  horizontales  soit  verticales  peuvent  rester  vides  :  la 
file  horizontale,  numérotée  a^  serait  vide  si  tous  les  systèmes  (a,  /5) 
dont  le  premier  nombre  est  a^  devaient  être  exclus.  Un  cas  fréquent 
est  celui  où  l'ensemble  (E)  ne  contient  que  les  systèmes  (a,  |3)  for- 
més de  deux  nombres  naturels  ;  alors  on  peut,  au  lieu  du  tableau  à 
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double  enlrcc,  à  extension  indérinic  dans  Ions  les  sens,  se  figurer 
un  laijleauà  double  entrée  limité  en  bas  et  à  gauche,  s'étendant  in- 
définiment vers  le  haut  et  vers  la  droite  :  tout  cela  a  été  expliqué 
au  n"  75.  Enfin  orf  peut  supposer  que  les  cases  pleines  soient  nu- 
mérotées au  moyen  d'un  seul  numéro  et  employer  pour  cela  les 
nombres  naturels  i,  2,  ...  :  ce  double  mode  de  numérotage  permet 
de  réaliser  la  correspondance  parfaite  entre  l'ensemble  (E)  et  l'en- 
semble des  nombres  naturels. 

Tout  ceci  rappelé,  considérons  une  valeur  particulière  de  a  et 
désignons  par  (Ea)  l'ensemble  des  systèmes  (a,  ij)  où  le  premier  in- 
dice a  celte  valeur  particulière  (')  ;  l'ensemble  (Ea)  est  contenu  dans 
(E).  L'ensemble  (E)  peut  être  ainsi  regardé  comme  étant  décomposé 
en  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  partiels  (Ea),  que  l'on  ob- 
tient en  donnant  à  l'indice  a  toutes  les  valeurs  entières  possibles, 
ou  au  moins  toutes  celles  qui  ne  servent  pas  à  numéroter  une  file 
horizontale  entièrement  vide.  Les  nombres  Ua,p  qui  sont  contenus 
dans  la  file  horizontale  numérotée  a,  sont  tous  affectés  du  même 
premier  indice  a,  ils  se  distinguent  par  le  second  indice  p,  dont 
les  valeurs  diverses  forment  un  ensemble  fini  ou  dénombrable. 
(Ea)  désigne  l'ensemble  des  systèmes  (a,  p)  où  le  premier  in- 
dice a  une  valeur  fixe  a,  tandis  que  le  second  indice  prend  toutes 
les  valeurs  possibles  non  exclues  :  L'ensemble  dénombrable  des  en- 
sembles partiels  (Ea)  reproduit  évidemment  l'ensemble  primitif  (E), 
qui  est  donc  bien  composé  des  ensembles  (Ea)  ;  à  chacun  de  ces 
ensembles  (Ea)  est  attachée  une  série,  dont  les  termes  sont  les 
nombres  v^,^  placés  dans  les  cases  de  la  file  horizontale  qui 
porte  le  numéro  a.,  série  qui  est  absolument  convergente,  puis- 
qu'elle ne  contient  qu'une  partie  des  termes  de  la  série  absolument 

convergente  /^  Ua,p  ;  soit  w^  la  somme  de  la  série  attachée  à  l'en- 

semble  (Ea).  Le  nombre  tCa  est  ainsi  attaché  à  l'indice  a  ;  les  Aaleurs 
non  exclues  de  cet  indice  forment  un  ensemble  dénombrable  (A) 
auquel  est  attachée  la  série  absolument  convergente  ^   lUa,  dont 

a 

la  somme  est  égale  à  celle  de  la  série  ^   L'a,|â  attachée  à  (E). 

a,  ji 

(')  Si  tous  ces  systèmes  devaient  èlre  exclus,  rcnsemble  (Ea)  n'existerait  pas. 
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On  se  représente  les  choses  d'une  façon  commode,  malgré  son 
incorrection,  en  imaginant  que  pour  faire  la  somme  de  tous  les  nom- 
bres Ua,p  da  tableau  à  double  entrée,  on  a  fait  d'abord  la  somme 
Wx  de  tous  les  termes  contenus  dans  une  même  fde  horizontale,  puis 
la  somme  de  toutes  les  sommes  partielles  rt'a. 

Il  est  clair  qu'on  aurait  pu  tout  aussi  bien  faire  les  sommes  des 
termes  contenus  dans  chaque  fde  verticale,  puis  la  somme  de 
toutes  les  sommes  partielles  ;  on  aurait  obtenu  le  même  résultat, 
la  somme  de  la  série  absolument  convergente  ^  ^a  s* 

Plaçons-nous  dans  le  cas  où  aucun  des  systèmes  [a,  p)  n'est 
exclu,  où  les  lettres  a,  p  doivent  prendre  séparément  toutes  les 
valeurs  entières,  et  où,  ainsi,  aucune  case  du  tableau  à  double 
entrée  n'est  vide  :  on  peut  toujours,  d'ailleurs,  se  mettre  dans  ce 
cas,  quitte  à  mettre  des  zéros  dans  les  cases  vides. 

On  pourra  alors  écrire,  en  adoptant  les  notations  expliquées 
dans  le  n°  108. 

jE  =  +  co  a  =  4-a)  a  =  +  oo.''p  =  -|-oo  \ 

^z=  —  oo  a,  j3  a  =  —  co  a=  —  co\p=  —  <x>  ! 

le    dernier    membre    a,    par    définition,    la    même    signification 

a^  —  oo 

que   2i  ^^'^t-  ^^  supposant  toujours  que  la  série  proposée  est  abso- 

a  z=  -[-  oo 

lument  convergente,  on  peut  écrire,  d'après  les  explications  qui 
précèdent 


p  =  —  00   \a  =  —  00  /  a,  p 


2      :Sv?    =2v? 


Si  l'ensemble  (E)  au  lieu  d'être  formé  de  tous  les  systèmes  (a,  /5) 
où  a,  [j  sont  deux  nombres  entiers,  était  formé  de  tous  les  systèmes 
(a,  [j)  où  a,  j5  sont  deux  nombres  naturels,  et  si  la  série  attachée  à 
(Ej  était  toujours  absolument  convergente,  on  écrirait  de  même 
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Supposons  que  l'ensemble  (E)  soit  l'ensemble  des  systèmes 
(a,  fj,  y)  de  trois  nombres  naturels,  positifs,  nuls  ou  négatifs.  A 
chacun  de  ces  systèmes  correspond  un  terme  Ua.^.v  et  l'on  suppose 
toujours  que  la  série 

étendue  à  tous  les  éléments  de  cet  ensemble  soit  absolument  con- 
vergente. On  peut  prendre  pour  ensemble  partiel  (Ea)  l'ensemble 
des  systèmes  (a,  fj,  y)  pour  lesquels  a  a  une  valeur  fixe  ;  si  l'on  dé- 
signe alors  par  u'a  la  somme  de  la  série 

a  =  -f-  <» 

la  somme  de  la  série  proposée  sera  encore  ^   iVx  ou,  si  l'on  veut. 


a 

■^ 

+ 

00 

a 

A 

L 

co 

on  peut  continuer  ainsi. 

Au  lieu  d'écrire,  avec  le  sens  qui  vient  d'être  expliqué, 


a=  +  '^ 

^P  =  +  a.          \ 

a^  -|-  oo 

?=+* 

/v  =  -f  co 

2  ( 

V  2  ".^  )• 

y 

2 

V, 

a  =  —  co 

Vp  =  -co              / 

a  := co 

_,3  =  — co 

Vï=^- 

on  écrit  plus  simplement,  et  avec  le  même  sens, 


2     2".?- 

a  =  —  oo    p^  —  00 


a=-|-oo    p  = -}- 00    vr=-l-oo 

2     2   '2"-^.- 

jiaM                   JêêêM  ^^ 

OL^z  —  00     3=: oo    ytrr  —  ce 


110.  —  Il  convient  de  remarquer  que  l'emploi  de  ces  symboles  est 
légitime  lors  même  qu'on  n'a  plus  alîaire  à  des  séries  absolument 
convergentes,  sous  des  conditions  que  je  me  contenterai  d'énoncer 
pour  le  premier  de  ces  symboles,  celui  qui  comporte  deux  signes^  . 
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1°  On  suppose  que  la  série 

P  =  — c» 

est  convergente  quel  que  soit  a,  c'est-à-dire  (n»  108),  que  les  deux 
séries 

sont  convergentes. 

P  =  +  co 

1"  En  désignant  par  Wx  la  somme  de  la  série   7  w^  p,  on  sup- 

B  =  — 00 

pose  que  la  série 

a^  —  00 

est  convergente  :  la  somme  de  cette  série  est  la  valeur  de  la  somme 
double 

2       2vr    . 

a=:— co     p  =  —  00 

Mais  lorsqu'on  n'a  pas  affaire  à  des  séries  absolument  conver- 
gentes, l'égalité 

2     2^*'P""   2     2"«'P 

a^  —  00    P=:  —  00  P^=—  —  °0     a=r  —  00 

où  le  second  membre  doit  être  défini  comme  on  a  fait  le  premier,  n'est 
pas  toujours  vraie  ;  il  peut  même  arriver  que  le  second  membre  n'ait 
plus  de  signification  ;  on  ne  peut  plus  affirmer  non  plus  que  l'un 

n  =  00 

OU  l'autre  membre  soit  égal  à  la  somme  ^  Un  de  la  série  dont 

n  =  I 

les  termes  sont  les  nombres  Ua,  p,  rangés  dans  une  suite  linéaire,  et 
cette  dernière  série  peut  n'être  pas  convergente. 

On  donne  souvent  le  nom  de  séries  à  double,   triple,  . . .  entrée, 
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de  sommes  tlonblcs,  triples,  ...  à  des  expressions  telles  que  celles 
que  l'on  vient  de  considérer. 

m.  —  Considérons  la  série V  x"^  +  ^  où  l'on  suppose  que  les 

systèmes  (a,  /5)  sont  formés  de  deux  entiers  positifs  ou  nuls,  d'ail- 
leurs quelconques.  Cette  série  est  absolument  convergente  quand  on 
a  \x  1<  I,  ainsi  qu'il  résultera  du  calcul  même  qui  fournit  sa 
somme,  en  regardant  x  comme  positif.  On  a 

3  =  00  P  =  co 

P=  o  P=  o 

a  =  00  a  =  00 

a,  p  a  =  o  a=o 

En  rangeant  les  termes  de  la  série  dans  le  tableau 

I  -h  ce  +  a^  H-  îc^  H-  ... 

-^  X  -^-  x'^  -\-  x^  -\-  ... 

-h  ic^  -t-  33^  -h  .!. 

H-  x^  -+-  ... 


et  en  faisant  les  sommations  par  lignes  verticales  on   trouve  la 
série 

I  -t-  2  ce  -H  3  a--  -h  4  aî^  + 

qui,  ainsi,  est  absolument  convergente,  sous  la  supposition  1  œ  [  <  i , 

,       .                                    1 
et  qui  a  pour  somme -,  • 

^       ^  (i  —  xY 

On  peut  observer  que  l'ordre  adopté  dans  le  tableau,  revient  à 
faire  correspondre  à  l'ensemble  des  systèmes  de  deux  nombres  en- 
tiers positifs  ou  nuls  (a,  |3)  l'ensemble  des  systèmes  de  deux  nom- 
bres positifs  ou  nuls  {p,  q),  pour  lesquels  on  a  p  ^  ç,  par  les  con- 
ditions /)  =  a,  g  =  a  -h  |3  ou  a  =p,  (^  =  <]  —  P»  ^^  ^  ^1°^^ 

a,  p  p,  q  q^=op  =  o  7  =  0 
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On  arrive  au  même  résultat  en  transformant  la  série  à  double 
entrée  clans  ime  série  simple,  d'après  cette  convention  que  le 
terme  x'^'^'^  précédera  le  terme  x'^'  '^'^  si  l'on  a  a  -i-  /S  >  a'  -r-  |3', 
et  en  groupant  ensemble  les  n  -i-  i  termes  égaux  pour  lesquels 
a  H-  p  a  la  valeur  72. 

112.  —  Considérons  la  série  ^  x^^  où  les  systèmes  (a,  ]S)  sont 

a,  jî 

formés  de  deux  nombres  naturels  :  cette  série  est  encore  absolu- 
ment convergente  quand  on  suppose  ]  œ  ]  <  i,  ainsi  qu'il  résul- 
tera du  calcul  suivant  en  supposant  x  positif.  On  a 


Si  l'on  groupe  ensemble  les  termes  égaux  pour  lesquels  afj  est 
égal  à  un  nombre  naturel  n,  on  voit  de  suite  que  le  nombre  de  ces 
termes  est  le  nombre  o\  de  diviseurs  de  n,  en  sorte  que  l'on  a 


y  -^'—  =  y  o„x". 

-*»»'      I   —  x^  -— ^ 

a= I  n  = I 


d'après  la  démonstration  même,  on  est  assuré  que  la  série  qui 
figure  dans  le  second  membre  est  convergente,  sous  la  condition 
\x  I  <C  I.  <^i  doit  être  pris  égal  à  i  ;  si  n  est  un  nombre  premier, 
â'n  est  égal  à  2 . 

Considérons  encore  la  série  y  ( — i)P— i£c°'(2r  —  i),  oùles  sys- 

tèmes  (a,jj)  sont  formés  de  deux  nombres  naturels  :  elle  est  ab- 
solument convergente  sous  la  supposition  |  ce  |  ■<  i,  puisque  si  l'on 
réduit  les  termes  à  leurs  valeurs  absolues,  elle  ne  comportera 
qu*une  partie  des  termes  de  la  série  précédente.  On  a 


2  (_i)P-^x='(^?-0 

a,p 


i3  =  oo 


I  ^  I   ._  x' 


^  I  ^  i.-x^P"^ 
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L'idcnliLé 


V  ^J!: =    V  (—  i)'^     '  .r"-'^     ' 


est  celle  que  j'avais  en  vue.  Ici  encore,  il  serait  naturel  de  grouper 
ensemble  les  termes  pour  lesquels  a  (2  ^  —  i)  est  égal  à  n;  le 

coefBcient  y„  de  .r"  dans  la  série  ^   y»  ■^"  ^1"^  ^'^^^   obtient  ainsi 

1  =  I 
apparaît  comme  l'excès  du  nombre  de  diviseurs  impairs  de  n  qui 
sont  de  la  forme  4  /*  -H  i  sur  le  nombre  de  ces  diviseurs  qui  sont 
de  la  forme  k  p  —  i-  En  particulier  si  n  est  un  nombre  premier  de 
la  forme  4 />  —  i,  dont  les  deux  seuls  diviseurs  impairs  sont  i  et 
k  p  —  1 ,  7«  est  nul  ;  si  n  est  un  nombre  premier  de  la  forme  k  p-{-  1, 
y„  est  égal  à  2.  On  démontre  que  y»  représente  en  général  le  nom- 
bre de  systèmes  distincts  d'entiers  positifs  ou  nuls  (u,  v)  qui  vérifient 
l'égalité  II-  -+-  1)2  __  j-^^  ÇQ  nombre  étant  toutefois  diminué  d'une 
unité  quand  n  est  carré  parfait.  Cette  propriété  du  coefficient  y,;, 
résulte  très  facilement  d'une  identité  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  (').  Mon  seul  but  en  l'énonçant  est  d'indiquer  au 
lecteur  l'un  des  points  o\x  la  théorie  des  nombres  et  les  théories 
analytiques  se  rencontrent. 


113.  —  On  peut  ranger  tous  les  nombres  naturels  autres  que 
un,  dans  un  tableau  à  double  entrée,  que  le  lecteur  s'imaginera 
très  facilement  s'il  veut  bien  se  reporter  à  la  façon  dont  on  apprend, 
en  arithmétique,  à  former  une  table  de  nombres  premiers.  Dans 
chaque  ligne  horizontale,  les  nombres  se  suivront  par  ordre  de 
grandeur  croissante.  La  première  ligne  horizontale 

2,  4.  6.  8,  ... 


(1)  Voir,  par  exemple,  dans  les  Eléments  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiqaes 
de  MM.  Ta?«-nert  et  Molk  (Paris,  Gauthier- Villars)  les  formules  CX;,  LXXI3, 
XXXVIi  et,  même  ouA-rage,  t.  IV,  p.  260. 
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contient  tous  les  nombres  pairs  ;  il  n'y  aura  plus  de  nombres  pairs 
dans  les  lignes  suivantes.  La  seconde  ligne 

3,  9,  i5,  21,  ... 

contient  tous  les  nombres  impairs  divisibles  par  3  ;  de  tels  nombres 
ne  figurent  pas  dans  les  lignes  suivantes.  La  troisième 

5,  26,  35,  55,  ... 

contient  tous  les  nombres  qui  sont  divisibles  par  5  sans  l'être  par  2 
ou  par  3 .  La  rf  ligne 

commence  par  le  n"  nombre  premier  p  (')  et  contient  tous  les 
nombres  naturels  divisibles  par  p,  qui  ne  sont  pas  divisibles  par 
un  nombre  plus  petit  que  p  :  en  sorte  que,  si  l'on  divise  parp  les 
termes  de  cette  it  ligne,  on  obtiendra  comme  quotients  tous  les 
termes  de  la  suite  i,  2,  3,  4,  •■,  qui  ne  figurent  dans  aucune  des 
n  —  I  lignes  précédentes. 

Ceci  posé,  soit  /•  un  nombre  positif  plus  grand  que  i,  affectons 
de  l'exposant  —  r  tous  les  termes  de  la  suite  2,  3,  fx,  ...  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose,  tous  les  éléments  du  tableau  à  double  entrée 
précédemment  défini  ;  Soit  enfin 

I         I         I 

le  second  membre  est,  comme  on  sait,  une  série  convergente  et  l'on 
a  défini,  dans  ce  qui  précède,  un  mode  particulier  de  transforma- 
tion en  série  à  double  entrée  de  la  série 

III 

Faisons  les  sommes  des  séries  partielles  répondant  à  chaque  li- 
gne horizontale  du  tableau,  et  désignons  en  général  par  s,,  la 
somme  des  éléments  de  la  ligne  qui  commence  par  le  nombre  pre- 
mier p  :  soit  encore  p'  le  nombre  premier  immédiatement  inférieur 

(1)  On  ne  considère  pas  i  comme  un  nombre  premier. 
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àp;  la  loi  d'après  laquelle  on  a  formé  le  tableau  fournit  immédia- 
tement les  égalités  suivantes. 

s,  —  -,  s, 


S,.  =  ^,  (s  —  S,  —  S3  —  ...  —  v)- 

Lorsque/)  augmente  indéfiniment  la  somme 5.^  -l-  ^3  -f-  . . .  4-  5^, 

a  pour  hmite  la   somme   s  —  1   de  la   série  — :  -f-  t;  +  77  H-  • . .  ; 
la  quantité 

s  s,  S3  Sj^  ...   Sj,'   =  jy'Sj, 

a  donc  pour  limite  l'unité  ;  par  conséquent  le  produit  infini 

où  figure,  dans  les  dénominateurs,  la  suite  des  nombres  premiers, 
a  pour  A^aleur  l'inverse  de  la  série 

oiî  figure,  dans  les  dénominateurs,   la  suite  des  nombres  naturels. 


114.  —  Supposons  que  les  deux  séries 

n^co  11  =  X 

n  =-  I  ?i  ^  I 

dont  je  désignerai  les  sommes  respectives  par  A  et  B  soient  abso- 
lument convergentes,  la  série 

X^      ,  a  =  I,  2,  3,  .... 

^  ="   ^  p=  I,  2,  3,  ..., 
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est  absolument  convergente,  comme  il  résulte  immédiatement,  dans 
le  cas  où  les  nombres  a»,  fcp  sont  tous  positifs  ou  nuls,  des  éga- 
lités 


OL=l     \  P--^    I 


a:^  I 


Si  maintenant  on  écrit  la  série  \  a  h^  sous  forme  d'une  série 
simple,  en  convenant  de  mettre  le  terme  a^bo  avant  le  terme  a^-è^, 
si  la  somme  aH-|3  est  plus  petite  que  la  somme  a'  -f- 13'  et  en  réunis- 
sant ensemble  les  termes  pour  lesquels  oc  -H  /3  a  la  même  valeur,  on 
arrive  à  la  conclusion  suivante. 

Si  les  deux  séries 

.  .  .  71=100  n  =  00 

n=  1  n=z  i 

sont  absolument  convergentes,  il  en  est  de  même  de  la  série 

n  =  oo 


n==  i 


où  l'on  suppose 

Cy  =  a.b^, 

Cj  =  a^b.2  -+-  a^bi. 


Cn  =  ajDn-{- a^b„_y-\-  ...  -V- a,ib^. 

et  la  somme  de  cette  dernière  série  est  le  produit  des  sommes  des 
deux  séries  proposées. 

La  première  application  quia  été  faite  des  séries  à  double  entrée, 
n°  111,  n'est  évidemment  qu'un  cas  particulier  de  la  proposition 
qui  vient  d'être  démontrée. 

Il  est  bien  clair  d'ailleurs  que  l'on  pourra  adopter  pour  transfor- 
mer la  série  2,  ^J^p,  tel  autre  groupement  de  termes  que  l'on 
voudra. 

Par  exemple  si  on  désigne  par  a,  b  deux  nombres  naturels,  les 
deux  séries 


a  =  oo 


P- 


x=o  p=o 
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sont  absolument  convergentes  si  l'on   suppose   |  a;  |  <  i   et  leurs 
sommes  respectives  sont 

I  I       . 

I   —  x"  '  I  —  xJ'  ' 

On  aura  donc 

i V^«oc  +  ^?,  «  =  0,   1,2,   .... 

(l    X")  {l   X")  ^  P=0,    1,2,    ... 

et  l'on  voit  que  le  second  membre  est  égal  à 

n  =  o 

en  désignant  par  A„  le  nombre  de  systèmes  distincts  (a^  j3)  formés 
de  nombres  entiers  positifs  ou  nuls,  tels  que  l'on  ait 
aa  4-  6p  =  n. 

115.  —  La  série 

a  a'-  a" 


I 


I  1.2  1.   2    ...   /l 


dont  on  a  établi  au  n°  95  qu'elle  était  absolument  convergente,  quel 
que  fût  le  nombre  a,  fournit  une  application  intéressante  de  la  règle 
donnée  plus  haut  pour  former  le  produit  de  deux  séries.  Si  on 
applique  cette  règle  au  produit  de  cette  série  par  la  série 


b  b^  5" 

I  H 1 ■  -+-  ...  H 

I  1.2  I.    2    .. 


obtenue  en  remplaçant  a  par  b,  on  trouve  que  le  (n  -+-  i)"  terme 
du  produit  est  égal  à 


I.2.../1  I.2...(n 1]       I  I.2...(7?. 2)        1.2  1.2...n 

ou  à 

(g  -+  6)" 
I.  2  ...  n' 

en  sorte  que  le  produit  des  sommes  des  deux  séries  s'obtient  sous 
une  forme  pareille  à  chacune  d'elles,  à  savoir 


I  ï.    2  1.2...// 
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116.  —  Les  exemples  qui  précèdent  suffisent  pour  que  l'on  com- 
prenne le  rôle  que  les  séries  absolument  convergentes  jouent  dans 
l'analyse,  à  cause  de  la  façon  dont  on  peut  les  manier  et  les  trans- 
former; il  en  est  tout  autrement  des  séries  qui  sont  convergentes 
sans  l'être  absolument  ;  leur  somme  dépend  alors  essentiellement 
de  l'ordre  des  termes. 

Soit  (S)  une  telle  série  ;  puisqu'elle  n'est  pas  absolument  con- 
vergente, on  peut  prendre  assez  de  termes  parmi  les  termes  posi- 
tifs pour  que  leur  somme  dépasse  tel  nombre  que  l'on  voudra  ;  de  * 
même,  on  peut  prendre  assez  de  termes  négatifs  pour  que  leur 
somme  soit  moindre  algébriquement  que  tel  nombre  négatif  que 
l'on  voudra  ;  ceci  posé,  soit  a  un  nombre  quelconque,  écrivons  d'a- 
bord les  premiers  termes  positifs  de  (S),  dans  l'ordre  où  ils  se  pré- 
sentent, et  arrêtons-nous  dès  que  leur  somme  dépasse  a  ;  écrivons 
à  la  suite  les  premiers  termes  négatifs  de  (S),  sans  changer  leur 
ordre,  et  arrêtons-nous  dès  que  la  somme  de  tous  les  termes  écrits  est 
inférieure  à  a  ;  écrivons  à  la  suite  des  termes  positifs  de  (S),  en 
commençant  par  le  premier  de  ceux  qui  ont  été  négligés,  et  arrê- 
tons-nous dès  que'  la  somme  de  tous  les  termes  écrits  est  supé- 
rieure à  a;  recourons  ensuite  aux  termes  négatifs,  etc..  En  con* 
tinuant  ainsi  indéfiniment,  on  formera  une  nouvelle  série,  composée 
des  mêmes  termes  que  (S)  et  dans  laquelle  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  est  tantôt  plus  petite,  tantôt  plus  grande  que  a  ;  on 
voit  sans  peine  que  cette  somme,  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 
a  a  pour  limite. 

Si,  en  eflet,  le  p"  terme  de  la  série  ainsi  formée  est,  par  exemple, 
un  terme  positif,  suivi  de  q  termes  négatifs,  suivis  eux-mêmes  de 
termes  positifs,  on  aura  en  désignant  comme  d'habitude  par  S„  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (S). 

S^,_i  s  a  <  S,,, 

O^,  ^   O^j  _(_  1    ]>    . . ,    >   S^_(_  q — 1    ^  «  !!>   i^p  -\-  q. 

La  première  inégalité  montre  que  la  différence  entre  S^^  et  a  est  au 
plus  égale  à  S^  ■ —  S^  _i,  c'est-à-dire  au  p^  terme  de  (S),  il  en  est 
de  même,  en  vertu  des  secondes  inégalités  des  différences  entre  a 
et  S;;  +  1,  S;,  +  2,  ...,  S;,  4-9  — 1  ;  quant  à  la  différence  entre  a  et  S^^^, 
elle  est  au  plus  égale  au  [p  -\-  g)"  terme  ;  comme  les  termes  de  la 
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série  (S)  décroissent  indérinimcnt,  quand  leur  rang  augmente  indé- 
finiment, on  a  lim  (Sn  —  a)  =  o. 
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117.  L'intérêt  qui  s'attache  aux  séries  à  termes  positifs  se  re- 
trouve dans  les  produits  infinis 

(P)  (i  H-  «i)(i  +  «2)  •••  (i  +«")  ••• 

pour  lesquels  tous  les  termes  i^,  u.^,  ...,  u„,  ...  sont  positifs.  Il  est 
aisé  tout  d'abord  d'avoir  la  condition  de  convergence  d'un  tel  pro- 
duit ;  le  produit  p„  =  (i  +  «,)  (i  +  «2)  •••  (i  H-  «n)  de  n  premiers 
facteurs  va  en  augmentant  avec  n  ;  il  faut  et  suffit,  pour  la  con- 
ver"-ence,  que  ce  produit  n'augmente  pas  indéfiniment  avec  n  ;  or 
ce  produit  est  évidemment  supérieur  à  i  -H  Ui  H-  «2  H-  ...  +■  ««. 
11  faut  donc  que  la  somme  Sn  des  n  premiers  termes  de  la  série 
à  termes  positifs 

(S)  «1  -H  "2  +  •••  -^  "«  -^  ••• 

ne  croisse  pas  indéfiniment  quand  n  augmente  indéfiniment,  ce 
qui  revient  à  dire  que  la  série  (S)  doit  être  convergente.  Récipro- 
quement, il  est  aisé  de  voir  que,  s'il  en  est  ainsi,  le  produit  (P) 
est  convergent  ;  en  effet  si  l'on  se  donne  un  nombre  positif  £  <  i, 
il  existe  alors  un  nombre  naturel  n  tel  que,  quel  que  soit  le  nombre 
naturel  r,  on  ait 

Un  -f  1    -H   ««  +  2  -H-   •  •  •   H-   «n  +  ,•  "<  S  ; 

on  a  d'ailleurs 

p„  +  r=Pn  (l   -H   «»+l)('    +   «"  +  -2)   •••    (l    -+-   "u  +  '-); 

mais  il  est  clair  que  l'on  a 

(l   +  tt,,  ^i)   (l    +   Un  +-2)    •••    (l    +   ««  +  '•) 

<    I    +   £   +   £2   +    . . .    -H   F.''  <  Y-33-.  ; 

donc  Pn  +  r  <C  Pn   ^   ^  '' 

lors   donc  que  ;■   augmente   indéfiniment,  p„  +  ,-  reste  au-dessous 
d'une  limite  fixe  et,  par  suite,  le  produit  P  est  convergent. 
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On  pourrait  encore,  d'une  façon  plus  directe,   remarquer  que 
l'on  a,  en  désigaant  par  Sn  la  somme  des  n  premiers  termes  de  (S), 


I  1.2  "■      '      1.2.   3....   71 

K        R2  K» 


<  I  -H 


I  I.   2  I.  2, 


où  K  désigne  un  nombre  quelconque  supérieur  à  la  somme  de  la 
série  (S)  :  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  est  toujours 
convergente,  comme  on  l'a  vu  au  n°  95. 

Les  produits  convergents  à  termes  tous  positifs  tels  que  (P)  jouis- 
sent de  la  propriété  suivante,  analogue  à  celle  qui  a  été  signalée 
pour  les  séries  à  termes  positifs  : 

L'ensemble  des  nombres  distincts  obtenus  en  faisant  le  produit 
d'autant  de  facteurs  que  l'on  voudra,  pris  dans  (P),  est  borné  en 
haut  et  la  borne  supérieure  de  cet  ensemble  est  la  valeur  du  pro- 
duit infini. 

Il  en  résulte  que  la  valeur  du  produit  (P)  est  indépendante  de 
l'ordre  des  facteurs. 

Considérons  maintenant  un  produit  infini  de  la  forme 

(P')  {i-m){i-a,)...{i-u„)..., 

OÙ  tous  les  nombres  ii^,  ii.,,  ...,  u,i,  ...  sont  positifs  et  différents 
de  I .  Je  vais  montrer  que  la  convergence  de  la  série 

(S)  Ih    +   «2   +   ...   +  Un  -h    ... 

est  encore  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  produit 
infini  (P')  soit  convergent. 

Je  supposerai,  dans  la  démonstration,  que  les  nombres  ii^,  m^» 
...,  Un,  ...  sont  tous  plus  petits  qu'un  nombre  a <<  i;  cette  restric- 
tion sera  levée  plus  tard. 

En  désignant  par  p'^  le  produit  des  n  premiers  facteurs  de  (P')  on 
aura 

I  /'  U|         \     /  II, 

Pn  \  ï    —    «l/     V  I    — 

comme  tous  les  nombres 

u .  a.  Un 
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sont  posilifs,  il  faut  et  il  suffit,   pour  que  -j  tende  vers  une  limite 

In 

quand  n  augmente  indéfiniment^  ([uc  la  série  ù  termes  positifs 
(S')  -^^-  +  -^^-  +  ...  +  ^^^  +  ... 

I    «(  1    «o  I    Un 

soit  convergente  ;  or  les  termes  de  cette  série  sont  compris  entre  les 
termes  de  même  rang  des  deux  séries 


I   —  a  I  —  a 

«1    -{-    11-2    ^    •..    -h    Ihl   -^    ■■•■> 

qui  sont  convergentes  ou  divergentes  en  même  temps  que  la  série 
(S'),  puisque  la  somme  d'autant  de  termes  que  l'on  voudra  pris  dans 
cette  série  est  inférieure  à  la  somme  de  la  première  série  supposée  con- 
vergente et  supérieure  à  la  somme  des  termes  correspondants  de  la 

seconde.  Donc,  pour  que  —  tende  vers  une  limite,  ou  pour  queyj', 

tende  vers  une  limite  différente  de  zéro,  quand  n  augmente  indéfi- 
niment, il  faut  et  il  suffit  que  la  série  (S)  soit  convergente  :  si  cette 
série  était  divergente,  p'„  aurait  pour  limite  zéro. 
La  valeur  du  produit  infini 

I  H ^ 


supposé  convergent,  étant  indépendante  de  l'ordre  de  ses  facteurs, 
il  en  est  de  même  pour  le  produit 

(i  —  «J  (i  —«2)  ...  (i  —  u„)  .... 

Soit  enfin  un  produit 

(Q)  (H-"i)(i  -H  ^'2)  •••(!  +^'»)  ••.' 

pour  lequel  les  nombres  Ui,  v.^,  ...,  u„,  ...  peuvent  être  positifs  OU 
négatifs,  mais  sont  tels  que  la  série 


soit  absolument  convergente  ;  je  suppose  de  plus  que  tous  ces  nom- 
bres soient,  en  valeurs  absolues,  plus  petits  qu'un   nombre  positif 
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a  <  I  ;  si  l'on  désigne  par  u^.  ii.^,  ...,  m,  ...  ceux  des  nombres  Uj, 
V.2,  ...,  Vn,  ...  qui  sont  positifs  et  par  u\,  ii^,  ...,  Uj,  ...  ceux  qui 
sont  négatifs  ;  les  deux  produits 

(i  +  «i)  (i  -i-  u^)  ...  (i  -f-  ih)  .... 

(i  -^  u\){i  -+-  u;) ...  (i  -hu'j) ..., 

sont  convergents  et  le  seconda  une  limite  différente  de  zéro;  un  rai- 
sonnement pareil  à  celui  qui  a  été  employé  (n°  98)  pour  les  séries 
montrera  que  le  produit  des  n  premiers  facteurs  du  produit  infini  Q, 
lorsque  n  augmente  indéfiniment,  a  une  limite  égale  au  produit  des 
valeurs  des  deux  produits  infinis  qui  précèdent. 

Enfin,  on  peut  s'affranchir  de  la  restriction  imposée  aux  termes 
de  la  série 

Vj  H-  ^2  -^  ■•    -H  w„  -h  ..., 

d'être,  en  valeur  absolue,  plus  petits  que  i,  pourvu  que  cette  série 
soit  absolument  convergente.  A  partir  d'un  certain  rang  n,  en  effet, 
les  termes  satisferont  certainement  à  cette  condition,  on  est  donc 
assuré  que  le  produit  infini 

est  convergent  et  a  une  limite  différente  de  zéro  ;  soit  T  cette  limite  ; 
le  produit  des  m  premiers  facteurs  du  produit  infini 

(l    4-  Vi)   (l    +  V^)   ...   (l    +  Vn  +  r)   •■-, 

lorsque  m  grandira  indéfiniment,  aura  pour  limite 

T.{l  -^V,){l  -^v,)  ...{l  ^v„). 

Cette  limite  sera  différente  de  zéro,  si  aucun  des  facteurs  i  +  v^, 
I  -h  u^,  ...,  I  -+-  Vn  n'est  égale  à  zéro. 

il8   —  On  peut  maintenant  énoncer  les  définitions  et  les  pro- 
prietes  qui  suivent  : 

Un  produit  iufiai 

(i  +  II,)  (i  +  «2)  •■•  (i  +  "")  •■•' 
oii   les  nombres  ih,  u^-  •■■>  ^n,  ...   peuvent  être    positifs  ou  né- 
gatifs, est  dit  absolument  convergent  si  la  série 

«i  -h  «2  "+"•••+""+  ••• 

est  absolument  convergente. 


CIIAI'ITKE    III.     PUODUJTS    INFINIS  l6l 

Leprodiiit  des  n  premiers  iacleurs  d'un  produit  absolument  con- 
vergent tend,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  vers  une  limite; 
cette  limite  est  la  valeur  du  produit  ;  elle  est  indépendante  de  l'or- 
dre des  facteurs  du  produit  infini  ;  elle  est  nulle  si  l'un  de  ces  fac- 
teurs est  nul,  et  seulement  dans  ce  cas. 

On  voit  que  les  produits  absolument  convergents  sont  maniables 
au  même  degré  que  les  séries  absolument  convergentes. 


119.  —    Soit   Y[  (i  -"r  «^)  =  (t  H-  «i)  (i  -H  a^)  ...  (i  -+-  ax)  ... 

a  =  co 

un  produit  infini,  tel  que  la  série   7   ûx  soit  absolument  conver- 

a  =  I 

gente  ;  la  proposition  importante  à  laquelle  on  vient  de  parvenir,  à 
savoir  que  le  produit  des  n  facteurs  A„  =  TT   (i  H-  «a)  a  pour  n 


infini,  une  limite  qui  ne  dépend  pas  de  l'ordre  dans  lequel  sont 
rangés  les  facteurs  du  produit  infini,  peut  s'obtenir  d'une  autre 
manière  qu'il  sera  plus  tard  facile  de  généraliser,  et  que,  pour 
cette  raison,  il  y  a  lieu  de  faire  connaître  (').  Cette  propo- 
sition, comme  on  en  a  déjà  fait  l'observation^  est  immédiate  lors- 
que les  termes  a»  sont  tous  positifs  ou  nuls.  Admettons  la  dans  ce 
cas  et  en  désignant  par  a'x  la  valeur  absolue  de  a^,  posons 

K=T\  {i  4- «y.  A'=:lim.  A,:; 


n  =  00 
a=  I 


l'existence  de  la  limite  A'  résulte  de  ce  que  la  série  2_,  ^'x  ^st  con- 

a  =  I 

ver  gente  par  hypotbèse. 

Si  c  est  un  nombre  positif  quelconque,   on  peut  lui  faire  corres- 

(')  Le  lecteur  trouvera  ce  mode  de  raisonnement  systématiquement  employé 
pour  établir  les  propriétés  principales  des  séries  et  produits  infinis  à  termes 
imaginaires  dans  l'Introduction  des  Eléments  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
de  MM.  Tanneiit  et  Molk,  (t.  I).  Les  n°=  119,  124  et  la  fin  du  n"  120  suffi- 
sent pour  en  saisir  l'esprit. 

Tannert  I.    —  întroiuction  à  la  tliéorie  des  fonctions  11 
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pondre  un  nombre  naturel  r  assez  grand  pour  que  l'on  ait,  sous  les 
conditions  m  >>  7i  >>  7^ 

o  ^  a;„  —  a:,  <  b. 

Considérons  maintenant  la  différence  A,,^  —  A„  ;  si  l'on  développe 
les  produits. 

A,„   =    I    -h   «1    -+-   «2    +    •••    -+-   "'»   -^   ^1*^2    -+-    «1«3    +    ••■' 

A„  =  I  H-  aj  -f-  «2  -h  . . .  H-  «;,  H-  .  • . , 

on  voit  que  tous  les  termes  qui  figurent  dans  le  second,  figurent 
dans  le  premier,  en  sorte  que  la  différence  A,„  —  A„  est  une 
somme  de  termes  pris  dans  a^,  a,_,  ...,  a,„,  de  produits  de  deux, 
trois,  ...  de  ces  termes;  quant  à  la  différence  A/^^  —  A/j.  elle  est, 
lorsqu'on  l'a  développée,  composée  de  la  même  façon,  si  ce  n'est 
que  a'j,  a'.^,  ...  a'„,  y  remplacent  a^,  a^,  ...,  a,„.  Il  suffit  de  se 
rappeler  que  la  valeur  absolue  d'un  produit  est  le  produit  des 
valeurs  absolues  de  ses  facteurs  et  que  la  valeur  absolue  d'une 
somme  est  au  plus  égale  à  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ses 
parties  pour  en  conclure  que  l'on  a 

I  A,„  —  A„  1  ^  a;„  —  a;, 

sous  la  seule  condition  jW^  n,  et  par  conséquent,  si  m  et  n  sont 
plus  grands  que  /', 

i  A,„  —  A„  (  <^  £. 

Ceci  suffît  à  prouver  que  An  a  une  limite  pour  m  infini. 
Considérons  maintenant  les  deux  produits  infinis 


a  ^co 


n^^^"-)'     n^'-^h^' 


a=  I 


formés  avec  les  mêmes  facteurs,  rangés  dans  des  ordres  différents  : 
on  suppose  que  la  série    >   a^,  et  par  conséquent  la  série    7   60, est 

a:=I  p  —  1 

absolument  convergente  ;  désignons  par  A„!,  B,,  les  produits  de 
m,  n  facteurs  pris  respectivement  au  commencement  du  pre- 
mier et  du  second  produit  infini,  par  a^,  63  les  valeurs  absolues 
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de  a^,  bfj,  par  A'„,  Wn  ce  que  deviennent  A,,,,  T3„  quand  on  y  rem- 
place a^,  a.^,  ...,  a,„  ou  h^,  b.^,  ...,  6„  par  a\,  a'.,,  ...,  a',„,  ou 
b\,  6^,  ...,  b',,.  Lorsqu'on  se  donne  n,  on  peut  prendre  m  assez 
grand  pour  que  tous  les  facteurs  qui  figurent  dans  B„  figurent 
aussi  dans  A,,,;  dans  ces  conditions,  on  aura,  comme  tout  à 
l'heure, 

or,  lorsque  n  grandit  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  m  ;  dans 
ces  conditions  A'„i  et  B^j  tendent  vers  la  même  limite  ;  il  faut  donc 
que  l'on  ait  aussi 

lini.  A,„  =  lini.  B„. 

Il  est  à  peine  besoin  de  dire  que  le  même  mode  de  raisonne- 
ment aurait  pu  être  employé  pour  établir  les  propositions  analogues 
relatives  aux  séries  convergentes. 

Faisons  encore,  en  conservant  les  mêmes  notations,  les  re- 
marques suivantes,  relatives  aux  produits  infinis 

oc  =co  a  =  30 

A=  Il  (i+«j,      A'=  n(^+<) 

a= I  a= I 

supposés  convergents  ;  considérons  les  produits  infinis 


a  =  oo 


qui  jouent,  par  rapport  aux  précédents,  un  rôle  analogue  à  celui 
du  reste  dans  une  série  ;  on  aura 

A  =  A„(i+R„),  A' =  a;,  (i  +  R'J, 

et  les  raisonnements  antérieurs  montrent  que  l'on  a  |  R„  |  ^  R„.  La 
convergence  du  produit  A',  dont  tous  les  facteurs  sont  supérieurs 
ou  égaux  à  i,  exige  que  l'on  ait  lim.  RJ,  =  o  ;  on  peut  donc  faire 

n  =30 

correspondre  à  chaque  nombre  positif  s  un  nombre  naturel/»,  tel 
que  l'on  ait,  sous  la  condition  n  >>  p, 
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si  l'on  a  choisi  £  >  i ,   i  -+-  R„  ne  pourra  être  nul  si  l'on  suppose 
n  >-p  ;  A  ne  pourra  donc  être  nul  que  si  An,  et  par  suite  un  de  ses 
facteurs,  est  nul.  On  voit  ainsi  qu'un  produit  infini,  absolument 
convergent  ne  peut  être  nul  sans  qu'un  de  ses  facteurs  soit  nul. 
Il  peut  être  utile  d'avoir  observé  que  si  l'on  fait 

a  =  co 
a  =  Il  +  I 

et  si  l'on  suppose  £„  <<  i ,  on  a 


comme  il  résulte  sans  peine  de  ce  que  l'on  a  dit  au  n"*  117. 

120.  —  Les  considérations  et  propositions  relatives  aux  séries 
qui  ont  été  développées  dans  les  n°'  102,  103,  110  s'étendent,  avec 
les  changements  convenables  aux  produits  infinis. 

Considérons,  comme  au  n°  102,  un  ensemble  dénombrable  (E) 
d'objets  distincts,  dont  on  désignera  l'un  quelconque  par  la  lettre  p 
et  supposons  qu'à  chaque  objet  p  de  cet  ensemble  corresponde  un 
nombre  Vp  tel  que  la  série  J^  Up,  attachée  à   l'ensemble  (E)  |^soit 

P 
absolument  convergente,  i]  sera  permis  de  parler  du  produit  infini 

TT  (i  -+-  Vp)  attaché  à  ce  même  ensemble. 

p 
La  valeur  de  ce  produit  infini  sera  celle  de 


n 


Un), 


en  supposant  qu'on  ait  établi  une  correspondance  parfaite  entre 
l'ensemble  (E)  et  l'ensemble  des  nombres  naturels  et  que  l'on  dé- 
signe par  Un  le  même  nombre  que  Vp  lorsque  l'élément  p  et  le 
nombre  naturel  n  se  correspondent  :  cette  valeur  ne  dépend  pas  du 
mode  de  correspondance  établi  entre  (E)  et  l'ensemble  des  nombres 
naturels.  Soil  maintenant  (A)  un  autre  ensemble  dénombrable 
d'objets  distincts  a  ;  supposons  que  l'ensemble  (E)  soit  décomposé 


CHAPITRE    m.     PRODUITS    INFINIS 


l65 


en  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  partiels  (Ex),  sans  élé- 
ment commun,  dont  chacun  corresponde  à  un  élément  a  do  (A). 
A  chacun  de  ces   ensembles  partiels  est  attaché  un  produit  infini 

TT  (i  -t-  Up)  où  le  produit  est  étendu  à  tous  les  éléments  de  l'en- 

P 
semble  partiel  (Ea).  Désignons  par  i  4-  Va  la  valeur  de  ce  produit 

infini.  Le  produit  infini  TT  (i  h-  Va),  où  le  produit  est  étendu  à 

a 

tous  les  éléments  a  de  l'ensemble  (A)  est,  absolument  convergent  et 
sa  valeur  est  égale  à  celle  du  produit  infini  j  j   (i  -+-  Up)  attaché 

àE. 

La  démonstration  suit  pas  a  pas  celle  qui  concerne  les  séries,  et 
je  crois  très  inutile  d'en  infliger  l'ennui  au  lecteur  ;  je  m'arrê- 
terai toutefois  un  instant  sur  un  petit  détail^  qui  pourrait  échapper 
au  premier  abord. 

Afin  d'établir  la  proposition  analogue  à  celle  du  n"  104,  on  a  à 
considérer  un  produit  dont  les  facteurs  sont  des  produits  infinis  en 
nombre  fini.  Je  me  contenterai  de  considérer  le  produit  de  deux 
produits  infinis  (absolument  convergents) 

n  =  00  n  =  00 

u = n  (^ + "")'      V = n  (i + v„), 


le  raisonnement  étant  le  même  dans  le  cas  d'un  nombre  quelcon- 
que /•  de  produits  infinis. 

n  =  oo 

Considérons  le  produit  infini  W  ==  TT  (i  +  w,i)  dans  lequel  le 

n  =  1 

n^  facteur  i  -+-  w'„  est  égal  à  [(i  -+-  u„)  (i  -h  v,,)]  :  il  est  néces- 
saire de  prouver  que  ce  produit  infini  W  est  absolument  conver- 
gent et  a  pour  valeur  UV  ;  les  mêmes  choses  doivent  être  prouvées 
du  produit  qui  se  déduit  de  W  en  y  supprimant  les  crochets, 
c'est-à-dire  du  produit  infini  dont  i  +  Un  est  le  (2/1  —  i)°  et 
I  H-  Vn  le  211"  facteur. 

D'après  la  définition  de   i   H-  iv,„  on  a  Wn  =  ii-i  -+-  v,i  -i-  UnVn  ; 
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désignons  par  Un,  V^,  W^  les  produits  des  ?i  premiers  facteurs  dans 
les  trois  produits  infinis  U,  V,  W  ;  on  aura  Wn  "-=  U„V„  et  par 
suite  lim.  W»  =  UV.   Toutefois  l'existence  d'une  limite  de  W„, 

Il  =  00 

pour  n  infini,  ne  suffît  pas  à  prouver  la  convergence  absolue  du 
produit  infini  dont  le  n"  facteur  est  i  +  iVn,  à  moins  que  tous  les 
nombres  lUn  ne  soient  positifs  ou  nuls  (n°  117).  Cette  conver- 
gence absolue  étant  ainsi  assurée  quand  les  nombres  Un,  Vn  sont 
eux-mêmes  positifs  ou  nuls,  posons  dans  le  cas  général 

U'„  =  \.ll„  |.  v'„  =  I  V„  |,  to'n  =  U'n  +  «^  +   u'„  "«  ^ 

on  aura  [  ui„  |  g  lu',^.  Le  produit  infini  dont  le  n"  facteur  est  i  -h  tf 
est  convergent  ;  il  en  est  de  même  de  la  série  à  termes  positifs 

n  =  C30  n  =  co 

iv',1  ;  la  série  2_,  ^^^  étant  absolument   convergente,   le    pro- 


71=   l 


duit  infini  I  1  (i  +  m^^)  est  aussi  absolument  convergent.  Sa  va- 


leur est  UV. 

Maintenant,  le  produit  infini  qui  se  déduit  d^e  W  en  supprimant 
les  crochets^  et  dont  i  -h  u„  et  i  -h  u,j  sont  respectivement  le 
(an  —  i)"  et  le  [211)"  facteur,  est  absolument  convergent, 
puisque  la  série 

"i  +  ^'1  H-  «2  +  i'.  M-  •••  -t-  ««  -+-  v^-\-  ... 

est  absolument  convergente.  Le  produit  des  2  n  premiers  facteurs 
de  ce  produit  est  encore  U„Vn  ;  la  valeur  du  produit  infini  est  UV 
comme  celle  de  W. 

121.  —  Si,  par  exemple,  l'ensemble  (E)  est  l'ensemble  des 
couples  {a,  p)  de  nombres  naturels,  sous  la  condition  que  la  série 

^    V    o  a=l,2,3,..., 

a,p,      '  p  =  I,  2,  3,  ..., 

soit  absolument  convergente,  la  valeur  du  produit  infini 
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pourra  s'obtenir  en  posant 


167 


puis  en  formant  le  produit  infini    |  [    (i  +  V7). 

a=z  i 

On  aurait  pu  d'ailleurs  faire  varier  a,  puis  jj  ;  on  aurait  obtenu 
le  même  résultat  ;  c'est  ce  qu'on  exprime  par  l'égalité 

a=co    p  =  ûo  p=oo    a  =  co 

n  n  (■+'>.p)=  n  n  (■+"».?)• 

a=^iP  =  i  P=:ia=i 

De  même  qu'au  n°  110,  on  a  supprimé  les  parenthèses  inutiles  ; 
le  premier  membre,  par  exemple,  pourrait  s'écrire  plus  explicite- 
ment 

n   n  ('+"«,?) 

Il  est  à  peine  besoin  de  dire  que  le  symbole 


;i  =  +  co 


I   -H  W„), 


en  supposant  absolument  convergente  la  série 


rt  =  +  00 

1=  —  00 


";,. 


représente  le  produit  des  valeurs  des  deux  produits  infinis 


n  =  —  03 


(l    +  ««), 


(l    H-  lin). 
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122.  —  Considérons  par  exemple  les  deux  produits  infinis 

n=  I  >l=:  I 

qui  jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  fonctions  circu- 
laires; ils  sont  absolument  convergents  quelque  soit  x,  cela  résulte 
pour  le  premier  par  exemple,  de  la  conA-ergence  (n°  96)  de  la  série 

V      ^'  _  ^2        V        ï    . 
n  =:  I  n  =  I 

si,  dans  le  premier  produit  infini,  on  partage  l'ensemble  des  nom- 
bres naturels  n  dans  l'ensemble  des  nombres  pairs  et  l'ensemble 
des  nombres  impairs,  puisque  l'on  groupe  en  un  produit  infini  les 
facteurs  qui  correspondent  aux  nombres  pairs,  dans  un  autre  pro- 
duit infini  ceux  qui  correspondent  aux  nombres  impairs,  on  aura 
par  le  théorème  précédent 


n  =  oo  n  =00 


ou 

Dans  cette  application,  l'ensemble  (E)  était  l'ensemble  des  nom- 
bres naturels;  il  a  été  décomposé  en  deux  ensembles  partiels.  Au 
reste  ce  résultat  aurait  pu  aussi  bien  être  obtenu  par  l'application 
de  la  règle  relative  au  produit  de  deux  produits  infinis,  sur  laquelle 
on  a  appelé  l'attention  du  lecteur  à  la  fin  du  n°  120. 

123.  —  Considérons  encore  les  quatre  produits  infinis 


=     JJ     (I  -  ./«),  g,  =     JJ     (I    +  q^-n) 

7»  ::=  I  n=  1 

n  =  00  n  =  co 


fi=i 
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que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  où  fj 
désigne  un  nombre  plus  petit  que  i  en  valeur  absolue  ;  il  est  clair 
qu'ils  sont  absolument  convergents  ;  on  aura 


n  =  I  n  =  I 

dans  chacun  des  deux  produits  infini  î,  qui  figurent  dans  le  second 
membre,  groupons  ensemble  les  termes  pour  lesquels  n  est  pair  et 
ceux  pour  lesquels  n  est  impair,  on  obtiendra  évidemment 

qo  =  '7o  9'  qi  q^' 

d'où,  puisque  q^  dont  aucun  facteur  n'est  nul,  est  différent  de 
zéro, 

q^q-2qz  =  i' 

ou,  si  l'on  veut,  en  remplaçant  q^  par  a, 

n=:  I  n=:  I 

124.  —  Un  produit  infini  absolument  convergent 

Ji  =00 


peut  de  diverses  façons  être  transformé  en  série. 

Soit  P„  le  produit  des  n  premiers  facteurs  de  P.  Si  l'on  considère 
la  série  à  entrée  r"P'° 

^'■=    2^     "ai  "a,  •••   "a,.' 
aj,  ao, ...,  a,. 

OÙ  la  sommation  est  étendue  à  l'ensemble  (E)  des  systèmes  de  /' 
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nombres   naturels   différents    (aj,  a^,    ..,,   a,.)    tels    que  l'on   ait 
«i  <C  a2<C  ...  <C  i^'o  cette  série  est  absolument  convergente  et  l'on  a 

P=  iH-S,  +  s,  +  ...  +s,  +  ..., 

la  série  qui  figure  clans  le  second  membre  étant  elle-même  absolu- 
ment convergente. 

Etablissons  d'abord  cette  proposition  pour  le  produit  infini  obtenu 
en  remplaçant  Un  par  u'n  =  |  m„  ]  ;  désignons  par  S,'.,  Pn,  P'  les  séries 
ou  produits  formés  au  moyen  de  tt'i,  u!.^,  ...,  comme  S,..  Pn,  P  sont 
formés  au  moyen  de  u^  ii^,  ...  Si  l'on  développe  V^,  on  trouvera 

(i)  p;  =  I  +  a;  +  .',  +  ...  H-  a;  +  ...  ^  .;„ 

en  désignant  par  c',  la  somme  des  produits  r  à  /•  des  quantités  u'^. 
Uj,  ...,  u'n  :  on  peut  supposer  que,  dans  chacun  de  ces  produits  les 
facteurs  soient  rangés  de  façon  que  les  indices  aillent  en  croissant  ; 
tous  les  termes  de  c,'.  figurent  dans  S|.  ;  d'ailleurs  c^,  dépend  de  n, 
que  r  ne  peut  dépasser.  Mais  si  l'on  considère  dans  S',,  un  nombre 
fini  de  termes,  on  pourra  prendre  n  assez  grand  pour  que  tous 
ces  termes  figurent  dans  a'^  et  comme  c,'  est  moindre  que  P';,  et 
par  suite  que  P',  on  voit  que  la  somme  d'autant  de  termes  qu'on 
voudra  pris  dans  S|.  est  inférieure  à  P'  ;  la  série  S^-  est  donc  conver- 
gente ;  sa  somme,  que  je  désignerai  aussi  par  S' ,  est  supérieure  ou 
égale  à  c',.  (quel  que  soit  n)  ;  mais,  comme,  d'un  autre  côté,  n  peut 
être  pris  assez  grand  pour  que  0"r  surpasse  la  somme  de  tels  termes 
que  l'on  voudra  pris  dans  S|.,  il  faut  que  g',,  ait  pour  limite  S'"  quand  n 
grandit  indéfiniment. 
Si  dans  l'inégalité 

p;, ^  I  +  a;  4-a;  +  ...  -Ha;, 

qui  résulte  de  la  formule  (i),  on  fait  croître  n  indéfiniment,  on  ob- 
tient 

P'>  I -4-s; +s;  4- ... -i-s;, 

r  =  oo 

et  cette  dernière  inégalité  montre  que  la  série  2,  S',-,  où  l'on  sup- 
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pose  S[j  =  I,  est   convergente.   D'autre   part  la  même  égalité  (i) 

montre  que  l'on  a 

P,',  —  1   —  -\  —  <7^  --  ...  —  7,'.  =r  rs',^i  H-  a;_  j  H-  ...  -h-  (t; 

^        3  s;,; 
n  =  r  -j-  I 

Or.  le  reste  d'une  série  convergente,  bornée  au  (/'  -h  i)®  terme, 
peut  être  .supposé  plus  petit  que  tel  nombre  ■  que  l'on  voudra, 
pourvu  que  l'on  prenne  r  assez  grand  ;  on  aura  dans  ces  condi- 
tions 

p;  —  I —  ^;  —  ^;— ...-;<  s, 

et  en  faisant  croître  n  indéfiniment 

P'  -  I  -  s;  -  s;  -  s;  <  s  ; 

on  voit  bien  que  l'on  a 

P  -   V  S'. 

La  série  S^  étant  convergente,  H  est  clair  que  la  série  S,-  est  ab- 
solument convergente,  que  l'on  a  S^  ^  |  Sr  |  et  que,  par  suite,  la  sé- 
rie  I  -h  Sj  -n  So  -r-  . . .  est  absolument  convergente.  Tous  les  termes 
qui  figurent  dans  la  somme  Cr  des  produits  rh.r  des  quantités  «j, 
Ui,  ...  u„,  figurent  dans  Sr  ;  ils  disparaissent  donc  dans  la  différence 
Sr  —  Cr  et  l'on  a 

is,  — a,  !  <s;.-.;; 

cette  inégalité  montre  que  7,-  a  pour  limite  Sr  quand  n  augmente 
indéfiniment,  puisque,  alors,  le  second  membre  tend  vers  zéro. 
Enfin,  on  a,  toujours  pour  une  raison  de  la  même  nature 

1  P„  —  I  -  7,  -  7,  -...  —  .,  1  £  P„  —  I  —  <  -  7;,  -  ...  —  7;. 

d'où,  en  faisant  croitre  n  indéfiniment 

1  p  —  I  —  s^  —  S,  — ...  — s,|  ^  p—  I  —  s;  —  s;,  —  ...  —  s;: 
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et  par  suite 

P=  I  +Sj  +  S,  +  ...  +  S,, -h  .... 

125.  —  On  peut  encore,  pour  transformer  en  série  convergente 
le  produit  infini 

n  =  oD 

p  ==  n  (' + "")' 

employer  la  méthode  expliquée  au  n°  89  pour  déduire  d'une  suite 
P],  Pj,  —  Pn,  ...  une  série  dans  laquelle  la  somme  des  n  premiers 
termes  soit  P„  :  on  partira  de  l'identité 

P„  +  ,  ==  P,  +  (P,  -  P.)  -+-  (P3  -  P,)  -+-  ...  +  (P„+,  -  P.), 

où  l'on  regardera  P„  comme  le  produit  des  n  premiers  facteurs  du 
produit  P,  et,  par  conséquent,  P,  comme  égal  à  i  -h  Ui,  P„^i 
comme  égal  à  P„  (i  -t-  u„)  ;  on  en  déduit 


n+l 


I  H-  «1  H-  Pj^a  -h  P3W3  -+-...-}-  P„«,i, 


et  l'on  voit  que  P„_^  1  a,  ou  non,  une  limite  pour  n  infini,  suivant 
que  la  série 

I  H-  »,  -i-  PgHj  -H  ...  4-  P,iM„  H-  ... 

est,  ou  non,  convergente.  La  somme  de  la  série,  si  elle  est  conver- 
gente, est  égale  à  P. 

126.  —  L'identité  précédente,  si  simple  qu'elle  soit,  mérite  de 
nous  arrêter  un  instant  :  si  Ton  y  change,  pour  la  commodité  de 
ce  qui  va  suivre,  a,,  u,,  ...,  Un  en  ^„,  |3n— 1,  ...,  /3i  et  si  l'on  divise 
par  le  produit  (i  h-  p,)  (i  -h  j^^)  ...  (i  +  /3a),  il  vient  : 

I 


(i-i-P,)  (x-t-?,)  (1  +  W 

Cette  identité  met  en  évidence  le  théorème  suivant  ;  la  série 


n  =^  00 


(P)  V   ^ h. 


^  (l  +  ji0(I  +  p,)...  (I-hM' 
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OÙ  l'on  suppose  l^n  ^  o,  quel  que  soit  /?,  est  toujours  convergente  ; 
elle  a  pour  somme 


n  (^  -+-  p") 


quand  la  série  ^  [j,,  est  couA^ergente  ;  Quand  cette  dernière  série 

n  =  I 

est  divergente,  la  série(|'3)a  pour  somme  l'unité,  puisque,  alors,  le 
produit 

augmente  indéfiniment  avec  n. 

Quand  on  se  donne  une  série  convergente  iii  +  «^  "*"  •••>  à  ter- 
mes positifs,  dont  la  somme  est  inférieure  à  i ,  on  peut  toujours  la 
mettre  sous  la  forme  (p)  ;  il  suffira  en  effet  de  poser 


L'identité  (i)  donne  de  suite 


d'où  l'on  conclut 


I  —  u,  —  a,  —  ...  —  u. 


I  —  «j  —  «^  —  ...  —  u,i 


et  il  est  clair  que  l'on  aura  |5„  >•  o. 

Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  que  la  même  identité  (i)  four- 
nit la  solution  de  cette  question,  dont  on  voit  de  suite  qu'elle  ne 
peut  admettre  qu'une  solution  :  former  ime  série  à  termes  positifs, 
dont  la  somme  est  donnée,  et  dans  laquelle  le  rapport  du  n^  terme 
Un,  au  reste  R„  de  la  série  limitée  à  ce  terme  soit  un  nombre  don- 
né positif  j'S,,  ;  lorsque  la  somme  donnée  est  i ,  ce  que  l'on  peut  tou- 
jours supposer,  quitte  à  diviser  chaque  terme  par  la  somme 
de  la  série,  on  voit  de  suite  que  la  solution  de  la  question  posée  est 
fournie  par  la  série  (^S),  quand  la  série  dont  le  if  terme  est  .Snest 
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divergente.  Le  problème  n'est  d'ailleurs  possible  que  dans  ce  cas.  Il 
en  résulte  que,  si  la  série  (à  termes  positifs)  dont  le  n"  terme  est  a^ 

est  convergente,  la  série  dont  le  n"  terme  est  ^  est  divergente. 

L'identité  (i],   quand  on  y  change  |S„  en  —  a,,,  prend  la  forme 

(Ip       ^^ |_  . h ^       _j '^ 

^I—  aj  ^i_aj)(i— a,)         •••         (i  _  «  J(i  —  aj  ...  (i  — a„) 

I 


^l  —  aj  (I  —  aj  ...  (I  —  a„) 


—  I, 


Bornons-nous  au  cas  où  l'on  a,  quelque  soit  n,  o  <  a„  <  i  ;  on 
voit,  d'après  cette  identité,  que  la  série 

(-) 


est  convergente  ou  divergente  en  même  temps  que  le  produit  in- 

n:-x  n  =  00 

fini  I  I    (i  —  ^-«)'  ^^^  ^P^®  ^^  série  à  termes  positifs    7   a,î. 


Les  termes  de  cette  dernière  série  sont  respectivement  plus 
petits  que  ceux  de  la  série  (a)  :  il  est  d'ailleurs  bien  clair  que,  si 
l'on  se  donne  les  termes  de  l'une  des  séries,  les  termes  de  l'autre 
sont  déterminés  par  là  même  ;  au  reste  si  l'on  désigne  par  iin  le 
n"  termes  de  la  série  (a),  l'identité  (II)  fournit,  comme  tout  à  l'heure, 
la  relation 


Ainsi  les  deux  séries  à  termes  positifs 


"«. 


„ai^  -czaa      1     -)-    U  j     -p     Uj     -"T     .  •  .     -T 

sont  en  même  temps  convergentes  ou  divergentes. 


IV.  —  REGLES  DE  CONVERGENCE 


127.  —  Ce  qui  précède  montre  assez  qu'il  est  très  utile  de  savoir 
reconnaître  si  une  série  est  absolument  convergente,  c'est-à-dire  si 
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la  série  à  termes  positifs  ou  nuls  formes  par  les  valeurs  absolues  de 
ses  termes  est  convergente.  Le  problème  revient  donc  à  distinguer 
la  convergence  ou  la  divergence  d'une  série  à  termes  positifs  ou 
nuls;  on  peut  dire  aussi  bien  «  d'une  série  à  termes  positifs  »,  car 
il  est  clair  qu'on  peut  supprimer  les  termes  nuls.  II  a  pu  être 
avantageux,  dans  ce  qui  précède,  de  ne  pas  exclure  la  possibilité  de 
termes  nuls  ;  mais  cette  possibilité,  comme  le  lecteur  le  reconnaî- 
tra lui-même,  compliquerait  l'énoncé  de  plusieurs  des  règles  rela- 
tives à  la  convergence  ou  à  la  divergence  :  il  est  entendu  que  dans  les 
numéros  consacrés  à  l'étude  de  ces  règles,  quand  on  parlera  de 
séries  à  termes  positifs,  ces  séries  n'admettront  pas  de  termes 
nuls. 

Il  convient  encore  de  remarquer  que  lorsqu'on  a  la  A-aleur  ou 
une  limite  supérieure  (au  sens  de  la  théorie  des  erreurs)  de  la  valeur 
d'une  série  à  termes  positifs,  on  a,  par  cela  même,  une  limite  su- 
périeure de  la  valeur  absolue  de  toute  série  formée  de  termes  dont 
les  valeurs  absolues  seraient  respectivement  égales,  ou  inférieures, 
aux  termes  de  la  série  considérée.  Cette  remarque  s'applique  eu 
particulier  au  reste  d'une  série  absolument  convergente.  L'évalua- 
tion même  grossière,  du  reste  d'une  série  renseigne  sur  la  façon 
plus  ou  moins  rapide  dont  il  tend  vers  o,  quand  on  prend  de  plus 
en  plus  de  termes,  c'est-à-dire  de  la  façon  plus  ou  moins  rapide 
dont  la  série  converge  :  d'un  autre  côté,  cette  évaluation  est  très 
utile  pour  les  calculs  numériques,  puisqu'elle  fournit  une  limite  de 
l'erreur  que  l'on  commet  lorsqu'on  prend  pour  valeur  de  la  série 
la  somme  des  n  premiers  termes  ('). 

(')  Le  calcul  d'un  nombre,  au  moyen  d'une  série  convergente  dont  la  somme 
est  égale  à  ce  nombre,  est  une  opération  très  fréquente,  sur  lacruelle  il  convient 
de  dire  quelques  mots.  Dans  les  séries  qu'on  emploie  pour  cet  usage,  le  reste 
est  haljitucllement  du  même  ordre  de  petitesse  c|ue  le  premier  terme  négligé  et 
les  termes  de  la  série  vont  on  décroissant  assez  rapidement. 

Dans  ces  conditions,  le  procédé  que  l'on  recommande  habituellement  pour  calcu- 
ler, par  exemple,  la  somme  de  la  série  u,  -H  u^  +  "-^  +  ■••  a^ecp  chiflres  décimaux, 
consiste  à  calculer  les  valeurs  des  termes  U[,  uo,  ti.j,  ...  avec  p  ^  q  chiffres  déci- 
maux,  à    • près  ou  à  -  près;  on  calcule  les  termes,  insnu'au  terme 

10''  -^  ■'  ^  2   10?  -r  ■'  "^  ■*       * 

u„  ^  j  qui,  calculé  avec  cette  même  approximation,  ne  fournit  plus  que  des  zé- 
ros. Désignons  alors  la  valeur   aljsolue  du  reste   par  ;  si  l'on  a  une  éva- 
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Un  premier  procédé,  celui  d'où  dérivent  presque  tous  les  autres 
consiste  à  comparer  la  série  proposée 

(y)  Vi  -^  v^  -\-  ...  -^  V,,  -\-  ... 

à  une  série 

(u)  «1  +  «2  -^  ...  +  u«  -I-  •.. 

dont  on  connaît  le  caractère. 

Je  suppose  les  deux  séries  à  termes  positifs  :  si  la  série  (m)  est 
convergente  et  que  les  termes  de  la  série  (u)  ne  dépassent  pas  les 
termes  correspondants  de  la  série  {«),  il  est  clair  que  la  série  (u)  est 
convergente  ;  de  même  si  la  série  (u)  est  divergente  et  si  les  termes 
delà  série  [v]  sont  égaux  ou  supérieurs  aux  termes  correspondants 
de  la  série  (u),  la  série  (v)  est  divergente.  Ces  conclusions  subsistent 
pourvu  que  les  circonstances  que  l'on  a  décrites  se  présentent  à 
partir  d'un  certain  terme,  puisque  pour  ce  qui  concerne  la  con- 

luation  de  ce  reste,  on  pourra  calculer  grossièrement  une  valeur  approchée  de  a 
par  excès. 

La  somme  des  valeurs  approchées  de  Uj,  uo,  ...,  Un  représentera  la  somme  de 
la  série  avec  une  erreur  moindre  que 

r  +  « 


suivant  qu'on  a  dirigé  le  calcul  d'une  façon  ou  d'une  autre  ;  pour  qiie,  dans  le 

premier  cas,  par  exemple,    l'erreur  soit  moindre  que  —  ,  il  suffira  que  a  -\-  n 

soit  moindre  que  10'  ;  on  voit  que,  si  l'on  ne  cherche  pas  une  très  grande  ap- 
proximation, en  sorte  quon  ne  soit  ])as  obligé  de  calculer  un  grand  nombre  de 
termes,  il  suffira  bien  souvent  de  prendre  g  =  2  ;    il  faudrait  en  effet  pour  que 

l'erreur  commise  fui  plus   grande  que  -'    ,  que  n  -\-  a  fût   supérieur  à  100.  Il 

est,  en  tout  cas,  assez  naturel  de  commencer  les  calculs  ainsi,  sans  même  se 
préoccuper  du  reste,  quitte,  si  l'on  a  quelques  doutes  sur  la  valeur  de  T'approxi- 
mation,  à  s'assurer,  par  l'étude  de  ce  reste,  qu'on  a  atteint  le  degré  d'approxi- 
mation que  l'on  désire. 

Supposons  par  exemple  qu'on   veuille  calculer  avec  une  erreur  moindre  que 

la  somme  de  la  série. 

^  1  ^   I.  2  ^   I.  2.  3  ^  I.  2.  3.  4  ^  ••■' 
Calculons  les  termes  de  manière  à  commettre    sur  chacun  d'eux  une  erreur 
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vergence  ou  la  divergence,  on  peut  l'aire  abstraclion  des  premiers 
termes. 

Si,  par  exemple,  on  prend  pour  la  série  (a)  la  progression  géom.é- 
trique 

K  -f-  K^'  H-  ...  -h  Iv"  ^  ..., 

la  série  [v)  est  convergente  si  l'on  a  pour  toutes  les  valeurs   de 
n,  à  partir  d'un  certain  rang 

moindre  que  -   —  -  ;  on  trouvera,  en  réunissant   les  trois  premiers,  qui  se  cal- 
culent exactement 

2,5 

0,166(1667 
o,o-'i  16667 
o, 0083333 
0,0013889 
0,0001984 
0,0000248 
0,0000028 
o,oooooo3 


2,7182819 
Le  terme  qui  suit  le  dernier  calculé  serait 

l <^. 

1.2.3... II         10' 

Il  n'y  a  que  huit  termes  entachés    d'erreur  ;    l'erreur   qui  proA'ient  de  ce  fait 

est   moindre   que  —-^  ,    l'erreur   provenant   du   reste   est  vraisemhlablement  du 
^       10"  • 

même  ordre  que  —  •  ;  on  verra  par  la  règle   donnée  au  n°  95,  que  le  reste  est 

1         10'  '  1  ^ 

moindre ï .  —  <"  -^  ;    l'erreur    commise    est   sûrement     moindre 

I.  2.  3    ...  10    10        10' 

que  -^  :  le  nombre  cherché  est  compris  entre  2,7182814  et  2,7182824  :  si  l'on 

prend  la  valeur  2,71828,  on  est  certain,  par  la  façon  même  dont  les  calculs  ont 
été  conduits,  d'une  part  que  l'erreur  commise   est  non  seulement  moindre  que 

— î-  mais  même  que  — —  et,  d'autre  part,  que    tous  les   chiffres   conservés  ap- 
iQà  ^      2.10° 

partiennent  à  la  représentation  décimale  de  la  somme  de  la  série. 

Lorsqu'on  veut  avoir  une  très  grande  approximation,  ou  que  l'on  a  affaire  à 
une  série  peu  convergente,  il  peut  être  avantageux  de  commencer  par  l'examen 
préalable  du  reste,  si  l'on  en  a  quelque  expression  facile  k  calculer  grossière- 
ment, et  la  détermination  du  nombre  n  de  termes  qu'il  convient  do  calculer, 
comme  du  nombre  de  chiffres  décimaux  qu'il  convient  de  conserver  dans  ces 
termes. 
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K  étant  un  nombre  plus  petit  que  un,  puisque,  alors,  la  progression 
géométrique   est  une  série  convergente.  Le  reste  de   la  série  (u), 

K"  +  ' 
bornée  au  terme  v,i  est  alors  au  plus  égal  à     .^  . 

Au  contraire  si  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  Ji,  k  partir 
d'un  certain  rang 

VVn  ^  K, 

K  étant  un  nombre  égal  ou  supérieur  à  un,  la  série  (u)  est  diver- 
gente, puisque,  alors,  la  progression  géométrique  est  une  série  di- 
vergente; d'ailleurs  dans  ce  cas  v^  ne  tend  pas  vers  o. 

Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer,  pour  l'application  de  ce  critère 
de  convergence,  d'une  part,  qu'il  ne  suppose  nullement  qu'on  ait 
supprimé  de  la  série  les  termes  nuls,  s'il  y  en  a,  d'autre  part  que, 
au  lieu  de  considérer  v/t'„,  on  pourrait,  tout  aussi  bien,  en  dési- 
gnant par  p  un  nombre  naturel  fixe,  considérer  l'expression 

ou  ,/v, 

en  effet,  en  plaçant  p  termes  quelconques  avant  le  premier  terme 
de  la  série  (v),  on  aura  une  seconde  série  qui  sera  convergente  en 
même  temps  que  la  première  et  dans  laquelle  Vn  est  le  terme  de 
rang    n  -^  p;   si   l'on  applique  le  critère  à   cette   seconde    série, 

"  +  ;>/ 

c'est  l'expression  *  /  r„  que  l'on  a   à  considérer.  De   même  on 

pourrait,  sans  changer  la  convergence  ou  la  divergence  de  la  série 
proposée,  supprimer/)  termes  au  commencement. 

La  règle  précédente  s'applique  en  particulier  lorque  \/v„  tend 
vers  une  limite  /  pour  n  infini  ;  si  cette  limite  est  un  nombre  plus 
petit  que  i ,  les  valeurs  de  (/y»  finissent  par  rester  au-dessous  de  tel 
nombre  K  que  l'on  voudra,  compris  entre  /et  i,  et  par  consé- 
quent la  série  est  convergente  ;  si  /  est  plus  grand  que  i,  la  série 
est  divergente  ;  il  y  a  doute  si  /  ==  i,  sauf  dans  le  cas  où  /u„  reste, 
à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  égale  ou  supérieure  à  i,  auquel 
cas  la  série  (u)  est  divergente. 

Soit,  par  exemple,  ai,  a^,  ...,  an,  ...  une  suite  de  nombres  tous 
différents  de  zéro,  tels  que  l'on  ait  lim.  |  a„  |  =  +  co  ,  la  série 


X         x'^ 

rpTl 

— h  —  +  . 

./+  ^, 

a,         ar. 

«« 
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est  absolumonl  convergente  quel  que  soit  x  ;  en  cfTet  la  racine 
n"  de  la  valeur  absolue  du  n"  terme  est    —   ,  dont  la  limite  pour 

n  infini  est  évidemment  zéro. 

Considérons  encore  la  série  dont  le  n"  terme  est  r/^^z-",  en  dési- 
gnant par  q  un  nombre  positif,  plus  petit  que  i,  et  par  z  un  nombre 
quelconque  :  la  racine  n"  de  ce  terme  est  q"z^  ;  elle  tend  vers  o 
quand  n  augmente  indéfiniment  :  la  série  est  convergente  quel 
que  soit  z. 

Il  en  est  évidemment  de  même,  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
autres  que  o,  de  la  série 

n  =:  -|-  co  n  =  co 

qui  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

128.  —  La  règle  précédente  fournit  un  résultat  intéressant  con- 
cernant la  convergence  ou  la  divergence  des  séries  de  la  forme 

(a)  a^  ^  a^x  -\-  , . .  -h  a„x"  -}-  ,.., 

sur  lesquelles  nous  aurons  à  revenir  :  je  suppose,  pour  le  moment, 
que  flo»  ^1»  •••'  ^«'  •••  soient  des  nombres  positifs  ('),  ainsi  que  x, 
qu'on  regardera  dans  ce  qui  suit  comme  un  nombre  fixe.  En 
laissant  de  côté,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  plus  haut,  le  terme  a^^,  on 
est  amené  à  étudier  l'expression  v/a„a;"  =:  x  /a„.  Si  l'on  a 

lim.  \5'  a„  =  l, 

71  =  00 

on  aura  '  

lim.  ya,iX"  =  Ix, 

et,  par  suite,  la  série  (a)  sera  convergente  pour  les  valeurs  de  x 
moindres  que  -7 ,  divergente  pour  les  valeurs  de  x  plus  grandes 
que  j;  il  y  aura  doute  pour  x  r=  j. 

(')    Rien   n'empêche   clans   les   raisonnements   qui   suivent  de  supposer  que 
quelques  uns  de  ces  nombres,  en  nombre  fini  ou  infini,  soient  nuls. 
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Ce  résultat  toutefois,  suppose  l'existence  d'une  limite  pour  y^ 

Supposons  seulement  que  la  suite  dont  le  )t  terme  est  \l a^  soit 
bornée  en  haut  et  désignons  par  L  la  plus  grande  de  ses  limites 
(/i°  64).  La  série  (a)  est  convergente  pour  les  valeurs  de  x  infé- 
rieures à  -j-,  divergente  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  -p  • 

En  effet,  si  i  est  un  nombre  positif  quelconque,  on  sait  que, 
parmi  les  nombres  de  la  forme  ^ a,,,  il  n'y  en  a  qu'un  nombre  fini 
qui  soient  supérieurs  ou  égaux  à  L  +  s  ;  pour  les  valeurs  de  n 
supérieures  à  un  nombre  positif  p  suffisamment  grand,  on  aura 

V^a„  <  L  +  £. 

Si  donc  on  prend  x  inférieur  a  i  ,  \/  cinX'^  sera,  pour  les  valeurs 

de  n  plus  grandes  queyj,  moindre  que  j- <;  i,  et,  par  suite  la 

série  (a)  sera  convergente.  Si  maintenant  on  suppose  seulement 
X  <^  y,  il  suffira  de  prendre  £  <C -,  pour  être  assuré  que 

X  est  moindre  que  -, — ; — ,  la  convergence  est  encore  assurée. 

Au  contraire  si  £  est  un  nombre  positif  plus  petit  que  L,  il  y  aura 
une  infinité  de  nombres  de   la  forme  y/a,,  qui  seront  plus  grands 

que  L  —  c  ;  si  donc  on  prend  x  plus  grand  que  .  ,   il  y  aura 

une  infinité  de  nombres  de  la  forme  y/  o„.t"  qui  seront  plus  grands 
que  I  ;  il  y  aura  donc  dans  la  série  (a)  une  infinité  de  termes  plus 
grands  que  i  ;  elle  sera  diA^ergente.  Il  en  est  de  même,  pourvu  que 

X  soit  plus  grand  que  t-  .  Pour  x  ^=  ^ ,  on  ne  sait  pas  si  la  série 

est  convergente  ou  divergente. 

Si  L  était  nul,   la  série  (a)  serait  convergente  pour  toutes  les 

valeurs  dex  :  c'est  ce  qui  arrive  pour  la  série  2_,  q'^^x^",   étudiée 

n  =  I 

plus  haut,  lorsque  le  nombre  positif  q  est  plus  petit  que  i. 

Si  enfin  L  n'existe  pas,  c'est-à-dire  si  l'ensemble  des  nombres  dis- 
tincts de  la  forme  /«„  n'est  pas  borné  en  haut,  le  même  mode  de 
raisonnement  montre  que  la  série  (a)  est  divergente  quel  que  soit 
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le  nombre  positif  x.  En  circt  si  A  est  un  noiTnbre  positif  quel- 
conque, il  y  a  alors  une  infinité  de  nombres  de  la  forme  '/«„  qui 
sont  plus  grands  que  A,  et  par  suite  une  infinité  de  nombres  de  la 
forme  y a,flsP-  qui  sont  plus  grands  que  kx  ;  si  donc  on  prend  A  plus 
grand  que  -  ,  on  voit  qu'il  y  a  dans  la  série  (a)  une  infinité  de 
termes  plus  grands  que  i  :  la  série  est  divergente. 

On  voit  donc  qu'à.la  suite  des  nombres  positifs  a,,,  a,,  ...,  a„,  ... 
est  attaché  un  nombre  R  qu'on  prendra  ég'al  à  o,  dans  le  cas  où  la 
suite  dont  le  rf  terme  est  ^a„  n'est  pas  bornée  en  haut,  qu'on  pren- 
dra égal  à  pquand  cette  suite  admet  une  plus  grande  limite  diffé- 
rente de  o,  qu'on  regardera  comme  infini  quand  cette  plus  grande 
limite  est  nulle  et  qui  jouit  de  la  propriété  suivante  :  la  série 
a^  -f-  a^x  -h  ...  H-  anxJ^  H-  ...  est  divergente  pour  a;  >  R  et  conver- 
gente pour  a?  "<  R.  Naturellement  il  faut  entendre,  quand  R  est 
infi^ni,  que  la  série  est  toujours  convergente  ;  quand  R  est  nul, 
qu'elle  n'est  convergente  pour  aucune  valeur  positive  de  x. 

La  détermination  précise  du  nombre  R  que  l'on  vient  de  don- 
ner est  due  à  Cauchy  (^)  ;  mais  son  existence  apparaît  immédiate- 
ment en  observant  que  si  la  série  (a)  est  convergente  pour  une 
valeur  de  x,  elle  reste  convergente  quand  on  remplace  x  par  un 
nombre  (positif)  plus  petit,  puisque  chaque  terme  est  remplacé  par 
un  terme  plus  petit  ;  de  même  si  elle  est  divergente  pour  une 
valeur  de  x  elle  est  divergente  pour  les  valeurs  plus  grandes  ;  dès 
lors  si  l'on  écarte  le  cas  où  la  série  n'est  convergente  pour  aucune 
valeur  positive  de  x,  et  celui  où  elle  est  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  a;,  il  faut  qu'il  y  ait  des  valeurs  positives 
de  X  pour  lesquelles  elle  est  convergente,  et  des  valeurs  pour 
lesquelles  elle  est  divergente  :  soit  (E)  l'ensemble  des  premières 
valeurs,  (E')  l'ensemble  des  secondes.  Un  nombre  positif  quel- 
conque appartient  nécessairement  à  l'un  ou  à  l'autre  ensemble, 
chaque  nombre  du  premier  ensemble  est  plus  petit  que  chaque 
nombre  du  second.  Ces  deux  ensembles  définissent  un  nombre  R 
qui  est  la  borne  supérieure  de  (E),  la  borne  intérieure  de  (E'). 
Tout  nombre   positif  x,  plus  petit  que  R  appartient  au  premier 

(i)  Elle  est  restée  longtemps  oubliée  ;  I\I.  Hadaïiard,  qui  l'a  retrouvée  de  son 
côté,  en  a  montré  l'importance  et  en  a  tiré  de  nombreuses  conséquences. 
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ensemble,  tout  nombre  plus  grand  que  R  ,  appartient  au  second. 
Pour  £C  =  R,  la  série  est  convergente  ou  divergente  suivant  que  R 
appartient  au  premier  ou  au  second  ensemble. 

129.  —  Ce  raisonnement  toutefois  ne  met  pas  en  évidence, 
comme  le  précédent,  ce  fait  que  pour  une  valeur  de  x  supérieure 
à  R,  il  y  a  dans  la  série  (a)  une  infinité  de  termes  plus  grands  que  i . 
Ce  point,  dont  on  va  voir  l'importance,  résulte  au  contraire  d'une 
remarque  très  simple  due  à  Abel,  qui  a  montré  le  premier  le  carac- 
tère des  séries  qui  nous  occupent  :  voici  cette  remarque.  Admet- 
tons qu'il  y  ait  un  nombre  positif  X  pour  lequel  l'ensemble  des 
nombres  a„X"  soit  borné  en  haut  ;  la  série  (a)  est  convergente  pour 
toute  valeur  positive  de  x  moindre  que  X  ;  en  effet  pour  une  telle 
valeur  de  £C,  la  série 

X         (x  \^  (x 

^  -^  X  -+-  (xj  +  -  +  (x 

en  convergente  ;  elle  reste  convergente,  si  on  multiplie  le  {n  -f-  i)^ 
terme  par  le  nombre  positif  a„X"  qui,  par  hypothèse,  est  moindre 
qu'un  nombre  positif  fixe  ;  or,  on  reproduit  ainsi  la  série  (a). 

Le  nombre  R  apparaît  alors  comme  la  borne  supérieure  de 
l'ensemble  des  nombres  positifs  X  tels  que  l'ensemble  des  nombres 
a„X"  soit  borné  en  haut.  Pour  une  valeur  de  X  supérieure  à  R, 
l'ensemble  des  nombres  a;,X"  n'est  pas  borné  en  haut  :  il  y  a  donc 
une  infinité  de  termes  de  la  série  (a)  qui  dépassent  tel  nombre 
positif  que  l'on  voudra. 

Si,  maintenant,  on  ne  suppose  plus  que  les  nombres  «o'  ct^,  a^,  .... 
a„,  ...  soient  positifs,  non  plus  que  x,  et  si  l'on  désigne  par  R  le 
nombre,  dont  on  vient  de  prouver  l'existence,  pour  la  série  à  termes 
positifs  (ou  nuls) 

a^  +  Oj  œ'  -h  . . .  H-  a,'  x''»  M-  .... 

où  a[,  a\,  ...,an,  ...,  x  sous  les  valeurs  absolues  de  Oo»  a^,  .., 
an,  ...,  X,  on  voit  de  suite  que,  pour  les  nombres  x  tels  que  l'on 
ait  I  £c  j  <C  R,  la  série 

(a)  «0  -h  a^x  -h  ...  H-  «„x"  -4-  ,.. 

est  absolument  convergente,  qu'elle  n'est  pas  convergente  (absolu- 
ment ou  non)  pour  les  valeurs  de  x,  telles  que  l'on  ait  ]  a?  ]  >  R, 
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puisqu'il  y  a  alors  dans  la  série  (a),  une  inlinilc  de  Icnncs  plus 
grands  que  i  en  valeur  absolue.  Pour  ce  =  R  la  série  (a)  peut  être 
divergente  ou  convergente  (absolument  ou  non). 

130.  —  La  comparaison  d'une  série  à  termes  positifs. 

{v)  u,  +  t'2  +  ...  H-  y„  +  ..., 

dont  on  veut  reconnaître  la  convergence  ou  la  divergence  à  une 
autre  série  à  termes  positifs 

(u)  fij  4-  ff.  H-  ...  H-  ih,  -h  ..., 

dont  on  connaît  le  caractère,  peut  se  faire  en  considérant  le  rap- 
port —  de  deux  termes  de  même  rang. 

Supposons  que  ce  rapport  reste,  à  partir  d'une  certaine  valeur 
de  n,  compris  entre  deux  nombres  positifs  (non  nuls)  a  et  6 
(a  <C  ^).  On  peut  affirmer  alors  que  les  deux  séries  sont,  en  même 
temps,  convergentes  ou  divergentes.  Il  suffît,  pour  s'en  convaincre, 
de  comparer  la  série  (u)  aux  deux  séries  obtenues  en  multipliant 
tous  les  termes  de  la  série  [u)  soit  par  a,  soit  par  6  ;  les  termes  de 
la  série  (y),  à  partir  d'un  certain  rang  sont  inférieurs  aux  termes 
de  la  série  (a)  multipliés  par  h  ;  si  la  série  (u)  est  convergente,  la 
série  (u)  l'est  aussi.  Dans  ce  cas  le  reste  de  la  série  (y)  est  inférieur 
au  reste  de  la  série  («),  multiplié  par  b,  pourvu  qu'on  s'arrête 
à  un  terme  à  partir  duquell'hypothèse  relative  au  rapport  se  trouve 
vérifiée.  Les  termes  de  la  série  (v)  sont  supérieurs  aux  termes  de  la 
série  (u),  multipliés  par  a  :  si  la  série  (u)  est  divergente,  il  en  est 
de  même  de  la  série  [v) . 

On  peut  encore  affirmer  la  convergence  de  la  série  {v)  quand  la 

Vn 

série  (u)  est  convergente  et  que  le  rapport  —  ,  à  partir  d'un  certain 

lin 

rang,  reste  inférieur  à  un  nombre  fixe,  ou  la  divergence  de  la 
série   {v)    quand  la  série  {u)  est  divergente,   et    que   le   rapport 

—  à  partir  d'un  certain  rang,  reste  supérieur  à  un  nombre  fixe, 
ii„ 

positif  (non  nul). 

Ces  remarques  s'appliquent  en  particulier  lorsque  le   rapport  — 
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a  une  limite  /  pour  n  infini  :  si  /  en  différent  de  zéro,  et  si  on 
désigne  par  c  un  nombre  positif  plus  petit  que  /,  on  peut  lui  faire 

V 

correspondre  un  nombre  naturel  p,  à  partir  duquel  le  rapport  — 

reste  compris  entre  les  deux  nombres  positifs,  non  nuls,  /  —  £  et 
/  -h  c  :  dans  ce  cas  les  deux  séries  sont  convergentes  et  divergentes 
en  même  temps  ;  si  l'on  a 

lini.    '^.'^  —-  Q_ 

on  peut  affirmer  la  convergence  de  la  série  (v),  quand  la  série  («) 
est  convergente  :  enfin  si  l'on  a 

Uni.    ^^1  ^  ^  00  ^ 

n  =  co    llji 

on  peut  affirmer  la  divergence  de  la  série  {v)  quand  la  série  (ii) 
est  divergente. 

Prenons  par  exemple  pour  la  série  (u)  une  série  dans  le  if  terme 
soit  une  fonction  rationnelle  ç  (n)  den.  Ce  n"  terme  ne  peut  tendre 
vers  G,  quand  n  croît  indéfiniment  que  si  le  dénominateur  de  la 
fraction  est  de  degré  supérieiu"  au  numérateur  :  supposons  que  la 
différence  des  deux  degrés  soit  p.  On  sait  c[ue  l'on  a 

lim.    ?(")  ^  A. 

(l  —  oo      II'' 

en  désignant  par  A  le  quotient  des  coefficients  des  termes  du  plus 
haut  degré  dans  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  o  (n). 

On  conclut  delà  que  la  série  dont  le  n^  terme  est  o  (n),  série 
dont  les  termes  finissent  par  être  tous  du  même  signe,  est  conver- 
gente ou  divergente  en  même  temps  que  la  série  dont  le  n"  terme 
est  n  —  p;  elle  converge  si  p  est  plus  grand  que  i,  diverge  si  p  est 
égal  à  I . 

On  doit  toutefois  supposer  que  le  numérateur  de  ç-  (n)  ne 
s'annule  pour  aucune  valeur  entière  et  positive  de  /?. 

En  supposant  que  p  soit  plus  grand  c[ue  i  et  en  désignant  par 
aj,  .,  a.,,  ...,  (y,H,  ...  des  nombres  dont  la  valeur  absolue  reste  infé- 
rieure à  un  nombre  positif  fixe,  on  voit  que  la  série 

aio(i)  -H  a^o(2)  4    ...  +  'J-n^  (")  4-  ••• 

est  absolument  convergente. 
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Il  y  a  lieu  de  remarquer  que,  si  les  termes  de  la  série  [v]  vont 
en  décroissant,  la  série  (/')  ne  peut  être  convergente  que  si  nv,,  a  pour 
limite  o,  quand  /(  croît  indéfiniment  (').  Pour  le  voir  il  reste  à  dé- 
montrer que  la  série  (o)  est  divergente  lorsque  /îr„  n'a  pas  de  li- 
mite pour  n  inlinl.  De  la  supposition  que  l'on  n"a  pas  lim  ni\^  =  o, 

résulte  l'existence  dun  nombre  positif  a,  tel  que  l'on  ait  nvn  ^  a, 
pour  une  valeur  convenablement  choisie  de  n,  plus  grande  que  tel 
nombre  positif  p  que  l'on  voudra  (n^  53). 

Ainsi,  partant  d'un  nombre  naturel  a  tel  que  l'on  ait  a  v^  >>a, 
on  peut  en  trouver  un  1^  plus  grand  que  a  et  que  tel  autre  nombre 
qu'on  voudra,  pour  lequel  on  aura  jjTo  >  a,  puis  un  autre  y  plus 
grand  que  j3,  et  que  tel  autre  nombre  qu'on  voudra,  pour  lequel 
on  aura  yry  >a,  etc.  On  ne  sera  jamais  arrêté;  or  la  somme  des 
termes  consécutifs  de  la  série  v  qui  commencera  à  v^  et  dont  le 
dernier  serait  i'v_i  est  supérieure  (n°  97)  à 

et  par  conséquent  au  produit  par  a  de 

T 

or  ce  dernier  nombre  peut  être  supposé  aussi  grand  qu'on  le  veut  : 
si  l'on  suppose  par  exemple  j5  >  2  a,  y  >■  2  |j,  . . . ,  v  >>  2  a,  chaque 

terme  est  plus  grand  que  7,  et  il  y  a  autant  de  termes  qu'on  veut. 

Le  fait  que  les  deux  séries  à  termes  positifs 


n  =30 


n=:  I 


cil   l'on    suppose  s„  =^  ii^  -+-  u,  -\-  ...  -+-  a,„  étaient  convergentes 
ou  divergentes  en  même  temps,  a  été  établi  au  n°  126  (■).  On  peut 

(1)  E.  BoREL.  —  Leçons  sur  les  fojictions  entières,  p.  17. 

(-)  La  seconde  série  dans  le  n°  126,  était     >    — ^  ;  mais  la  modification 

n=:  I 
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évidemment  le  rattacher  aux  propositions  précédentes,  loi'sque  la 
première  série,  que  je  désignerai  sous  le  nom  de  série  (u)  est  con- 
vergente ;    il   est   clair  eu  effet  que    le  rapport  du  n"  terme  de  la 

seconde  série  au  n"  terme  de  la  série  (ii)  a  pour  limite  -,  en  dési- 
gnant par  s  la  somme  de  la  série  («)  ;  la  seconde  série  est  donc 
convergente  ;  au  reste,  il  suffirait  de  remarquer  que  les  termes  de 
la  seconde  série  sont  plus  petits  que  les  termes  de  la  première 
divisés  par  Uj . 

Dans  le  cas  où  la  série  («)  est  divergente,  la  divergence  de  la 
seconde  série  apparaît  directement  comme  il  suit  :  puisque  les 
sommes  s„,  5^+  i,  Sn  +  2,  •••  vont  en  augmentant,  il  est  clair  que  la 
somme  des  p  termes  qui,  dans  la  seconde  série,  suivent  le  n°,  à 
savoir 


"n  +  1      ,      "«4-2 

Sn  +  1            S„  _j,  2 

est  supérieure  à 

"»  ;- 1 

-^   fl„  +  2  -+-   •••   - 

Sn  +  p 


»  +  V  


or,  la  première  série  étant  divergente,  on  peut,  lorsque  l'on  se 
donne  n,  choisir  p  assez  grand  pour  que  — '—  soit  plus  petit  que  tel 

nombre  positif  que  l'on  voudra,  que  -  par  exemple  ;  on  peut  donc 
trouver  dans  la  seconde  série,  après  un  terme  quelconque,  des 
termes  dont  la  somme  dépasse  - ,  après  le  dernier  de  ces  termes, 

des  termes  dont  la  somme  dépasse  -,  etc.. 

Â.bel,  à  qui  sont  dues   ces  remarques  si  simples,  a  montré  en 
outre,  en  supposant  divergente  la  série  (ii),  que  la  série 


1  +  7.  -r-       i  +  a  -î-  •••  -r-       i  +  a  ^  •••• 

OÙ  a  est  nombre  positif,  est  convergente. 

est  évidemment   insignifiante,    puisque   le    rapport  — -*-     de    deux  termes  de 

1+^,1 
même  rang  a  une  limite   positive,    soit  que  Sn   tende  vers  une  limite,  soit  que 
l'on  ait  lim  s„  =  -f-  ce . 
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Celle  proposilion  résulte   aisément,  comme  on  \a   le  vfjir,  do 


l 'inégalité 


(I   —X) 


—  >■  I  H-  mx, 


OÙ  m  désigne  un  nombre  positif  quelconque  et  x  un  nombre  po- 
sitif plus  petit  quel  :  cette  inégalité  sera  établie  plus  tard  (n"' 133, 
188).  Elle  entraîne  les  suivantes 

^  '^  ^^  I  au„ 


s„     I 

d'où  l'on  conclut 


Ml                    U. 

1     ""    -  '    1    w  ' 

T 

^,+aH     gi+a     1     • 

s; 

et  cette  dernière  inégalité  met  en  évidence  la  convergence  de  la 
série  proposée. 

Si  l'on  supposait  a  négatif,  il  est  clair  que  la  série  considérée 
serait  divergente,  puisque  ses  termes  seraient  plus  grands  que  ceux 

delà  série  dont  le  n"  terme  est— ,  série  dont  on  sait  qu'elle  est 

divergente. 

En  appliquant  ces  résultats  au  cas  où  l'on  aurait  w„  =  i,  on 
retrouve  les  propositions  établies  au  n°  96.  En  les  appliquant   au 

cas  où  l'on  aurait  ii,,  :^  -   ,  on  voit  que  la  série  dont  le  n"  terme 

I  , 

est  — j-qrâ ,  ou  1  on  suppose 


ns„ 


11  I 

s»  --  -  -1-  -  -H  •  •  •  H-  - 

12  n 


est  convergente  si  a  est  positif,  divergente  si  a  est  nul  ou  négatif; 
en  partant   de  la   série  divergente  donc  le  if   terme  est  — ,    on 

nSn 
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pourra  obtenir  par  le  même  procédé  une  série  dont  le  n"  terme 
sera 

I 

où  ^V  sera  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  première  série, 
et  qui  convergera  si  a  est  positif,  qui  divergera  si  a  est  négatif.  Ce 
procédé  peut  être  continué  indéfiniment,  et  les  séries  successives 
auxquelles  il  donne  naissance  sont  précieuses  comme  types  de  com- 
paraison ;  mais  j'aurai  plus  tard  l'occasion  de  mettre  sous  une 
forme  plus  simple  les  résultats  auxquels  il  conduit. 

131.  —  Revenons  à  la  comparaison  de  la  série  à  termes  positifs 

{v)  Vj  -h  l'a  -h  •..  H- i'« -H  ••• 

à  la  série,  à  termes  aussi  positifs 

(u)  Uy  H-  «2  +  •••  +  "'!  -^  "• 

et  dont  le  caractère  (de  convergence  ou  de  divergence)  est  supposé 
connu. 

Si  la  série  (u)  est  convergente  et  si  l'on  a,  à  partir  d'un  certain 
rang/), 

1>n  -\-  1   ^    ^JrJ 
V„        =        U„ 

la  série  (u)  est  aussi  convergente.  Si  la  série  («)  est  divergente  et  si 
l'on  a,  à  partir  d'un  certain  rang  yj, 

^??  4-  1  ^  "«  +  1 

Vn        ^       ««      ' 

la  série  (u)  est  aussi  divergente. 

Ces  propositions  sont  une  conséquence  immédiate  de  celles 
qu'on  a  établies  au  début  du  n"  130,  en  effet,  dans  le  premier 
cas,  par  exemple,  on  doit  avoir,  pour  n  >  jo, 

^1l  >  ^'p  + 1  >  'V  +  2  >  ..  >  !!iî 

Up  ~  «;j  +  1    ~    "/^  +  î  ~         ~    "» 
V  V 

et  l'inégalité  --  <  —,  où  le  second  membre  est  un  nombre  fixe. 
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suffit  à  prouver  la  convergence  de  la  série  (y)  ;    on  voit   aussi  que 
le  reste  de  cette  série,  quand  on  la  limite  au  terme  t',,  _i  est  au  plus 

égal  à  --  H,, _i,  en  désignant  par  lip_i,  le  reste  de  la   série  («), 

limitée  au  ternie  iii,-  j. 

Le  raisonnement  est  le  môme   dans  le   second  cas,   si  ce  n'est 
qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  parler  du  reste. 

Si  l'on  prend  pour  la  série  (it)  la  série 


où  a  est  nombre  positif,  série  convergente  pour  a  <;  i,  diver- 
gente pour  a>  I,  on  obtient  les  conclusions  suivantes. 

Si  pour  n  >p  le  rapport       '  ^  reste  constamment   inférieur  ou 

égal  à  un  nombre  fixe  a,  plus  petit  que  i,  la  série  (i')  est  conver- 
gente ;  son  reste  quand  on  la  limite  au  terme  i'„  (n  >  p)  est  au 
plus  égal  à 

y,,  4- 1  «"+^  _  ^^i_+± , 

a"  +  ^  L  —  a        I  —  a 

si,  pour  n  >p,  le  rapport  ~-àzl  est  constamment  supérieur  ou  égal 

à  I ,  la  série  (u)  est  divergente.  Gela  est  d'ailleurs  évident,  puisque, 
alors,  les  termes  ne  diminuent  pas  quand  leur  rang  augmente. 

Cette  règle   s'applique  en    particulier   quand   le   rapport  -^^^^ 

admet,  pour  n  infini,  une  limite  /  ;  quelque  petit  que  soit  le  nombre 
positif  c,  ce  rapport,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de /z, 
sera  toujours  compris  entre  /  —  ê  et  /  4-  s  ;  si  /  est  différent  de  i , 
on  prendra  s  moindre  que  la  valeur  absolue  de  la  différence  i  —  /. 
Lorsque  la  limite  est  inférieure  à  i,  les  inégalités 


Vn+i 


Vn 


>l^'o<    I, 


qui  auront  lieu  à  partir  d'un  certain  rang,  montrent  que  la  série  ^v) 
est  convergente.  Si  la  limite  est  supérieui'e  à  i ,  les  inégalités 


^:^>/-s>i 
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prouvent  que  la  série  est  divergente.  Il  y  a  doute  si  la  limite  en  i, 
sauf  dans  le  cas  où  le  rapport  est  constamment  supérieur  ou  égal 
à  I,  auquel  cas  la  divergence  est  certaine. 
Si  l'on  appliquait  cette  règle  à  la  série 

(a)  «0  +  ai  a?  -h  ...  H-  a„a?"  H-  ..., 

oiî  l'on  suppose  que  les   coefficients  ag,  aj,  .-,a„,  ...  sont  positifs, 
ainsi  que  le  nombre  x,  on  serait  amené  à  considérer  le  rapport 

a„  _^  1  a-»  +  ^ a»+  1  ^  . 

supposons  que  l'on  ait 


lim.  ^w+j 

n  =  00       (X„ 


h 


on  voit  que  la  série  (a)  est  convergente  pour  les  valeurs  de  x  qui 
sont  positives  et  plus  petites  que  h,  divergentes  pour  les  valeurs 
de  X  qui  sont  plus  grandes  que  h  ;  ces  résultats  sont  conformes  à 
ceux  que  l'on  a  obtenus  au  n°  129  ;   mais  il  faut  remarquer  que, 

ici,  le  raisonnement  suppose  l'existence  d'une  limite  pour    ""^  ^  • 

Comme  la  série  (a)  ne  peut  pas   être  à  la  fois  convergente  et 
divergente,  pour  une  même  valeur  de  x^  il  est  clair  que  si  les  deux 

quantités  ?/~ ,    ""^  ^  ont  des  limites,  ces  deux  limites  sont  égales. 

Il  n'est  pas  bien  difficile  d'ailleurs  de  montrer  que  l'existence  de  la 
seconde  limite  entraîne  celle  de  la  première. 

132.  —  Considérons,  comme  exemples,  les  séries 

(i)  i^- 


I        1.2  1.2  ...  n 


m 


m[m — i)    ,  in{m — i)...(m  —  zî  H- i) 


^  ''  I  1.2  1.2  ...  n 

OÙ,  pour  la  seconde,  m  est  un  nombre  quelconque,   le  rapport  du 
{il  +1)''  terme  au  précèdent  est  -  pour  la  première, x 
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ce 
pour   la  seconde  ;    quel  que   soit  x,  y^  a  pour   limite  zéro  quand   n 

augmente  indéfiniment  ;  le  rapport  delà  valeur  absolue  d'im  terme 
delà  série  (i)  à  la  valeur  absolue  du  terme  précédent,  a  donc  aussi 
pour  limite  zéro  ;  la  série  (i)  est  absolument  convergente,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  x.  C'est  ce  que  l'on  a  déjà  vu  au  n"  95  oii 
l'on  a  donné  aussi  l'expression  du  reste.  Lorsque  /i  augmente  indé- 
finiment, le  rapport  des  valeurs  absolues  de  deux  termes  consécu- 
tifs de  la  série  (2)  a  pour  limite  j  x  |  et  par  conséquent,  lorsque  x 
est  compris  entre  —  i  et  -i-  i,  la  série  (2)  est  absolument  conver- 
gente ;  lorsque  la  valeur  absolue  de  x  est  supérieure  à  un,  la  série 
est  divergente,  puisque  les  termes  ne  tendent  pas  vers  zéro,  sauf 
Imtefois  quand  m  est  un  nombre  entier  positif,  car  alors  la  série 
'est  limitée  ;  lorsque  l'on  ax  =  ±  i,  la  série  est  divergente  si 
m  -h  1  est  négatif  ou  nul,  il  y  a  doute  si  m  -^-  i  est  positif. 

Une  règle  que  l'on  va  donner  tout  à  l'beure  montre  que  dans  ce 
cas  (x  =  ±  I ,  /?i  H-  I  >>  g)  la  série  est  absolument  convergente 
si  m  est  positif,  divergente  si  m  est  négatif  et  si  x  est  égal  à  —  i  ; 
enfin  la  règle  du  n°  137  permettra  de  reconnaître  que  dans  le  cas 
où  l'on  a  £c=  I,  o  >■  m  >>  I,  la  série  est  convergente  sans  l'être 
absolument. 

On  verra  plus  tard  que  la  somme  de  cette  série,  quand  elle  est 
convergente,  est  égale  à  (i  -+-  x)"K 

133.  —  En  admettant  cette  dernière  proposition,  on  voit  que,  si 
l'on  remplace  x  par  —  x  et  m  par  —  m  dans  l'égalité 

,  ,  m  m(m —  i)     ,        m(m —  i)  (m  —  2)     , 

I  H-  xY'  =  1  -H  -  a-  H ^ '  x^  H 5 x- -t-  .... 

^  ^  I  1.2  I.  2.  o 

elle  devient 

,  ^   „,  m  m(77z-)-i)    ,        77i(m -h  i)(m  +  2I     , 

(i  —x]-"'=:  I  H X-] !^ X-  H ^^ '-— x^  -i-  .... 

^  ^  I  I.   2  1.2.0 

en  supposant  x  et  m  positifs,  tous  les  termes  de  la  série  qui  figu- 
rent au  second  nombre  sont  positifs,  il  est  clair  que  l'on  a  bien 

7,  >  I  +  mx, 


(i_x) 
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quand  m  est  positif  et  que  x  est  compris  entre  o  et  i,  ainsi  qu'on 
l'a  dit  au  n°  131.  La  même  proposition  fournit  une  autre  relation 
du  même  genre,  dont  je  vais  avoir  besoin  :  elle  se  rapporte  au  cas 
où  X  est  très  petit  en  valeur  absolue. 

Si  on  limite  la  série  (2)  au  second  terme,  on  voit  que  son  reste 
sera  de  la  forme  Ax^  en  désignant  par  A  la  somme  de  la  série 

m{m  —  i)        m(^m  —  i)(m — 2)         m(in- — i)(m  —  2)  (m  —  3)    ^ 

I.   2  I.   2.   O  I.   2.   O.   4 

convergente,  comme  la  proposée,  si  l'on  a  \  x\  <;  i  ;  en  supposant 
1  a;  I  <C  a  <C  I  et  en  désignant  par  p.  la  valeur  absolue  de  m,  il  est 
clair  que  A  sera  moindre  en  valeur  absolue  que  la  somme  B  de  la 
série 

H-^t^+  0     ,    liO^H^ilO^  -*~  2)  o    .     Kf^  H- i)  ([^ -4-  2)  ([^+3) 
I.   2  I.   2.   O  1.   2.   0.   4 

puisque,  pour  obtenir  la  série  B,  on  a  remplacé  chaque  terme  de 
la  série  A  par  un  terme  positif,  plus  grand  en  valeur  absolue.  On 
peut  donc  poser 

(i  -^  x)'"  =1-1-  mx  -+-  Ax^, 

en  étant  certain  que  si  x  est  moindre  en  valeur  absolue  que  a,  la 
quantité  A,  qui  dépend  de  x,  sera  moindre  en  valeur  absolue 
que  B. 

On  peut  encore  écrire 

(l    -f-  x)'"-  =    I    -+-   P.T, 

en  désignant  par  |S  =  77i  -h  Ax,  un  nombre  dont  on  sait  qu'il  est 
-aussi  voisin  de  m  qu'on  le  veut,  pourvu  que  x  soit  suffisamment 
petit  en  valeur  absolue.  C'est  la  relation  que  je  voulais  établir. 

134.  —  On  a  vu  que  l'application  à  la  série  à  ternies  positifs 

(v)  fj  +  l'2  +  ...  4-  v„  -i-  .... 


du  critère  fourni  par  la  limite  du  rapport  — — -  laissait  un  doute 


v„ 


quand  cette  limite  était  i  et  que  le  rapport  finissait  par  être  tou- 
jours inférieur  à  i. 
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Il  est  alors  naturel  de  comparer  la  série  (y)  à  une  autre  série  à 
termes  positifs 

(«)  «,   -F    «2   +    •••    -i-   «n   -+-    ■■•, 

OÙ  la  même  circonstance  se  présente^  et  dont  on  sache  si  elle  est 
convergente  ou  divergente. 

Prenons,  par  exemple,  pour  la  série  (a)  la  série  dont  le  n"  terme 

est  —,  en  désignant  par  r  un  nombre  positif.  On  a  alors 


I  -H  -  I  -h  - 

n/  Il 


en  désignant  par  a,,  un  nombre  dont  on  sait,  par  le  numéro  pré- 
cédent, qu'il  est  aussi  voisin  de  r  que  l'on  veut,  pourvu  que  n  soit 


assez  grand. 

En  mettant  le 

rapport 

V»  +  1 

sous 

laf 

'on 

Vn  f  1 

I 

I 

+ 

n 

on  est  conduit  à  la  règle  suivante. 

Si,  pour  les  valeurs  de  n  suffisamment  grandes  jS,,  reste  plus 
grand  qu'un  nombre  h  plus  grand  que  i,  la  série  (r)  est  conver- 
gente, si  au  contraire,  pour  les  valeurs  de  n  suffisamment  grandes 
3,1  reste  plus  petit  que  i,  la  série  (v)  est  divergente. 

Je  me  borne  au  premier  cas.  On  choisira  r  compris  entre  i  et  /i  ; 
la  série  (a)  est  convergente  ;  puisque  a„  est  aussi  voisin  de  r  qu'on 
le  veut,  7.n,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  n,  est 
compris  aussi  entre  i  et  h,  en  sorte  que  l'on  a  j^,,  >  a.n  et  par 
suite 


Vn 


la  série  (v)  est  convergente  comme  la  série  (u). 

Cette  règle  est  connue  sous  le  nom  de  Raabe  et  Duhamel  ;  elle 
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s'applique  en  particulier  lorsque  j6„  a,  pour  n  infini,  une  limite 
différente  de  i . 

135.  —  Restant    toujours   dans  le   cas   où    l'on  a    pour  les 

séries  (u),  {v), 

lim.  £"iLi  __  lim.  '^+1  =  j^ 

n  =  'X>       Un  n^^iC      V/i 

en  sorte  qu'on  puisse  poser 

^   ^  Un  Vn 

avec  les  conditions  lim.  £«  =  lim.  r,n  =  o,  je  vais  montrer  que  les 

n  =  co  ;i  =  co 

deux  séries  [u],  {v)  sont  convergentes  ou  divergentes  en  même 
temps,  lorsque  la  série  dont  le  it  terme  est  s»  —  '/]n  est  absolument 
convergente. 

En  effet,  les  égalités  (i)  donnent 

Un^i  =  «1  (l    —  ^i)  (l   —  s)   •••   (l    —  ^»)' 

d'où 


La  quantité  ""_  J*"  ayante  pour  limite  finit,  à  partir  d'une  cer- 

I  ^n 

taine  valeur  de  n,  par  devenir  moindre  que  i  en  valeur  absolue; 
rien  n'empêche  de  supposer  qu'il  en  est  toujours  ainsi,  puisque, 
dans  l'étude  delà  convergence  d'une  série,  on  peut  faire  commencer 
cette  série  au  terme  que  l'on  veut.  Dès  lors  la  théorie  des  produits 
infinis  montre  que  le  second  membre,  a  pour  n  infini,  une  limite 

différente  de  o,  si  la  série "^  ""  ~  ^"'  est  absolument  convergente; 
le  caractère  de  cette  série  est  le  même  que  celui  de  la  série 
V  /r„ — Y,n)  puisque  le  rapport  de  deux  termes  correspondants,  dans 
les  deux  séries,  a  pour  limite  l'unité.  Si  la  série  J^  ]  c„  —  '/]n  I  est 
conver2:ente,le  rapport  ^-^^-^^  a,  pour  n  infini,  une  Hmite,  différente 


l\~ 

r 

r        A 

-+-- 

I   — 

1_  _ 

n 

n         n 
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de  o.  Les  deux  séries  («),  (")  sont  en  mémo  temps  convergentes 
ou  divergentes. 

Ceci  posé,  prenons  comme  tout  à  l'heure,  pour  la  série  (u),  la 
série  dont  le  terme  général  est  n~'  ;  on  aura  alors 

A„  étant  un  nombre  qui,  comme  on  l'a  vu  au  n°  133,  reste  infé- 
rieur en  valeur  absolue  à  un  nombre  fixe.  La  série  >   —î?    est    par 

conséquentabsolument  convergente,  comme  la  série  >  ?i~^.  On  est 
maintenant  en  mesure  d'établir  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  peut  mettre,  dans  la  série  (u),  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent  sous  la  forme 

r  étant  un  nombre  fixe  et  o„  une  quantité  telle  que  la  série  ^  |<>n| 
soit  convergente,  la  série  [v)  est  convergente  si  Ton  a  /■  >■  i,  di- 
vergente si  l'on  a  /'  ^  I  (^). 

A 

est  alors  conver- 


En  effet,  il.  est  clair  que  la  série    > 


A;: 
Pn  -o 


gente  :  par  conséquent  les  deux  séries  (tt),  (r)  ont  le  même  caractère. 

C'est  ce  qui  arrive  en  particulier  si  l'on  peut  poser  p„  =  -7  • 

s  étant  un  nombre  fixe  plus  grand  que  i  et  B«  un  nombre  qui 
reste  en  valeur  absolue,  pour  toutes  les  valeurs  de  n,  inférieur  à  un 
nombre  positif  fixe. 

En  vertu  de  l'hypothèse  faite  sur  le  rapport  — ,  ce  rapport 

finit  nécessairement  par  être  positif;  tous  les  termes  de  la  série  (v) 
finissent  par  avoir  le  même  signe,  et  il  est  inutile  de  spécifier  que 
celte  série  est  une  série  à  termes  positifs. 

(1)  Le  lecteur  pourra  comparer  cette  règle  à  celle  de  Raade  :  dans  des  cas  assez 
larges,  mais  nou  toujours,  les  deux  règles  sont  équivalentes.  On  peut  appliquer 
le  même  mode  de  raisonnement,  en  employant  comme  terme   de   comparaison 

des  séries   plus   lentement  convergentes  que  la  série    ^   n  —  ",  par  exemple   la 

série  dont  le  n'^  terme  est 

1. 

"'■  =  — i ;o 


.t 
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En  vertu  de  la  supposition  relative  au  rapport    ""^  ' ,  on  a 


n  :=.p  n  =p 

r         \ 


Pu 


,,=„,n(.-;;-p-.)^n(-,9xn('";z^)^ 

?i=  I  n^i 

le  produit  infini 

nhrï 

est  absolument  convergent,  à  cause  de  la  convergence  de  la  série 
^  1  pn  I  ;,  le  produit 

n=p 

r 

n 

augmente  indéfiniment  axec p,  reste  égal  à  i,  ou  tend  vers  o,  sui- 
vant que  r   est  négatif,   nul,  ou  positif  :  on  voit  que,  p  croissant 
indéfiniment,  i'^  croit  indéfiniment,  tend  vers  une  limite  difîérento 
de  o,  ou  tend  vers  o  suivant  que  /'  est  négatif,  nul,  ou  positif. 
La  règle  précédente  s'applique  en  particulier  dans  le  cas  où  le 

rapport  ■""'"'  peut  ^se  mettre  sous  la  forme  d'une  fraction  ration- 
nelle 

nP  -+-  A|/i?'-'  -h  Aj/i''  — 2  -+-  ... 
ni'  -\-  a^n''~'-  -t-  a^iL''~-  -h  ... 

où  le  degré  p  et  les  coefficients  Aj,  A^,  ...,  a^  a.^,  ...,  sont  indé- 
pendants de  71  ;  on  voit  de  suite,  en  effectuant  la  division  du  numé- 
rateur par  le  dénominateur  et  en  calculant  deux  termes  au  quotient, 
que  l'on  peut  prendre  r  =  a^  —  Ai   et  que  la   série  proposée  est 

qui,  comme  on  le  verra  plus  tard,  est  convergente  ou  clivcrgenle  dans  les 
mêmes  conditions  que  la  série  ^  n~',  ou  encore  des  séries  analogues.  Celle 
que  je  viens  de  dire  conduit  à  la  règle  suivante  :  si  l'on  peut  poser 


^^^  =1 c  +  , +  p,., 

le  nombre  r  élant  fixe  et  la  série    ^    |  p„  |  convergente,  la  série  (v)  en  conver- 
gente quand  r  est  plus  grand  |que  i,  divergente  quand  r  est  égal  ou  inférieur 
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convergente  si  l'on  a 

A,  —  Oj  4-  I  <  0, 

divergente  dans  les  autres  cas.  Cette  règle  est  due  à  Gauss, 

Appliquons  la,  comme  Gauss  l'a  fait  lui-même,  à  la  série  hyper- 
(jéométriqiie  : 

a.^  a(a  +  i)  p  (p  -f-  l)     , 

i-Y  I-  2.  t(t-H  I) 

+  a(a-f-  l)...(a  +  /i-l)P(P+  l)  ...  (^  +  »  -  l)  ,^„  _^ 

I.  2  ...  /(.  7(y+  i;  ...  (y  H-  'i—  I) 

où  a,  ^,  Y  désignent  des  nombres  qui  ne  sont  pas  des  entiers  né- 
gatifs; le  rapport  du  [n  -h  2)"  terme  au  (n  -f-  i)^  est 

(g  -h  n)  ((3  +  n)  ^ 
(n  -+-  I)  (y  -+-  n; 

pour  n  infmi,  il  a  £c  pour  limite  ;  on  en  conclut  que  la  série  pro- 
posée est  absolument  convergente  lorsque  l'on  a  |  x  |  <,  i  ;  on 
désigne  habituellement  la  somme  de  cette  série  par  le  symbole 

F  (a,  p.  Y'  ^)- 

Si  l'on  suppose  maintenant  x  =  riz  i,  l'application  de  la  règle 
précédente  conduit  aux  résultats  que  voici  : 

Suivant  que  le  [nombre  a  -+-  /5  — 7  —  i  est  positif,  nul,  ou  né- 
gatif, les  valeurs  absolues  des  termes  de  la  série  augmentent  indéfi- 
niment, tendent  vers  une  limite  différente  de  o,  ou  tendent  vers  o. 
La  série  est  absolument  convergente  si  Ton  aa-i-j5  —  y<;oet 
seulement  dans  ce  cas.  Si  a  H-  |3  —  y  est  positif  mais  plus  petit 
que  I ,  la  série  ne  peut  être  convergente  si  ses  termes  finissent  par 
être  toujours  de  même  signe  ;  elle  n'est  donc  pas  convergente  pour 
x=i,  puisque,  alors,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent,  finit 
par  être  positif.  Pour  x  =  —  i,  les  termes  finissent  par  être  alter- 
nativement positifs  ou  négatifs,  d'autre  part  ils  tendent  vers  o  et 
finissent  par  décroître  constamment,  comme  il  est  aisé  de  le  voir  : 
on  verra  au  n°  137  que,  dans  ces  conditions,  la  série  est  conver- 
gente. 

Je  me  bornerai  à  remarquer  sur  la  série  F  (a,  fj,  7,  x),  qui  a 
été  l'objet  d'un  grand  nombre  de  beaux  travaux,  qu'elle  se  réduit 
à  un  polynôme  en  x  quand  l'un  des  nombres  a,  p  est  un  entier 
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négatif,  et  qu'elle  se  réduit  à  la  série  déjà  considérée 

m  m(m  —  i)     ,  m  [m — i)...(m  —  /î-l-i) 

I  1.2  I.  2  ...  n 

lorsqu'on  y  suppose  |3  =  y  =  —  m,  et  qu'on  y  remplace  x  par  —  x. 

136.  —  Prenons  pour  la  série  (u)  qui  sert  de  terme  de  compa- 
raison, la  série 


OÙ  l'on  suppose  |3„  positif,  et  dont  on  a  démontré  au  n°  126  qu'elle 
était  toujours  convergente.  La  série  à  termes  positifs 

(v)  V^  -Jr  V^   -+-  ...  -+-  Vn  -}-   ... 

sera  convergente  si  l'on  a,  à  partir  d'un  certain  rang, 

ou,  en  remplaçant  pour  plus  de  simplicité  |3«  par  y-  et  en  suppo- 
sant X„  >>  G,  si  l'on  a 

/  W„      =   I   +  X„+i' 


ainsi,  il  suffît  pour  pouvoir  affirmer  la  convergence  de  la  série  à 
termes  positifs  (v)  de  savoir  qu'il  existe  une  suite  de  nombres  posi- 
tifs Xi,  Xg,...,  Xi,...  tels  que  l'inégalité  (i)  soit  vérifiée  pour  toutes 
les  valeurs  de  n  qui  dépassent  une  certaine  limite. 

La  démonstration  directe  de  cette  règle  (*)  est  immédiate,  car 
en  supposant  l'inégalité  précédente  vraie  à  partir  de  n  =z  i,  en 
l'écrivant  sous  la  forme 

^K  ^ra  — '  ^îi  4-  1  ^n  +  1  =  '^n  +  1' 

en  y  remplaçant  n  par  i,  2,  3...  et  en  ajoutant,  on  trouve  de  suite 
(i)  Elle  est  dtie  à  Kummer  :  elle  a  été  complétée  par  M.  Jensen. 
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Réciproquement,  si  la  série  [v)  est  convergente,  si  l'on  désigne 
par  Sn  la  somme  de  ses  n  premiers  termes,  et  par  A  un  nombre 
supérieur  ou  égal  à  sa  somme,  il  suffira  de  prendre  (n"  126  j 

À    =  A  —  s„^ 


pour  avoir 


Vn+J 


•71  +   1 


car  cette  égalité  se  réduit  à  5„_^  i  —  s,,  =  v„j^  i  ;  au  reste,  on  re- 
connaît sans  peine  que  l'on  aura,  d'une  façon  plus  générale. 


< 


si  l'on  prend 


A  —  s„ 


ln=  (l    +  Er,) 


en  désignant  par  s,,  s^,...  c,,,...  une  suite  de  nombres  positifs  dé- 
croissants, d'ailleurs  quelconques.  En  supposant  A  égal  à  la  somme 
de  la  série  proposée,    on  voit  (n"  126)  que    la    série  dont  le  n" 

I  -,. 

terme   est  y  est  divergente. 

L'existence  des  nombres  a^,  a.,,...,  ).„,•••  est  ainsiune  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  la  com^ergence  de  la  série  [v). 

En  prenant  tous  les  ).  égaux  entre  eux,  on  voit  que  la  série  (v) 
est  convergente  si  l'on  peut  déterminer  un  nombre  positif  ).  tel  que 
l'on  ait,  à  partir  d'un  certain  rang 


Vn  l    -H  X ' 


c'est  la  règle  du  n°  131.  Si  Ton  prend  ).„=:<--,  on  voit  que  la 

série  (v)  est  convergente  si  l'on  peut  déterminer  un  nombre  positif), 
tel  que  l'on  ait,  à  partir  d'un  certain  rang 


i 

I  -i-  — 


c'est  la  règle  de  Raabe,  etc. 
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Il  est  clair  que  si  la  série  formée  avec  les  inverses  des  nombres 
positifs  Xj,  1.2>  '••,  '^n,  ...  est  divergente  et  si  l'on  a  à  partir  d'un 
certain  rang 

(2)  ""-^^àzl  >  A_, 

^    '  Vn      =  Kl  +  1 

la  série  (u)  est  divergente.  Réciproquement  si  l'on  se  donne  une 
série  divergente  [v)  à  termes  positifs,  on  peut  trouver  une  suite  de 
nombres  positifs  ).,,  X^,  ...,  X„,  ...  qui  vérifient  celte  inégalité, 
et  dont  les  inverses  forment  une  série  divergente  : 

Il  suffira  de  prendre  X„  =  —  ,  en  désignant  par  Sn  la  somme  des 

n  premiers  termes  de  la  série  (y).  En  prenant,  par  exemple  X,î  =  /?, 
on  obtiendra  la  règle  de  Raabe,  relative  aux  séries  divergentes. 

137.  —  Relativement  aux  séries  qui  sont  convergentes  sans 
l'être  absolument,  je  me  bornerai  à  établir  quelques  propositions, 
dont  la  première  concerne  les  séries  à  termes  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs. 

Une  série  à  termes  alternativement  positifs  et  négatifs  est  con- 
vergente si  la  valeur  absolue  de  chaque  terme  est  plus  petite  que 
la  valeur  absolue  des  termes  précédents  et  si,  en  outre,  les  termas 
décroissent  indéfiniment  en  valeur  absolue  quand  leur  rang  s'éloigne 
indéfiniment. 

Cette  proposition  repose  sur  le  lemme  que  voici  : 

Si  a,  6,  c,  ....  j,  k,  l  sont  des  nombres  positifs  rangés  par  ordre 
de  grandeur  décroissante,  la  quantité 


^7=F 


k±L 


où  les  signes  vont  en  alternant,  est  positive  :  on  jieut  en  effet  l'écrire 
sous  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 

(a  —  h)  -\-  [c  —  d)  H-  ...  -h  (A;  —  /), 

(a  _  6)  +  (c  -  cl)  +  ...  +  (/_  /,)  -H  (/), 

suivant  que  le  nombre  des  quantités  a,  ...,  /est  pair  ou  impair. 
Soit  maintenant 

(U)  Wj  —  M,  4-   «3  4-   ...    +  (—   l)«-i  Un  —  ..., 
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la  série  proposée,  où  tous  les  nombres  u  sont  positifs  et  où  l'on 
suppose  (') 

«1  >  "2  >  «3  >  •••  >  "«  >  •••' 
lini.  Un  ==  o. 

Désignons  par  s^,  la  somme  des  n  premiers  termes  ii^  —  ii^-i-  ...dz  Un. 
Le  lemme  précédent  donne  immédiatement  les  inégalités 

Sn   >  O,  S.yp  -\-  l    >   Sirp 

Les  deux  premières  ont  lieu  quels  que  soient  les  nombres  n,  p,  rj; 
les  deux  dernières  supposent  (/>>/):  il  suffit,  pour  vérifier  ces 
inégalités,  de  former  les  différences  ^^^j  +  i  —  s.,^,  (ou  ^^^  —  ^ip  +  i) 
S-iq  —  ^ip,  ^23+1  • —  S2p  +  i-  Les  sommes  à  indices  pairs 

§2,  S  ,^,  S^,  ...,  S-2pj  .-• 

vont  en  croissant;  elles  restent  inférieures  à  une  somme  quel- 
conque d'indice  impair  5,^4.1;  elles  tendent  donc,  lorsque  leur 
indice  augmente  indéfiniment,  vers  une  limite  A,  pour  laquelle  on 
a,  quels  que  soient  p  el  q, 

s-ip  <  A  <  sog  + 1  ; 

les  sommes  à  indices  impairs 

Sj,  S^,  Sg,  ...,  ^ip -\- i> 

vont  en  décroissant  et  restent  supérieures  à  une  somme  quelconque 
d'indice  pair  Siq  ;  elles  tendent  donc  vers  une  limite  B,  pour  la- 
quelle on  a,  quels  que  soient  p  et  q, 

La  condition  lim.  «„  =:  o,  c[ui  n'est  pas  encore  intervenue,  con- 

u  =  00 

duit  à  la   conclusion  A  ::=  B  ;   en   effet  ces   deux   nombres   sont 


(')  Les  conclusions  essentielles  subsistent  quand  on   ne  suppose  pas  que  le 
signe  >  exclut  l'égalité. 
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compris  entre  s^^  et  s^^^  x,  dont  la  différence  u,^j^  ^  peut  être  sup- 
posée aussi  petite  qu'on  le  veut. 

Ainsi  la  série  (U)  est  convergente  :  sa  somme  est  plus  grande 
qu'une  somme  quelconque  s^j,  à  indice  pair,  plus  petite  qu'une 
somme  quelconque  s.,,jj^i  à  indice  impair.  En  prenant  pour  la 
somme  de  la  série  la  somme  des  n  premiers  termes,  on  commet 
une  erreur  en  plus  ou  en  moins,  selon  que  le  premier  terme  né- 
gligé est  négatif  ou  positif  et  qui  est  moindre  en  A'aleur  absolue  que 
ce  premier  terme  négligé,  puisque  la  somme  de  la  série  est  com- 
prise entre  la  somme  des  n  premiers  et  celle  des  /i  +  i  premiers 
termes. 

On  aurait  pu  aussi  établir  la  convergence  de  la  série  U  en  appli- 
quant le  caractère  général  du  n°  94  ;  la  somme  des  m  termes  qui 
suivent  le  n®  est  en  effet 

(—   l)"  («»  4-  l  —   ";;  +  2  +   •  ••   ±  Un  +  m)  ; 

la  quantité  entre  parenthèses  est  positive,  en  vertu  du  lemme,  elle 
est  moindre  que  k„  +  i,  puisqu'on  peut  l'écrire 

Un  4-  1  («n  +  2  "n  -t-  3  "H   •  •  •   H=  "n  +  "0 

et  que,  dans  cette  dernière  expression,  la  quantité  entre  paren- 
thèses est  positive  en  vertu  du  même  lemme  ;  la  valeur  absolue  de 
la  somme  des  m  termes  est  donc  moindre  que  iin  +  j,  et  cela  quel 
que  soit  m  ;  comme  on  peut,  quel  que  soit  le  nombre  positif  z, 
prendre  n  assez  grand  pour  que  l'on  ait 

^n  4-  1  <C  ^' 

la  convero'ence  est  démontrée. 


Par  exemple  la  série 


1  I        i 

2  ^  3~4 


est  convergente  sans  l'être  absolument.  C'est  une  de  ces  séries  dont 
la  somme  dépend  de  l'ordre  dans  lequel  les  termes  sont  écrits. 

Voici  un   exemple  de  ce  fait   dont  la  raison  a  été  donnée  au 
n"  116.  Si  l'on  pose 


''2;! 


5        5        "'        2/1 

T  I  I  I 

2  4  0  271 
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on  établira  sans  peine  l'identité 

en  faisant  croître  n  indéfiniment,  on  voit  que  le  premier  membre  a 
pour  limite  la  moitié  de  la  somme  de  la  série  proposée  ;  c'est  dirc- 
que  cette  somme  est  double  de  la  somme  de  la  série  suivante,  dont 
la  convergence  s'établit  sans  peine, 

I 

I 

2 

Il  est  clair  qu'une  série  appartenant  au  type  qu'on  a  défini  dans 
ce  paragraphe  peut  être  absolument  convergente,   telle  serait  la 

série 

III  I 

1.2       1.2.5       1.2.3.4       1.2.3.4-5 

que  l'on  obtient  en  faisant  x  =  —  i  dans  la  série  déjà  signalée 

X         x^  x^ 


I        I 

I 

T             I 

I 

I              I 

4  +  S- 

~G  " 

-8  +  5- 

■-\-  - 

10 

12           7 

^         I  I  ^^  o         I        •  •  • 

I  1.2  1.2.0 

La  règle  qu'on  vient  d'établir  a  été  invoquée  d'avance  aux 
n°^  132,  135. 

138.  —  D'autres  propositions,  d'une  nature  un  peu  plus  cacbce, 
se  déduisent  d'un  lemme  dû  à  Abel  ('),  et  que  j'énoncerai  après- 
avoir  fait  la  remarque  presque  évidente  que  voici  : 

Soit 

AjO^i  +  A^œ^  +  ...-+-  A^a-jj 

une  fonction  linéaire  des  variables  x^,  x^,  ...,  Xn,  dans  laquelle 
les  coefficients  Aj,  A^,  ...;,  A„  sont  positifs  ou  nuls;  si  l'on  consi- 
dère deux  systèmes  de  valeurs  des  variables  x^,  x.^,  ...,  Xn  d'une 
part,  x\,  x'.,,  ...,  x[iàQ  l'autre,  tels  que  l'on  ait  £C-  '^  x  pour  les 
valeurs  1,2,  ...,  /i  de  l'indice  /,  on  a 

k^x\  -H  k^x[,  -H  ...  H-  knx'n  ^  AjXj  -f-  Ao.T^  H-  ...  -t-  A„a-„; 

,  1       '  •  ,     '"       I    "i(m  — i)     „        m(m  — i)  {m  —  i\ 

M  Recherches  sur  la  série  i  +  -  a;-4 ^ x-  -\ ^ x-^-\-..^ 

^  '  '11. 2  1.2.0 

{OEuvres,  2«  édlt.,  p.  222). 
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en  effet  la  différence  entre  les  deux  membres,  à  savoir 

Aj  {x[  —  x^)  H-  A^(x'.,  —  3^2)  -+-...-+-  A„(x;  —  x„), 

est  évidemment  positive  ou  nulle. 

Yoici  maintenant  en  quoi  consiste  le  lemme  d'Abel  :  Soient 
i\,  V.2,  ...,  u„  des  nombres  positifs  ou  négatifs,  a  un  nombre  au 
plus  égal  au  plus  petit,  A  un  nombre  au  moins  égal  au  plus  grand 
des  nombres 

S^  =  v^,  S^  ==  Uj   -f-  V^,  ...,  s,,  =  Vj   -t-Vj  -h    ...   -h  i)„, 

soient  enfin  Sj,  s^,  ...,  £„,  n  nombres  positifs  rangés  par  ordre  de 
grandeur  décroissante,  on  aura 

EjO^  Z(i\  H-   t^V^  -f-   ...   +  Z^^Vn  ^  EjA; 

en  effet  la  quantité  intermédiaire  peut  s'écrire 

^i«l   -^-  ^2  («2  —  Si)  -+-•••   +  ^n  {Sn  —  S„_i) 

=  Si  (Sj   £2)  +  ^2  (^2  ^3)  ~l~  •••   ~^  Sn-l    {~n-i  ^n)  +  S„e„; 

les  coefficients  c^  —  s.^,  z^  —  £3,  ..-,  £«—1  —  £«.  ..-,  in  étant  positifs, 
on  ne  peut  que  diminuer  le  second  membre  de  l'égalité  précédente 
en  y  remplaçant  s^,  s.^,  ...,  s^  par  a,  on  ne  peut  que  l'augmenter 
en  y  remplaçant  les  mêmes  quantités  par  A  ;  or  on  trouve  ainsi  e^a 
d'une  part,  £jA  de  l'autre;  la  proposition  est  donc  démontrée. 

Il  résulte  de  là  que  si  on  désigne  par  K  un  nombre  égal  ou 
supérieur  à  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  des  nombres 
5p  S.2,  ...,  Sn,  on  aura 

£)K^  EjVj   -h   £^^'2  H-   ...   -t-  ht^n  ^  EiK-j. 

ou,  si  l'on  veut, 

I  ^i^^i  -+-  -2^2  -H  •••   +  £„t'„  I  ^  EjK. 

139.  —  Voici  maintenant  deux  conséquences  de  ce  lemme  (')  : 
I.  Soit 

[v)  l'i  -h  v.2  -+-   ...   -H  Vn  -1-  ... 

(')  Voir  le  Mémoire  de  M.  Darboux  sur  les  fonctions  discontinues.  Annales 
de  l'Ecole  normale,  2®  série,  t.  IV,  p.  87. 
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une  série  convergente,  soit 

^j.       H en. 

une  suite  infinie  de  nombres  positifs  tels  que  chacun  soit  inférieur 
ou  égal  à  celui  qui  le  précède,  la  série 


(.') 


'l-^l    ^^  -i'-'i 


est  convergente. 

En  effet,  à  cause  de  la  convergence  de  la  série  (v),  h  chaque 
nombre  positif  a  correspond  un  entier  positif  n  tel  que  l'on  ait, 
quel  que  soitp, 

I  v„  +  i  H-  v„  +  2  -h  ...  -f-  v„4.j,  I  <  a, 
et,  par  suite,  à  cause  du  lemme, 

I    £„^  1   V„j^  1  H-   £„4.2  "«  +  2   +   •..     -h  ^n+p  V„j_y   I   -<  aSn  +  i  <  ÏE,  ; 

comme  a  est  arbitraire,  la  convergence  de  la  série  (y')  est  démon- 
trée. 

On  voit,  par  exemple,  en  conservant  aux  s  la  signification  pré- 
cédente, que  la  série 

12         0  n  ^^ 

est  convergente. 
II.  Soit 

{v)  l'i   +  V.  H-   ...   -i-  l'n    +   ■■■, 

une  série  convergente  ou  divergente,  mais  dans  laquelle  la  somme 
des  n  premiers  termes  reste  toujours,  quelque  soit  n,  inférieure  en 
valeur  absolue  au  nombre  positif  a,  soit  en  outre 

^1'  ^2'    ■■■'  ^»>    '" 

une  suite  infinie  de  nombres  positifs  tels  que  chacun  d'eux  soit  égal 
ou  inférieur  à  celui  qui  le  précède,  tels  en  outre  que  l'on  ait 

lim.  £„  =  o, 
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3a  série 

•est  convergente. 

On  a  en  efifet,  quels  que  soit  n  et  p, 

I  i'„  +  i  H-  i'„  +  2  -i-  •••  -t-  v„  +  ;J  <  2  a 
-et,  en  vertu  du  lemme, 

or,  à  cause  de  la  supposition  lim.  £„  ==  o,  on  peut  supposer  n  assez 

n  ==  00 

grand  pour  que  2  c„^  1  a  soit  plus  petit  que  tel  nombre  positif  que 
l'on  voudra.  La  convergence  de  la  série  (Y')  est  donc  démontrée. 

Le  théorème  du  n"  137  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui-ci  ;  il 
■suffit  pour  s'en  convaincre  de  remplacer  les  quantités  Sj,  z^,..., 
par  les  quantités  Uj,  11.2,...  et  de  prendre  pour  la  série  [v)  la  série 
<livergente 


«dans  laquelle  la  somme  des  n  premiers  termes  est  o  ou  i . 

Considérons  encore,  en  attribuant  toujours  le  môme  sens  aux 
nombres  c^,  £1,  ...,  En,  ...  la  série 

Zq  cos  a  -h  £^  cos  (a  -i-  a;)  H-  ...  -+-  e„  cos  (a  H-  nx)  -t-  ..., 

oii  a  et  a?  sont  des  nombres  quelconques,  dont  le  second,  toutefois, 
n'est  pas  un  multiple  de  tt.  La  convergence  de  cette  série  résulte  de 
la  formule 

•     n  -h  i  I         nx\ 

sin X  cos    a  H-  — 

cos  a  H-  cos  (a  H-  a?)  -h  ...  4-  cos  (a  -h  nx)  =  ■ ~ -, 

sln  - 
2 

«t  de  ce  que  le  second  membre  reste,  en  valeur  absolue,  moindre 
•que 

I 

.     X 
sni  — 
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FRACTIONS  CONTINUES 


140,  —  On  a  étudié,  dans  le  Chapitre  premier,  les  fractions 
eontiimes  de  la  forme 


où  a„,  tti,  a,,  ...  étaient  des  nombres  entiers  positifs,  à  partir 
de  a^.  Rien  n'empêche  de  considérer  des  expressions  analogues, 
où  la  suite  des  quantités  a^,  a^,  ...,  rt„,  ...  est  quelconque.  Je  me 
bornerai  toutefois,  sur  les  expressions  de  cette  nature,  à  des  re- 
marques très  élémentaires. 

Les  formules  du  n"  34,  en  particulier,  ont  été  établies  sans 
faire  aucune  hypothèse  sur  les  quantités  a^,  a^^  ...,  an  : 

Posons  comme  alors 

Pq  =  Og,  V^=  a^a^  -Jr  i,  P«  =  Pn-i  a,i  ■+ P„_2, 

Qo=i,  Qj  =  a,,  Q«=Q«-i  «« -+-Q„-2- 


On  aura 


PnQ._i  —  P.-iQ.  =  f- !)"-•; 


La  n^  réduite,  c'est-à-dire  la  valeur  de  la  fraction  continue  limitée 

P, 
à  an  sera  .-^"  et  l'on  aura 


...+(- 


en  sorte  que,  si  l'on  écarte  le  cas  où  l'une  des  quantités  Q,,  serait 

P 
nulle,  la  question  de  savoir  si  la  quantité  jy  tend  vers  une  limite 

revient  à  reconnaître  la  convergence  ou  la  divergence  de  la  série 


QoQl  QlQa"^--"^^  '^'"'Qn-lQn 
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qu'il  est  assez  naturel  d'appeler  série  équivalente  à  la  fraction  con- 
tinue illimitée. 

On  dira  que  cette  fraction  continue  est  convergente  ou  diver- 
gente suivant  que  la  série  équivalente  est  convergente  ou  diver- 
gente. 

141.  —  Il  est  bien  aisé  de  voir  que  si  la  série  7  a„  est  absolu- 
ment convergente,  la  série  équivalente  à  la  fraction  continue  illi- 
mitée est  divergente.  On  va  voir  en  effet  que,  dans  ces  conditions, 
Q2J.  et  Qin  + 1  ont  des  limites  pour  n  infini. 

Supposons  d'abord  que  les  quantités  a^,  a.^,  ...,  a,,,  ...  soient 
toutes  positives;  il  en  sera  évidemment  de  même  des  quantités 
Qo,  Qi,  ...  Qn,  ...  :  or  en  se  représentant  Q„  sous  la  forme  d'un 
polynôme  en  ai,  a^,  ...,  a»,  on  voit  de  suite  que  l'on  a 


Q,.<n 


I  4-  a,.   ; 


si  la  série  7  a»  est  convergente,  il  en  est  de  même  du  produit 

infini  TT(i  4-  a-j)  ;   on  voit  déjà   que    Q«  reste   inférieur  à   un 

nombre  positif  fixe. 

D'ailleurs  l'égalité  Q»  =  Qn— 1  a«  H-  Qn-2,  montre  que  l'on  a 
Qn  >■  Qn-2  et,  par  suite 

(i)        Qo^Q2<Q;<--'     Qi<Q3<-Q5<-; 

Qin,  d'une  part  et  Qon  +  i  de  l'autre,  ont  donc  des  limites  pour  n 
infini.  Ces  limites  sont,  en  général,  différentes,  mais  je  ne  m'ar- 
rête pas  sur  ce  point. 

Si  les  quantités  a^,  a.^,  ...,  a„,  ...  ne  sont  pas  toutes  positives, 
soit  en  général  a'„  =  |  «n  |  et  désignons  par  P,', ,  Qn  les  quantités 
formées  avec  a',  a[,  a[^,  ...  comme  P»,  Q„  sont  formés  avec 
a„,  tti,  ttj,  ...  :  Qn  considéré  comme  un  polynôme  en  a^,  a^,  a^,  ... 
est  une  somme  de  monômes  ayant  tous  des  coefficients  égaux  à  i  ; 
d'ailleurs  l'égalité  Q»  +  2  =  Qn+ i  an+ 1  -V-  Qn  montre  que  tous 
les  monômes  qui  figurent  dans  Q,j  figurent  dans  Qn+2,  par  con- 
séquent dans   Qn  +  4,  ...  dans  Qn  +  2p  :  si  l'on  fait  la   différence 
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Qn  +  2p —  Qn,  il  ne  restera  encore  qu'une  somme  de  monômes, 
dont  la  valeur  absolue  ne  pourra  qu'augmenter  quand  on  rempla- 
cera les  variables  Oq»  <^i'  «2'  •••  V^^'  1*^^^^  valeurs  absolues  ;  on  aura 
donc 

On  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  le  second  membre  soit 
aussi  petit  qu'on  le  veut,  quel  que  soit  p.  Il  résulte  de  là  que  Q„  tend 
vers  une  limite  quand  n  augmente  indéfiniment  par  valeurs  paires, 
ou  bien  par  valeurs  impaires  (n°  56),  ici  encore  ces  limites  sont 
différentes.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  divergence  de  la  série  équivalente 
à  la  fraction  continue  est  assurée. 

Si  les  quantités  a^,  a.^, ...,  a„, ...  sont  toutes  positives,  et  si  la  série 
^  ttn  est  divergente,  la  série  (i)  et  la  fraction  continue  convergent. 

Dans  ce  cas  les  quantités  Q^,  Qi,  Q^,  ...  sont  positives  et  véri- 
fient les  inégalités  (i). 

La  série  équivalente  à  la  fraction  continue  est  alternée,  et  il  suffit 
pour  prouver  sa  convergence,  de  montrer  que  les  valeurs  absolues 
de  ses  termes  vont  en  diminuant,  c'est-à-dire  de  prouver  que 
l'on  a 

< 


Q.Qn-l^Q.-lQn-/ 

ou  Q„  >>  Q„  _2,  et  que  le  n'-  terme  a  pour  limite  o  (n°  137).  Les  inéga- 
lités (i)  montrent  que  les  quantités  Q^,,  d'une  part,  les  quantités 
Qan  -1- 1  tle  l'autre  augmentent  indéfiniment  ou  tendent  vers  une 
limite  ;  mais  il  ne  peut  pas  arriver  que  Ç)>n  et  Qin+  1  tendent  à  la  fois 
vers  une  limite  :  en  effet,  la  série  7  an  étant  divergente,  il  en  est  de 
même  de  l'une  au  moins  des  deux  séries 

a,  H-  «3  -t-  a^  H-  ..., 
«2  H-  "i  H-  «6  "+"  •••' 

de  la  seconde  par  exemple.  Or  les  relations 

Qan  -  Qo  =  (Q2  -  Qo)  +  (Q4  -  Q.)  +  -.  -4-  (Q2.,  -  Q..-2) 
=  fl,Q,  -+-  a.Q^  H-  ...  -h  nmQin-i 

>Qi  (s  +«4  +  •••  -t-  «i'O 

Tannert  I.    —  Introtluolion  à  la  lliéoiie  des  fonctions  14 
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montrent,  puisque  dans  le  dernier  membre,  le  coefficient  de  Q,  peut 
être  supposé  aussi  grand  qu'on  le  veut,  que  Qon  ne  peut  tendre 
vers  une  limite.  Si  même  Q-in+i.  avait  une  limite  pour  n  infini, 
comme  cette  limite  ne  pourrait  être  nulle,  on  n'en  aurait  pas 
moins 

lim. 


n  =  oo    Qin  Qln  +  1 


=  O, 


et  cela  suffit  pour  la  convergence  de  la  série  (i). 

Ainsi,  dans  le  cas  où  a, ,  a^,  . . . ,  a„, . . .  sont  tous  positifs  ;  la  diver- 
gence de  la  série  ^«n  est  une  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  la  convergence  de  la  fraction  continue. 

142.  —  On  peut  considérer,  d'une  façon  plus  générale,  les  frac- 
tions continues  telles  que 

6, 

«0  + 1^^ , 


h„ 


«H  H-  • . 

où  a,),  fli,  ...,  a„,  ...,  d'une  part,  b^,  b.2,  ...,  bn,  ...,  d'autre  part, 
forment  deux  suites  quelconques. 

Je  me  bornerai,  pour  ces  fractions  continues,  à  quelques  remar- 
ques qui  ne  touchent  guère  que  la  forme. 

En  conservant  le  nom  de  réduite  à  la  fraction  continue  limitée 

7  (P 

au  terme  —  ,  et  en  désignant  cette  fraction  par  —,  on  peut  poser 

3?o  =  Oq,  ili  =  a^a^  -^  b^,  '£n  =  ^n-  l  ««  +  ^n-  2  bn, 

%=  i,  %=^a,,  %  =  S„ -  1  a„  -h  2„_2 hn. 

^m  %  peuvent  être  regardés  comme  des  polynômes  formés  avec  les 
variables  a^,  a^,  ...,  an',  b^,  b^,  ...,  bn.  '^n  et  2„  ont  un  sens  quelles 
que  soient  les  valeurs  numériques  attribuées  à  ces  variables,  en 

sorte  que  la  fraction  —  a  un  sens,  pourvu  que  Qn  ne  soit  pas  nul.  (Il 

n'en  serait  pas  de  même  de  la  n^  réduite,  définie  comme  une  frac- 
tion continue  limitée,  si  a,,  était  nul). 

Si  l'on  désigne  par  ^„,r,  2„„.  les  polynômes  formés  au  moyen 
des  variables 


CHAPITRE    III.    FRACTIONS    CONTINUES  'À  I  F 

comme  les  polynômes  '.^,-,  ^;  sont  formés  au  moyen  des  variables 
Oo,  a,,  ...,  a,,  et  60,  b^,  ...,  h,-,  on  a 

•^'n-\-r ■-'■(( — i'^n,r   ~T~    -^  n—  >  ~n,r 'hiy 

~n-\-r  -—■  ~n — 1  ■'•;i,r  ~l~   ~;î— 2~îi,c  "n- 

La  fraction  continue  illimitée  est  dite  convergente  ou  divergente 
suivant  que  ---  a,  ou  non,  une  limite  pour  n  infini. 

Les  dernières  relations  montrent  cpie  si  6„  est  nul,  toutes  les 
réduites  sont  égales,  à  partir  de  la  [n  —  i)°  ;  c'est  d'ailleurs  ce  qui 
apparaît  sur  la  fraction  continue  illimitée,  qui  dans  ce  cas  doit 
être  regardée  comme  limitée  :  j'exclurai  ce  cas  dans  ce  qui  suit. 

On  a,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  n. 


'P-,0, 


ir„_i2,  =  (-i)"-'6,6, fc„; 


le  premier  membre  n'est  jamais  nul,  puisqu'on  suppose  qu'aucun 
des  nombres  hn  n'est  nul. 

On  a  aussi,  en  excluant  le  cas  où  quelqu'une  des  quantités  2i ,  22, . . . 
serait  nulle, 

cT  —  ^0  +  ôô ô~ô    +---^C— I)  -7) Tj— ' 

143.  —  La  fraction  continue  est  convergente  ou  divergente  sui- 
vant que  la  série 

6,  /        \„    4  ^1  ^0  •••  b„ 

«0  +  y^T  H-  -  -H  (-  l)"-'     V     O       -+-  - 

■-^0=^1  ~n—i.-~n 

est  convergente  ou  divergente.  C'est  maintenant  cette  série  qu'il 
convient  d'appeler  série  équivalente  à  la  fraction  continue  :  sa 
somme,  si  elle  est  convergente,  est  la  valeur  de  la  fraction  con- 
tinue illimitée. 

'^"  +  '•  ^    '^n  -  1  -Su.r   +  'Sn  -2  2».r  b„  ^ 

%^.r       2„_i2„,, -h2„_o2„,,6„' 
lorsqu'on  y  regarde  n  comme  fixe  et  qu'on  fait  grandir  r  indéûni- 


L' égalité 
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ment,  montre  que,  si  ôt^  admet,  pour  r  infini,  une  limite  A„,  la 


fraction  cT — '  admet,  pour  r  infini,  la  limite 

<-^n  +  r 

On  doit  toutefois  exclure  le  cas  où  le  dénominateur  de  cette  fraction 
serait  nul,  cas  auquel  on  aurait 


11m. 


Réciproquement,  la  relation  entre  cf~^  ^^  W^  pouvant  être 
résolue  par  rapport  à  cette  dernière  quantité,  on  voit  que,  si  la 
fraction  continue  est  convergente,  la  quantité  -^  a  une  limite 
pour  r  infini,  sauf  le  cas  où  l'on  aurait 

A2„_i  — ^„_i=o, 


en  désignant  par  A  la  limite,  pour  r  infini,  de  q" 


n  -f-  r 


144.  —  Lorsque  les  nombres  h^,  6^,  ...  sont  tous  égaux  à  d=  i 
et  que  les  nombres  a^,  a.^,  ...  sont  tous,  en  valeur  absolue,  supé- 
rieurs ou  égaux  à  2,  la  fraction  continue  est  convergente  ('). 

Posons  en  effet 

I  a„  I  =  2  -h  a„,      I  2„  1  =  a;  ; 

(1)  M.  Pringsheim,  dans  un  Mémoire  sur  la  convergence  des  fractions  conti- 
Bues  (Sitzungsberichte  de  TAcadémie  des  Sciences  de  Munich,  t.  XXVIII, 
p.  2o5),  donne  pour  le  même  cas  |  6n  j  =  i,  une  règle  un  peu  plus  large.  Il 
suffit,  pour  que  la  fraction  soit  convergente,  que  Ton  ait,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  l'indice  n, 

I    '     I  +]-L|<  I. 


Au  reste,  divers  résultats  du  présent  paragraphe  sur  les  fractions  conti- 
nues, en  particulier  la  proposition  du  n"  145,  sont  tirés  du  Mémoire  de 
M.  Pringsheim. 
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rj.n  sera  un  nombre  positif  ou  nul  ;  la  relation  '^n  =  «A  -  i  ±  '2„_2 
entraîne  l'inégalité 


ou 


sous  cette  forme,  on  voit  que  a'„  —  a'^_i  est  supérieur  ou  égal  à 
%-i  —  a^-2,  à  %-2  —  2n-  3,  à  a',  —  a;  =  I  +  y.i  ;  les  inéga- 
lités 

%-%-i^i,  ...,a'i-aui, 

entraînent  %^n-h  i,  pour  n  =  i,  2,  ....  ;  la  série  équivalente  à 
la  fraction  continue  est  donc  absolument  convergente  et  la  propo- 

sition  est  démontrée.  La  somme  de  la  série   ^     ^, -^  est  au 


n=  I 


plus  égale  à  la  somme  de  la  série    7,     — -,  ,  c'est-à-dire  à  i 

^  °  Jmmà      n{n  ^  l) 

71=  I 

(n*  89).  Si  donc  on  désigne  par  A  la  valeur  de  la  fraction,  on  a 

A  ne  peut  d'ailleurs  atteindre  l'une  des  valeurs  a^  —  \,a^-\-  \  que  si 
la  somme  de  la  série    ^  -r, -^1  est  égale  à  i,  ce  qui  ne  peut 

n  =  I 

avoir  lieu  que  dans  le  cas  où  l'on  aurait  2J,  =  n  -h  i ,  et  par  con- 
séquent a,i  =  G,  (/i  =  I,  2,  ...)  ;  cette  circonstance  exceptionnelle 
se  présente  effectivement,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  dans  le  cas 
où.  l'on  a  a„  =  2,  6rt  =  —  i  (n  =  i,  2,  ..). 

Si,  sans  rien  supposer  sur  les  quantités  ûq,  a^,  ...  un,  bi,bn,  ..., 
bn,  on  suppose  |  6„^,.  |  :=  i,  ]  a,i^_,.  )  ^  2,  pour  /' =  i,  2,  ,..,  on 

voit,  d'après  cela,  que  la  fraction  q'-  définie  au  n°  142,  admet, 
pour  r  infini,  une  limite  A„  qui  vérifie  les  inégalités 
a»  —  I  ^  A„  ^  a„  -t-  I  ;   on  en  conclut  que  si  les  deux  quantités 

â„_i  (a„  —  i)  -+-  â„_o,  â„_i  {a„  -h  i)  -+-  2„_2 
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sont  de  même  signe,  la  fraction  continue  est  certainement  conver- 
gente, et  que  sa  valeur  A  est  comprise  entre 

Sn^^ACn—    l)   ^   gn-2  ,  a*»,  ^  (o,,  +    l)   -+-   g„_2  , 

2„_i  (a„  -    I)  -+-  %,_,'  a„_i  [Cl,,  -t-  I)  -+-  L>„_2' 

OU,  dans  le  cas  plus  particulier  où  tous  les  nombres  61,  b^,  ...  sont 
égaux  à  I, 

■^n  ■=*■■?!. —  1  "Ajj  — T"  ^n — i 

t)  c)  '  G)     _i      C)  ' 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  d'observer  que  l'on  parvient  à  des 
fractions  continues  pour  lesquelles  6«  est  égal  à —  i  et  où  «„  est, 
pour  71  =  I,  2,  3,  ...,  un  nombre  entier  supérieur  ou  égal  à  2,  en 
raisonnant  comme  on  a  fait  au  n°  33,  c'est-à-dire  en  partant  d'un 
nombre  A,  et  en  posant  successivement 

^■  =  «0  — ^.       Aj=ai  — ^,       A,  =  a,  —  ^,...  : 

«0  désigne  la  valeur  approchée  de  A  à  une  unité  près,  par  excès.  A^ 
est  plus  grand  C[ue  i  ;  Oj,  au  moins  égal  à  2,  est  la  valeur 
approchée  de  Aj  à  une  unité  près,  par  excès,  etc. 

145.  — En  désignant  par  ^1,  ^j^,  ...,  71,73.  •••  deux  suites 
données  ne  contenant  pas  de  terme  nul,  considérons,  à  titre 
d'exemple,  la  fr-action  continue 


+  T. ^ 


P2-.T  ~^'^ 


On  a  ici,  en  reprenant  les  notations  du  n°  143. 

«0  =  0,      Oj  =  6j  -I-  Yj,      b,  =  p, 

Ctn  =  Pn  H-  ^{n,  b„  =  —  P„Y«_1  {n  =  2 ,   3,    ...), 

et  par  conséquent 

=  P2P3-P.  (^^- 712-0)=  p,P,..,.p.„; 
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puis,  en  faisant  .'f„  =  y,y^  ...  y„.s„, 

Sn   S„  _  1  — —  > 

7iT2  •••  7" 

S„  —  —  -f-  -h  ...  H , 

Yl     Ï]Y2  T1Ï2  •••  ':n 

on  parvient  de  la  même  façon  à  l'expression  de  2,,  et  l'on  a  fina- 
lement 

'-^»  =  Y)Y2  •••  YnS«.       2„  =  YjY2  ...  Yn  (i  +  s„), 

■*« "il 

2,i  ~  I   4-  S„  ■ 

On  en  conclut  que  la  fraction  continue  proposée  est  convergente 
si  la  série 

(?)  t  +  M=  +  ...^PA^  +  ... 

Il  1112  I  1  12    •••      ['! 

est  convergente  et  admet  une  somme  différente  de  —  i ,  ou  encore 
si  la  valeur  absolue  de  la  somme  Sn  des  n  premiers  termes  de  cette 
série  augmente  indéfiniment  avec  n  ;  dans  le  premiers  cas  la  valeur 

s 
de  la  fraction  continue  est  en  désignant  par  s  la  somme  de 

la  série  ;  elle  est  i  dans  le  second  cas  ;  en  particulier  si  tous  les 
nombres  pi;  pj,  ...,  yj,  y^,  ...  sont  positifs,  la  fraction  continue 
est  toujours  convergente.  Inversement  la  proposition  précédente 
permet  de  transformer  la  série  (|5)  supposée  convergente,  en  frac- 
tion continue  ;  en  l'appliquant,  par  exemple,  à  la  série 

_i i  j_  I 

I        1.2        1.2.3  ' 

on  trouve  sans  peine 


e  —  1  =  1 


^'46.  —  Regardons  les  quantités  a,,,  6„  comme  données  pour  les 
valeurs  de  n  égales  ou  supérieures  à  2,  et  considérons  les  deux 
suites  infinies  p„  p„  ...  p„,  ...,  q^,  q„  ...,  cj,„  ...,  dont  les  élé- 
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ments  p»,  qn  sont,  à  partir  de  n  =  i,  respectivement  définis  au 
moyen  de/)o,/>i,  q^,  q^,  qui  sont  regardés  comme  des  données, 
par  les  relations  de  récurrence 

P«  =  Pn—iO-n  H-  Pn-^On,  Çn  =  qn-i  «n  +  qn-  ^^n- 

L'analogie  de  ces  relations  avec  les  relations  du  n°  143  suggère 

naturellement  l'idée  de  mettre  le  rapport  —  sous  la  forme  d'une 
fraction  continue  limitée 


Pn_ 

b^ 

% 

«0  -r- 

«1 

b. 

«2   ^ 

■-.. 

a„ 

dans  laquelle  les  quantités  a.^,  a^,  ...,  a„,  h^,  63,  ...,  6«  sont  les 
mêmes  que  celles  qui  figurent  dans  les  relations  de  récurrence  :  on 
va  déterminer  les  trois  éléments  initiaux  a^,  Oj,  h^  de  manière  que 
l'égalité  précédente  ait  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  n.  Conser- 
vons pour  la  fraction  continue  illimitée  formée  avec  les  éléments 
a^,  6j,  cfj,  b^,  ...,  les  notations  du  n"  143. 

Puisque  l'on  doit  avoir  3(,  =  i ,  il  est  clair  qu'on  ne  peut  pas 
s'arranger  pour  que  les  quantités  ^n,  â„  soient  respectivement 
identiques  aux  quantités  pn,  qn  ',  niais  on  peut  faire  en  sorte  que 
l'on  ait,  pour  les  valeurs  o,  i,  2,  .,.,  de  /i, 

fp   7i'         G)   2l*  . 

7o  'io 

il  suffira  de  résoudre  par  rapport  ka^,  a^,  b^  les  relations 

ÇP     Po  c?     El  6)     Il 

Ho  yo  Ho 

c'est-à-dire  de  prendre 


'0 


Po  „   _  ^1  h   —  Pi^o~Mi  . 


9o  90  5o 

Les  relations 

^n  =  ^n-l^n  +  ^n-2&n,  Pn^^Pn—l^n  -^  Pn  —  iK, 

'an  =  %-ian  -h  Qn-ibn,  qn  =  qn-i^n  "^  qn-^K, 

(n  =  2,  3,  .,.), 
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montrent  ensuite  clairement  que  '£n  et  'an  se  déduisent  de  /)«  et  q,,  en 
les  divisant  par  le  même  facteur  q^. 

Naturellement,  si  l'on  ne  veut  pas  être  dans  le  cas  d'exception 
signale  plus  haut,  on  devra  supposer  que  pi^jo — y-',//,  n'est  pas 
nul. 

Si  la  fraction  continue  formée  avec  les  quantités  a^,a^, ...,  h^^,  h^,... 

i  convergente,  sa  valeur  sera  la  limite  de  —  pour  n  infini. 

147.  —  Si  l'on  se  donne  une  fraction  continue 

h, 


es 


(/) 


I). 


on  peut  la  transformer,  et  cela  d'une  infinité  de  façons,  en  une 
autre  fraction  continue 


b'., 


«1  H p 

«2  H-  •.. 

telles  que  les  réduites  de  l'une  soient  respectivement  égales  aux 
réduites  correspondantes  de  l'autre.  Conservons,  pour  la  fraction  if) 
les  notations  dun"  142,  en  accentuant  les  quantités  analogues  pour 
la  fraction  (/') . 

Les  éléments  de  cette  dernière  fraction  devront  être  tels  que  l'on 
ait 

■^n  ^      ,  J,n ^ —  ' 

en  désignant  par  A„  un   nombre  toujours  différent  de  o  et  qui. 
pour  /i  =  o  se  réduise  à  i,  afin  que  l'on  ait  %  =  Ù^=  i. 
Les  relations 

2„  =  a,â„_i  +  6„3,_„         2;,  =  <<à'n_,  -t-  6,;  %,_,, 

permettraient  de  déterminer,  à  partir  de  n  =  2,  a„et  6„  au  moyen 
de  '£„,  ...,  a„_o,  ainsi  que  a'„,  h'„  au  moyen  de  'S',„  ...,  %_,  ;  en 
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remplaçant  ces  dernières  quantités  par  ^\  . . ,  ^^^^^ — = ,    on  parvient 
de  suite  aux  relations 

Inversement,  si  ces  dernières  relations  sont  A^érifîées  et  si  l'on  a  en 
outre 

6p  0) 

J„_A„         ^^--JT'        2,-^, 


■c'est-à-dire 


/  -j    a,  6, 

«0  —  «0'  '^^i  —  -T7  —  /7 


il  est  clair  que  l'on  aura,  pour  n  =  o,  i,  2,  ..., 

(P  G) 

cal    21Z1  G)'    22i 

Ainsi  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  chaque  ré- 
duite de  la  fraction  (/')  soit  égale  à  la  réduite  correspondante  de  la 
fraction  (/),  consistent  en  ce  que  l'on  ait 

,  «I  b^ 

et  que  l'on  puisse  déterminer  une  suite  de  nombres  non  nuls 
^0  =  ï,  Xj,  ^25  •••>  X„,  ...  tels  que  l'on  ait 

a'n  =  -—^  On,  (n  =  I,  2,  3,  ...) 

K  =  -^'  K,         (n  =  2,  3,  4,  •••)• 

Il  est  à  peine  utile  de  dire  que,  si  l'on  se  donne  arbitrairement 
Aj,  )v2,  ...,  et  si  l'on  détermine  a'o,  b[,  a[,  h[^,  ...  parles  relations 
précédentes^  les  réduites  de  la  fraction  (/')  sont  respectivement 
•égales  aux  réduites  de  la  fraction  (/). 

En  écartant  le  cas  où  quelqu'une  des  quantités  an,  bn  serait  nulle, 
on  peut  dire  encore  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
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pour  rcgalltc  des  réduites,  prises   respectivement  dans  les    frac- 
tions (/)  et  (/'),  consistent  dans  les  relations 


an  —  a,., 


(^n  =z  I,  2,  3,  ...). 


b'n        ~        h„       ' 

En  les  supposant  vériFices  on  pourra  prendre 

^    «I  a.,        a„ 

"        a[  a.^  '"  d'il 

Si,    par   exemple,  on  veut   que   dans  la    fraction   (/'),  on  ait 
6«=  I  (/z  =:  I,  2,  3,  ...),  on  devra  prendre 

a'.^a,,  a,n  =  -j-r r—  a,,„ 

2      4-    ■  ■  •       -" 

,  «I  ,  _     b.,b,^  ...  b.,„     a,„  -i- 1 

(/l  =   I,   2,    ,..). 

Si  l'on  voulait  avoir  6^,  =  —  i ,  on  prendra 

b.  />.,  ...  6.2„_i^ 

—  "271' 


«0  =  «n^  (^l'i  = 


«, 


6,6;  ...  b,„ 

b,b,  ...  b.,„     «o„  . 


b'        "^"  +  1—         b,b,...b,„.,b. 


CHAPITRE  IV 


PREMIERS   PRINCIPES   DE    LA   THÉORIE 

DES   FONCTIONS. 

POLYNOMES,   FRACTIONS    RATIONNELLES 

FONCTION    EXPONENTIELLE,  ETC.. 


I.  —  DES  FONCTIONS  EN  GENERAL 


148.  —  Considérons  un  ensemble  (X)  de  nombres  distincts,  et 
regardons  ces  nombres  comme  des  valeurs  qui  puissent  être  attri- 
buées à  une  lettre  x,  laquelle  sera  désignée  comme  étant  une  ua- 
riable.  Supposons  qu'à  chaque  valeur  de  x,  c'est-à-dire  à  chaque 
élément  de  l'ensemble  (X)  corresponde  un  nombre  que  l'on  regardera 
comme  une  valeur  attribuée  à  une  lettre  y  ;  on  dira  que  y  est  une 
fonction  de  x  déterminée  dans  cet  ensemble  (X)  :  La  fonction  sera 
définie  dans  cet  ensemble  si  la  correspondance  est  définie.  L'en- 
semble (Y)  des  valeurs  distinctes  que  prend  y  est  déterminé  par  la 
correspondance  même  :  dire  que  b  est  un  élément  de  (Y)  c'est  dire 
qu'il  y  a  un  élément  a  de  (X)  auquel  correspond  le  nombre  5. 

A  chaque  élément  de  (X)  correspond  un  élément  de  (Y)  et  un 
seul  ;  mais  rien  n'empêche,  dans  la  définition  précédente,  qu'à 
plusieurs  éléments  différents  de  (X)  corresponde  un  même  élément 
de  (\')  ;  en  d'autres  termes,  la  définition  précédente  n'implique  pas 
que  la  correspondance  entre  (X)  et  (Y)  soit  parfaite  (n"  66) .  Le 
cas  où  cette  correspondance  est  parfaite,  où  les  valeurs  de  y  qui 
correspondent  à  deux  éléments  de  (X)  sont  toujours  différentes, 
offre  d'ailleurs  un  intérêt  particulier  et  sera  examiné  plus  tard. 

Pour  désigner  une  fonction  de  x,  on  fait   souvent    précéder  la 
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lettre  flî  d'une  IcLti-e  [/(■^),  ''-^{x),  g(x)  ...]  ou  d'un  asscmLlagc  de 
lettres  [log  x,  sin  x,  ...]. 

149.  —  Dans  la  tlicorie  des  nombres,  on  considère  un  très  grand 
nombre  de  fonctions  qui  sont  définies  dans  l'ensemble  des  nombres 
naturels.  Telles  sont  le  nombre  des  nombres  premiers  et  non  supé- 
rieurs à  n,  que  l'on  désigne  babituellement  par  '^  (/?),  le  nombre 
ou  la  somme  des  diviseurs  de  n,  etc.  La  lettre  n  joue  ici  le  rôle  de 
la  variable  x. 

a  étant  un  nombre  positif  donné,  on  définit  d'abord  a'^  comme 
le  produit  de  x  facteurs  égaux  a  a  :  cette  définition  n'a  de  sens  que 
si  X  est  un  nombre  naturel  ;  la  fonction  a"^  est  d'abord  définie  dans 
l'ensemble  des  nombres  naturels  ;  on  la  définit  ensuite  dans  l'en- 
semble des  nombres  rationnels  :  elle  sera  définie  plus  tard  dans 
l'ensemble  des  nombres  réels. 

Une  table  de  logarithmes  définit  une  correspondance  entre  les 
nombres  naturels,  depuis  i  jusqu'à  looooo,  par  exemple,  et  cer- 
tains nombres  qui  en  sont  dits  les  logarithmes  :  elle  définira  donc, 
dans  l'ensemble  des  nombres  naturels  de  i  à  100000,  une  cer- 
taine fonction  de  x^  dont  la  différence  avec  la  fonction  logx,  qui 
sera  définie  plus  tard  est  au  plus  égale  à  une  demi-unité  du  der- 
nier ordre  décimal. 

L'ensemble  (X)  peut  être  un  intervalle  :  par  exemple,  la  fonc- 
tion ^i  —  x'^  est  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appar- 
tiennent à  l'intervalle  ( —  i,  -1-  i).  Il  peut  être  l'ensemble  des 
nombres  réels  ;  par  exemple  la  fonction  x-  est  définie  pour  toutes 
les  valeurs  de  x. 

150.  —  La  fonction  y  =  f{x),  déterminée  dans  l'ensemble  (X) 
est  dite  bornée,  en  haut  ou  en  bas,  si  l'ensemble  (\)  est  borné 
en  haut  ou  en  bas.  Sa  borne  supérieure,  ou  sa  borne  infé- 
rieure, dans  l'ensemble  (X),  est  la  borne  supérieure  ou  la  borne 
inférieure  de  (Y)  ;  la  fonction  est  dite  bornée  (')  sans   épithète- 

(1)  Le  fait  que  la  fonction  f{x)  est  déterminée  dans  l'ensemble  (X),  par 
exemple  dans  l'intervalle  (o,  i)  n'implique  nullement  que  la  fonction  soit  bor- 
née dans  cet  intervalle   :  Ainsi   une   fonction   de   x   qui  serait   égale  à  i  pour 

X  =  0,  k  -  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  l'intervalle  ne  serait  pas  bornée  on 
haut  dans  l'intervalle  considéré. 
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thète  si  l'ensemble  (Y)  es^boxné  en  haut  et  en  bas.  Il  en  sera  cer- 
tainement ainsi  si  la  différence  entre  deux  éléments  quelconques  de 
(Y),  c'est-à-dire  entre  deux  valeurs  quelconques  de  la  fonctiony(aî), 
reste  moindre  en  valeur  absolue,  qu'un  nombre  positif  fixe. 
L'écart  de  la  fonction,  dans  (X),  est  alors  la  différence  M  —  m  entre 
les  deux  bornes  :  c'est  l'écart  de  Tensemble  (Y)  (n°  48).  Ces  di- 
verses notions  donnent  lieu  à  la  remarque  que  voici  : 

Soit  (X')  un  ensemble  de  valeurs  de  x  contenu  dans  (X) ,  la  fonc- 
tion f{x)  déterminée  dans  (X)  est,  par  cela  même  déterminée 
dans  (X'),  et  l'ensemble  (Y')  de  ses  valeurs  dans  (X')  est  évidem- 
ment contenu  clans  (Y).  Si  la  fonction /(x-)  est  bornée  en  haut 
ou  en  bas,  dans  (X),  elle  est  aussi  bornée,  en  haut  ou  en  bas, 
dans{X').  Sa  borne  supérieure  M' dans  (X')  est  plus  égale  à  sa 
borne  supérieure  M  dans  (X)  ;  sa  borne  inférieure  m'  dans  (X) 
est  au  moins  égale  à  sa  borne  inférieure  m  clans  (X).  Son  écart 
M'  —  ni  clans  (X')  ne  peut  dépasser  son  écart  M  —  m  dans  (X). 

151.  —  La  façon  dont  se  comporte  une  fonction /(a:)  aux  envi- 
rons d'un  point  d'accumulation  a  de  l'ensemble  (X)  dans  lequel  elle 
est  définie  offre  un  intérêt  particulier,  et  il  convient  d'introduire 
de  suite,  à  ce  sujet,  quelques  définitions  et  notations  essentielles. 

Que  le  point  d'accumulation  appartienne  ou  non  à  cet  ensemble, 

on  dit  que  la  fonction  f(x)  tend  vers  la  limite  A  c[uand  x  tend 

vers  a,  ou  plus  brièvement  que /(ce)  admet  au  point  a  la  limite  A^ 

et  l'on  écrit 

lim.  /"(x)  =  A, 

pour  dire,  en  gros,  que  la  valeur  de  la  fonction  f(x)  est  très  voi- 
sine du  nombre  A,  lorsque  le  nombre  x,  que  l'on  suppose  tou- 
jours appartenir  à  l'ensemble  (X),  est  très  voisin  de  a,  et  d'une 
façon  précise  que,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  s,  il  lui 
correspond  un  nombre  positif  yj  tel  que  l'on  ait  |  f[x)  —  A  |  ■<  £ 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  (X)  et  satisfont  à 
la  condition  \  x  —  a  |  <C  vî- 

S'il  en  est  ainsi,  la  limite  A  appartient  à  l'ensemble  (Y)  des 
valeurs  distinctes  de  f{x),  ou  bien  est  un  point  d'accumulation  de 
cet  ensemble,  puisque,  autrement,  on  pourrait  regarder  A  comme 
le  centre  d'un  intervalle  (A  —  a,  A  -h  a)  auquel  n'appartiendrait 
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aucun  point  de  (Y),   en  sorte  que   l'on  aurait,  pour    tout    [)oinl 

xdciX),  \f{x)  —  A.  |>a. 

En   supposant  toujours  que  l'on  aitlim/(cc)   =  vV,   il  est  clair 

.r  =^  a 

que  si  jc,,  x.,^  Xn,  forment  une  suite  infinie  de  nombres  appar- 
tenant à  (X),  et  admettant  a  pour  limite,  on  aura  lim.  /(xn)  =  A  ; 

n  =  yo 

mais  l'existence  d'une  suite  de  nombres  x^,  x^,  ...,  x„,  ...  apparte- 
nant à  (X),  telle  que  l'on  ait  lim.  Xn  =  a,    lim.  f{x„)  =  A  n'im- 

plique  pas  que  la  fonction  /(./;)  admette  A  pour  limite  au  sens  que 
l'on  a  donné  à  ce  mot  ;  on  conçoit  en  effet  que,  en  dehors  des 
points  .r,,  x^,  ...,  x„,  ...,  il  puisse  y  avoir,  dans  l'ensemble  (X), 
des  points  très  rapprochés  de  a,  et  pour  lesquels  la  fonction  y  (.r)  ne- 
soit  pas  voisine  de  A. 

La  remarque  suivante  est  évidente  :  si  l'on  a  lim.  f{x)  =  A  et 

si  l'on  a,  pour  les  valeurs  de  x  appartenant  à  (X), /(./,•)  >>  B,  ea 
désignant  par  B  une  constante,  on  aura  A  à  B. 

152.  —  Lorsque  le  point  d'accumulation  a  appartient  à  (X),  la 
fonction  f[x)  a  en  ce  point  une  valeur  déterminée  f{a).  Si  la  fonc- 
tion/(a;)  admet  en  ce  point  une  limite  A,  au  sens  qu'on  vient 
d'expliquer,  cette  limite  ne  peut  différer  de  /(a)  ;  puisque  l'iné- 
galité I  f{x)  —  A  j  "<  c  doit  être  vérifiée,  quelque  petit  que  soit 
le  nombre  positifs,  par  la  valeur  x  ^=  a^  qui  satisfait  à  l'inégalité 
\  X  —  a  I  <C  vj,  quelque  soit  le  nombre  positif  v^.  Lorsque  le  point- 
d'accumulation  a  appartient  à  (X)  et  que  l'on  a,  au  sens  précisé 
plus   haut,  lim.  f(x)  =  /{(>■),  on  dit  que   la  fonction  f[x)   est 

X  =  a 

continue  au  point  a.  Si  l'on  n'a  pas  \im.f(^x):r^f{a)  la  fonction  est 

x  =  a 

discontinue  au  point  a.  On  ne  parlera  de  la  continuité  ou  de  la  dis- 
continuité d'une  fonction  en  un  point,  c|ue  si  ce  point  est  un  point 
d'accumulation  de  (X),  contenu  dans  (X). 

153.  —  De  même  qu'on  a  précisé  la  signification  de  l'égalité 
lim./(j:),  on  précisera  la    signification  des  égalités  symboliques 

lim.  /(.r)  =  4-  00  ,  lim.  /(.r)  =  _  oo  ,  lim.  |  f(x)  |  =  -h  ^c  , 
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La  première,  par  exemple,  veut  dire  que  quelque  grand  que  soit 
le  nombre  B,  il  lui  correspond  un  nombre  positif  Vy  tel  que  l'on 
ait  f[x)  >  B,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  (X) 
et  vérifient  la  condition  \  x —  a  \  <i'ri.  S'il  en  est  ainsi,  a  ne  peut 
appartenir  à  (X)  ;  car,  si  a  appartenait  à  (X),  la  fonction  /, a;)  au- 
rait en  ce  point  une  valeur  déterminée /(a)  et  en  prenant  B  supé- 
rieur à /(a),  on  ne  pourrait  avoir  fix)  >  B  pour  la  valeur  o?  =  a 
qui  satisfait  à  la  condition  \  x  —  a  I  <C  Vy,  quel  que  soit  le  nombre 
positif  r, . 

On  remarquera  encore  que,  si  l'on  a  lim.  f{x)  =  -i-  oc  et  si 

x  =  a 

£Cj,  «2,  ...,  Xn,  ...  forment  une  suite  infinie  de  nombres,  tels  que 
l'on  ait  lim.  Xn  =  a,  on  aura  lim.  /{x^)  =  4-00  ;  mais  l'existence 

d'une  pareille    suite  de    nombres    n'implique  pas   que  l'on   ait 

lim .  f{x)  =  -h  co  . 

De  même  si  (X)  n'est  pas  limité  en  haut  ou  en  bas,  on  pourra 
préciser  le  sens  des  égalités  symboliques 

lim.  f[x)  =  A,  lim.  f{x)  =  -\-cc  ,         lim.  f(x)  =  — co  , 

lim.  f(x)  =  A,  lim.y(a:)  =  -+-  00,  lim.  f(x)  =  — go  . 

x^  —  X  x  =  — co  x= — co 

La  dernière,  par  exemple,  veut  dire  que  quelque  grand  que  soit  le 
nombre  positif  B,  on  peut  lui  faire  correspondre  un  nombre 
positif  C,  tel  que  l'on  ait /(a;)  <  —  B,  sous  la  condition  que  x 
appartienne  à  (X)  et  que  l'on  ait£c<C  —  C.  Je  crois  inutile  d'in- 
sister davantage. 

154.  —  La  notion  de  fonction,  telle  qu'elle  a  été  présentée  plus 
/  haut,  est  très  générale  ;  elle  se  réduit  au  fond  à  une  correspon- 
dance entre  deux  ensembles  ;  on  va  toutefois  la  généraliser  encore. 
Je  dois  prévenir  le  lecteur  que  cette  généralité  qu'on  recherche  ici, 
on  la  recherche  moins  pour  elle-même  qu'en  vue  d'éviter  d'insup- 
portables répétitions  dans  l'étude  des  fonctions  particulières  ;  elle 
permet  d'ailleurs  de  distinguer  nettement  les  suppositions  sur  les- 
quelles s'appuie  chaque  démonstration,  et  de  ne  faire  intervenir, 
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dans  les  dcmonslralions,  que  les  suppositions  mcinc.  On  reste  ici 
dans  un  domaine  purement  logique. 

L'idée  de  fonction  peut  être  généralisée  dans  diverses  directions: 
il  est  clair  en  effet  qu'aux  ensembles  de  nombres  (X),  (Y)  qu'on 
a  considérés  jusqu'ici,  on  peut  substituer  d'autres  ensembles. 

Tout  d'abord,  au  lieu  de  partir  d'un  ensemble  de  nombres  (X), 
on  peut  partir  d'un  ensemble  dont  les  éléments  soient  des  sys- 
tèmes de  nombres,  et  faire  correspondre  un  nombre  à  chacun  de 
ces  éléments  :  on  parvient  ainsi  à  la  notion  d'une  fonction  de  plu- 
sieurs variables  ;  je  me  bornerai  aux  fonctions  de  deux  variables, 
l'extension  aux  fonctions  de  trois,  quatre...  variables  étant  immé- 
diate ;  je  ne  dirai  d'ailleurs  de  ces  fonctions  de  deux  variables, 
pour  le  moment,  que  ce  qui  est  indispensable  pour  l'étude  des 
fonctions  d'une  variable,  où  l'on  ne  peut  empêcher  qu'elles  inter- 
viennent de  temps  en  temps. 

Partons  d'un  ensemble  (XY)  dont  chaque  élément  soit  un  sys- 
tème de  deux  nombres,  rangés  dans  un  ordre  déterminé  :  on 
regarde  le  premier  des  nombres  qui  figurent  dans  chaque  système 
comme  une  valeur  attribuée  à  une  lettre  (ou  variable)  x,  et  le 
second  comme  une  valeur  attribuée  à  une  autre  lettre  (ou  va- 
riable) y.  En  disant,  comme  d'habitude,  que  tous  les  éléments  de 
(XY)  sont  distincts,  il  faut  entendre  que,  si  les  systèmes  des  deux 
nombres  x^,  jj  et  x^,  y^  sont  des  éléments  de(XY),  on  n'a  pas  à  la 
fois  x^  =  X2  et  y^=y^. 

Supposons  maintenant  qu'à  chaque  élément  de  (XY)  corres- 
ponde un  nombre  qu'on  regardera  comme  une  valeur  attribuée  à 
une  lettre  z  ;  on  dira  que  z  est  une  fonction  de  x,  y  déterminée 
dans  (XY).  Les  valeurs  distinctes  de  z  forment  un  ensemble  (Z) 
dont  chaque  élément  correspond  à  un  élément  de  l'ensemble  (XY). 
Celui-ci  peut  d'ailleurs  être  constitué  de  façons  très  diverses  :  je 
reviendrai  sur  l'étude  d'ensembles  de  cette  nature,  étude  que  facili- 
tera l'emploi  du  langage  géométrique  ;  je  ne  veux  signaler  que 
deux  cas  spéciaux,  le  cas  où  chaque  système  de  deux  nombres  qui 
constitue  un  élément  de  (XY)  est  formé  de  l'un  quelconque  dès 
nombres  x  qui  appartient  à  un  ensemble  de  nombres  (X),  et 
de  l'un  quelconque  des  nombres  y  qui  appartiennent  à  un  en- 
semble de  nombres  (1),  et  le  cas  plus  particulier  où  l'ensemble  (X) 
se  réduit  à  un  intervalle  (a,  a')   et  l'ensemble  (Y)  à    un  inter- 
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valle  (6,  b')  ;  dans  ce  dernier  cas  chaque  clément  de  l'ensemble 
(XY)  est  un  système  de  deux  nombres  x,  y  qui  vérifient  les 
conditions  a  ^  x  ^  o! ,  h  S  y  ^  h'  et  chaque  système  de  deux 
nombres  x,  y  qui  vérifient  ces  conditions  est  un  élément  de  l'en- 
semble (XY)  :  à  chacun  de  ces  éléments  correspond  une  valeur  de 
la  fonction  z  =i  f{x,  y),  qui  est  ainsi  déterminée  pour  tous  les 
systèmes  de  valeurs  de  x,  y  qui  vérifient  les  conditions  précédentes. 
C'est,  pour  les  fonctions  de  deux  variables,  la  notion  qui  corres- 
pond à  celle  d'une  fonction  d'une  variable  déterminée  dans  un 
intervalle. 

Par  exemple,  un  polynôme  en  x,  y  est  évidemment  une  fonc- 
tion déterminée  dans  n'importe  quel  ensemble  (X^)  constitué 
Comme  on  vient  de  l'expliquer. 

Si  l'ensemble  (Z)  des  valeurs  distinctes  de  z  est  borné,  on  dira 
que  la  fonction  z  =^  f{x,  y)  est  bornée  dans  l'ensemble  (XY)  :  les 
définitions  de  la  borne  supérieure  ou  inférieure,  de  l'écart  de  la 
fonction  dans  cet  ensemble  sont  les  mêmes  que  pour  les  fonctions 
d'une  variable. 

155.  —  Revenons  à  un  ensemble  (X),  dont  chaque  élément  est 
un  nombre  ou  un  point,  une  valeur  attribuée  à  la  variable  x.  On 
peut  faire  correspondre  à  chaque  élément  de  (X)  un  ensemble  de 
nombres  8  (aj)  ;  on  arrive  ainsi  à  la  notion  d'un  ensemble-fonction 
de  rc,  déterminé  dans  l'ensemble  (X),  c'est-à-dire  pour  chaque  va- 
leur de  x  appartenant  à  (X) . 

Par  exemple  l'ensemble  des  nombres  premiers  non  supérieurs  à 
Un  nombre  naturel  n,  l'ensemble  des  diviseurs  d'un  nombre  natu- 
rel 71  sont  définis  dans  l'ensemble  des  nombres  naturels.  L'ensemble 
des  nombres  premiers  dont  le  premier  chiffre  est  x  est  défini  dans 
l'ensemble  (X)  des  nombres  i,  2,  3,  ...,  9.  L'ensemble  6 (x)  des 
nombres  plus  petits  que  x,  est  défini  dans  l'ensemble  (X)  des 
nombres  réels.  L'ensemble  des  nombres  dont  le  carré  est  plus  petit 
que  X  est  défini  dans  l'ensemble  (X)  des  nombres  positifs,  etc.. 
Un  intervalle  (a,  x)  dont  une  borne  a  est  donnée,  peut  être  regardé 
comme  un  ensemble-fonction  de  l'autre  borne  x. 

Il  n'y  a  aucune  difficulté  de  plus  à  concevoir  des  ensembles 
qui  dépendent,  de  deux,  trois...  variables.  Je  ne  m'y  arrêterai  pas. 

Si  l'ensemble  £  [x)  déterminé  dans  l'ensemble  (X)  est  borné  en 
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liaut,  par  exemple,  pour  cliaque  valeur  clc  x  appaiicnanl  à  (X),  il 
est  clair  que  sa  borne  supérieure  sera  une  fonction  de  x  dans  (Xj, 
de  même  sa  borne  inférieure,  ou  son  écait,  si,  pour  cbarjue  valeur 
de  X,  appartenant  à  (X),  l'ensemble  S (rr)  est  borné  en  bautet  en 
bas. 

Voici  une  proposition,  où  interviennent  ces  notions,  qui  nous 
sera  souvent  utile, 

156.  —  Soit  (A)  un  ensemble  de  nombres  positifs  dont  o  soit  un 
point  d'accumulation  ;  je  suppose  essentiellement  que  o  ne  fasse 
pas  partie  de  (A).  (A)  pourra  être  par  exemple  l'ensemble  des 
inverses  des  nombres  naturels,  ou  l'ensemble  des  nombres  positifs 
(non  nuls)  qui  sont  inférieurs  à  un  nombre  donné.  Regardons  les 
nombres  qui  constituent  (A)  comme  des  valeurs  attribuées  à  la 
variable  s.  Quand  il  sera  question  plus  loin  d'une  valeur  de  c,  telle 
que  Sqj  £i>  ^ -,  •••,  il  sera  toujours  entendu  que  cette  valeur  fait  partie 
de  l'ensemble  (A).  C'est  d'ailleurs  les  valeurs  de  s  voisines  du  point 
d'accumulation  o  qui  vont  intervenir. 

Soit  8  (s)  un  ensemble  de  nombres  déterminé  pour  cbaque  va- 
leur de  £  [appartenant  à  (A)J  :  8  (s)  est  un  ensemble-fonction  de  è 
déterminé  dans  (A).  Je  suppose  essentiellement,  sur  l'ensemble  8  (s), 
qu'il  existe,  c'est-à-dire  qu'il  contient  des  éléments  en  nombre  fini 
ou  infini,  pour  chaque  valeur  £  de  (A).  Je  suppose  en  outre  que 
l'ensemble  8  (s)  satisfasse  aux  deux  conditions  suivantes  : 

1°  Si  l'on  a  s'  >  s",  l'ensemble  8(2')  contient  l'ensemble  ê(£"). 

2°  L'ensemble  8  (s)  est  borné  en  baut  et  en  bas,  quelque  soit  le 
nombre  £,  appartenant  à  (A).  —  Il  convient  d'observer  que,  en 
vertu  de  la  première  condition,  si  l'ensemble  8(c(,)  est  borné,  il  en 
est  de  même  de  tous  les  ensembles  8(£)  pour  lesquels  £  est  plus 
petit  que  £0. 

Je  désignerai  par  L(£),  /(c)  la  borne  supérieure  et  la  borne  infé- 
rieure de  l'ensemble  8  (î).  En  vertu  de  la  condition  1°,  on  a,  en 
supposant  £'  >>  s"  (n"  46) 

L(s')^L(s")^/(e")^/(sO; 

De  ces  inégalités  même,  il  résulte  que,  si  £"  est  plus  grand 
que  £',  on  a  encore  L(£")  ^  /(£')  ;  en  d'autres  termes,  cette  inéga- 
lité subsiste  quels  que  soient  les  'nombres  z ,  s"  :  l'ensemble   des 
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valeurs  de  la  fonction  L  (s),  définie  dans  (A),  est  formé  de  nombres 
supérieurs  ou  égaux  à  ceux  qui  constituent  l'ensemble  des  valeurs 
de  la  fonction  /(s)  définie  dans  le  même  ensemble  :  la  fonction  L(£) 
est  bornée  en  bas  ;  soit  L  sa  borne  inférieure  ;  la  fonction  /  (s)  est 
bornée  en  haut,  soit  /  sa  borne  supérieure.  Il  est  clair  qu'on 
a/sL. 

Il  est  bien  aisé  de  voir  que  L  et  /  sont  les  limites  respectives, 
pour  c  =  G,  des  fonctions  L(£),  /(s). 

En  effet,  L  étant  la  borne  inférieure  de  l'ensemble  des  valeurs 
distinctes  de  L(£),  il  y  a  des  valeurs  de  L(£)  qui  sont  aussi  rappro- 
chées qu'on  voudra  de  L  ;  en  d'autres  termes,  quelque  petit  que 
soit  le  nombre  positif  a,  il  y  a,  dans  (A),  un  nombre  e'  tel  que  l'on 
ait  L  ^  L(£')  <  L  H-  a.  Pour  les  valeurs  de  £  inférieures  à  £',  L(£), 
toujours  supérieur  (ou  égal)  à  L,  est  inférieur  (ou  égal)  à  L(£')  et 
par  suite  inférieur  à  L  H-  a  :  ainsi,  à  chaque  nombre  positif  a  cor- 
respond un  nombre  positif  s',  tel  que  l'on  ait  o^L(£)  —  L-<a, 
pour  toutes  les  valeurs  de  s,  moindres  que  e',  qui  appartiennent 
à  (A)  :  cela  revient  à  dire  que  l'on  a  lim.  L(£)  =  L;  l'égalité 

lim.  /(£)=/  se  démontre  de  la  même  façon. 


E  =  0 


Ces  préliminaires  posés,  mon  objet  principal  est  la  démonstra- 
tion du  théorème  suivant  : 

Sous  les  conditions  imposées 'aux  ensembles  &(c),  on  peut  affir- 
mer l'existence  d'un  nombre  (ou  d'un  point)  k,  qui  appartient  à 
la  fois  à  tous  les  ensembles  8(£),  ou  qui  est  un  point  d'accumula- 
tion pour  chacun  de  ces  ensembles  ;  rien  n'empêche  d'ailleurs  que 
le  point  k  appartienne  à  la  fois  à  tous  les  ensembles  8(£)  et  soit  en 
même  temps  un  point  d'accumulation  pour  chacun  d'eux. 

Il  peut  y  avoir  plusieurs  points  k,  jouissant  de  la  propriété  qu'on 
vient  de  définir  ;  ces  points  forment  un  ensemble  qui,  s'il  est  infini, 
est  clos  ;  les  nombres  L  et  /  sont  respectivement  les  bornes  supé- 
rieure et  inférieure  de  cet  ensemble. 

Avant  de  passer  à  la  démonstration  abstraite  de  ce  théorème,  le 
lecteur  fera  bien  de  se  le  représenter  sous  la  forme  géométrique  : 
chaque  ensemble  è{z)  est  un  ensemble  de  points  sur  l'axe  des  abs- 
cisses, points  dont  chacun  appartient  à  l'intervalle  [l{c),  L(£)]  ; 
quand  s  diminue,  l'ensemble  ê(£)  et  l'intervalle  [/(£),  L(£)]  se 
resserrent,  en  quelque  sorte,  et,  quand  £  est  très  petit,  cet  inter- 
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valle  est  très  voisin  de  l'intervalle  (/,  L)  qu'il  contient  d'ailleurs  ; 
dans  l'intervalle  [/(c),  L  (c)],  il  y  a  certainement  des  |)oints  qui 
appartiennent  à  l'ensemble  &{i)  et,  par  conséquent,  aux  ensembles 
analogues  pour  lesquels  s  est  plus  grand,  dans  l'intervalle  (/,  L), 
qui  est,  au  sens  géométrique,  la  limite  de  l'intervalle  [/(ô),  L(3)J, 
il  y  a  des  points  k  qui  sont  à  la  fois  des  points  de  tous  les  en- 
sembles g(c),  ou  des  points  d'accumulation  de  tous  ces  ensembles. 
Les  points  k  de  la  piemière  espèce  sont,  en  quelque  sorte,  le  résidu 
de  tous  les  ensembles  g(c),  quand  £  tend  vers  o  ;  autour  des  points /j 
de  la  seconde  espèce,  les  points  de  l'ensemble  g(c)  ne  cessent  pas, 
en  quelque  sorte,  de  s'entasser  lorsque  s  tend  vers  o. 

Pour  prouver  l'existence  d'un  nombre  k,  je  prouverai  que  le 
nombre  L  jouit  des  propriétés  qui  lui  sont  attribuées,  c'est-à-dire 
que,  en  désignant  par  c^  un  élément  quelconque  de  (A),  L  est  un 
point  de  8(co)  ou  un  point  d'accumulation  de  &{cq). 

En  effet,  quel  que  soit  le  nombre  s  appartenant  à  (A),  L{î)  est, 
soit  un  point  de  8  (s),  soit  un  point  d'accumulation  de  8(c)  ;  suppo- 
sons dans  ce  qui  suit  s  <  £„,  l'ensemble  8(2)  étant  contenu  dans 
8(£o).  L(£)  est  aussi  soit  un  point  de  8(£o)>  soit  un  point  d'accumu- 
lation de  8(£o)  :  il  faut  bien  qu'il  en  soit  de  même  de  la  limite  L  de 
L(£)  pour  £  =  o  :  car,  si  le  point  L  n'appartenait  pas  à  8(£o)  et  n'en 
était  pas  un  point  d'accumulation,  on  pourrait  (n"  49)  le  regarder 
comme  le  centre  d'un  intervalle  (L  —  a,  L  +  a)  qui  ne  contien- 
drait aucun  point  de  8(£„)  et  aucun  point  d'accumulation  de  8 do), 
ni  par  conséquent  aucun  point  des  ensembles  8 (s),  non  plus  qu  un 
point  d'accumulation  de  l'un  de  ces  ensembles,  puisqu'ils  sont  tous 
contenus  dans  8(£„)  ;  cet  intervalle  ne  contiendrait  donc  aucun  des 
points  L(£),  qui,  pour  £  suffisamment  petit,  sont  aussi  voisins  qu'on 
le  veut  de  leur  limite  L.  La  contradiction  est  évidente.  Le  raison- 
nement précédent  s'appliquerait  aussi  bien  à  /. 

Ainsi  il  y  a  des  nombres  k  {L  et  l  par  exemple)  qui  jouissent  de 
la  propriété  suivante  :  Quel  que  soit  l'élément  £0  de  l'ensemble  (A), 
le  point  k  est  ou  un  point  de  8(£o)  ou  un  point  d'accumulation 
de  8(£o)-  Si  maintenant /.-n'appartient  pas  à  8  (£0),  il  n'appartient 
pas  non  plus  aux  ensembles  8  (£)  pour  lesquels  on  a  £  <  £„,  puisque 
tous  ces  ensembles  sont  contenus  dans  8(£o)  ;  pour  tous  ces  ensem- 
bles, k  est  un  point  d'accumulation  ;  il  est  aussi  un  point  d'accu- 
mulation pour  l'ensemble  8(£)  si  £  est  plus  grand  que  £0.  puisque 
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cet  ensemble  contient  alors  8(2^):  k  est  un  point  d'accumulation 
pour  tous  les  ensembles  8(c).  Il  est  donc  vrai  que  le  point  k  appar- 
tient à  la  fois  à  tous  les  ensembles  8  (s)  ou  bien  est  à  la  fois  un  point 
d'accumulation  pour  tous  ces  ensembles. 

Puisque  l'on  a,  quelque  soit  s,  l{c)  g  A:  ^  L  [i),  on  voit,  en 
faisant  tendre  s  vers  o,  que  l'on  a  /  ^  /t  s  L. 

Je  désignerai  par  8  (o)  l'ensemble  des  points  k,  précédemment 
définis.  Cet  ensemble  se  réduit  évidemment  à  un  point  lorsque 
l'on  a  L  =  /. 

Dans  ce  cas,  il  est  clair  que  toute  fonction  y  (s)  déterminée  dans 
l'ensemble  (A)  et  telle  que  l'on  ait,  pour  chaque  valeur  £  de  fA), 
/(s)  ^/(s)  S  L  (s)»  jouit  de  la  propriété  lim.  /(s)  =  L  =  /. 

s  =  o 

C'est  une  généralisation  manifeste  d'une  proposition  établie 
au  n«  58. 

S'il  y  a  un  nombre  infini  de  points  k,  l'ensemble  8(0)  est  clos, 
c'est-à-dire  qu'il  contient  ses  points  d'accumulation. 

En  effet  si  Âq  est  un  point  d'accumulation  de  8  (o),  il  y  a  aux  en- 
virons de  /•'(,,  et  aussi  près  de  k^  qu'on  le  veut,  des  points  k, 
lesquels  sont,  soit  des  points  de  l'ensemble  8(2),  soit  des  points 
d'accumulation  de  cet  ensemble  ;  dans  tous  les  cas,  il  y  a  des 
points  de  8  (o)  qui  sont  aussi  près  qu'on  le  veut  de  A"^  ;  donc  k^J  est 
un  point  d'accumulation  de  8  (c)  ou  un  point  de  cet  ensemble. 
■Ceci  ayant  lieu  quelque  soit  £,  il  faut  bien  que  k^  appartienne  à 
l'ensemble  8  (o).  On  savait  déjà  que  cet  ensemble  8  (o)  contient  ses 
bornes  supérieure  et  inférieure  L,  /. 

Si  //  est  un  point  qui  n'appartienne  pas  à  l'ensemble  8  (o),  on 
peut  affirjner  qu'aux  environs  de  ce  point,  il  n'y  a  plus  de  points 
de  l'ensemble  8  (c)  pourvu  que  c  soit  inférieur  à  un  nombre  suffi- 
samment petit  s'.  En  effet  parmi  les  ensembles  8  (s)  il  y  en  a  cer- 
tainement un  8  (c')  tel  que  A'  ne  soit  ni  un  point  de  8  (s')  ni  un  point 
d'accumulation  pour  8  (s'),  car,  autrement  k'  appartiendrait  à  l'en- 
semble 8  (o).  Dès  lors,  il  existe  (n° 49),  un  intervalle  [k' — a,  k'  -\-a) 
dont  k'  est  le  centre,  et  auquel  n'appartient  aucun  point  de  8  (c'), 
non  plus  qu'aucun  point  des  ensembles  8  (s)  pour  lesquels  on  a 
£  <i  s',  puisque  tous  les  points  de  ces  derniers  ensembles  appar- 
tiennent à  8  (£'). 

Le  théorème  qu'on  vient  d'établir  prend  une  forme  un  peu  plus 
simple  quand  tous  les  ensembles  8  {£)  sont  clos. 


CITAPITRE    IV.    —    DTîS    FONCTIONS    EN    GKNKBAL  9.3 1 

On  peut  alors  affirmer  sous  la  condition  i°  l'existence  d'un  en- 
semble ë  (o)  dont  tous  les  points  appartiennent  ù  la  fois  à  tous  les 
ensembles  B  (s). 

On  aurait  pu  d'ailleurs  se  borner  à  la  démonstration  du  théo- 
rème général  dans  ce  cas  particulier  : 

Le  lecteur  reconnaîtra  en  effet  sans  peine  que  le  cas  général  se 
ramène  au  cas  particulier,  en  remplaçant  Tensemblc  8  (s),  satis- 
faisant aux  conditions  i"  et  2",  par  l'ensemble  clos  8  (s)  -i-  8'  (s) 
dont  les  éléments  appartiennent  soit  à  8  (s)  soit  à  son  ensemble  dé- 
rivé 8' (s). 

Dans  plusieurs  des  applications  qui  vont  suivre,  l'ensemble  (A) 
des  valeurs  de  s  sera  formé  de  tous  les  nombres  positifs  (à  l'exclu- 
sion de  o)  qui  sont  inférieurs  à  un  nombre  positif  fixe  A. 

Dans  le  cas  où  l'ensemble  (A)  se  réduit  à  l'ensemble  des  inverses 
des  nombres  naturels,  le  théorème  général  peut  être  énoncé  sous 
la  forme  que  l'on  va  dire.  Le  lecteur  pourra  démontrer  le  théorème 
sous  cette  forme,  et  en  déduire  ensuite  l'énoncé  général. 

Soit 

81,     82,     ...,     8„, 

une  suite  infinie  d'ensembles  de  nombres  ou  de  points  :  on  suppose 
que  chacun  de  ces  ensembles  existe,  c'est-à-dire  que  8„  contient  des 
points,  en  nombre  fini  ou  infini,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  n  ; 
on  suppose  ensuite  que  8„  contient  8^  si  l'on  sm  <ip,  et  que  84  est 
borné  ;  il  en  résulte  que  tous  les  ensembles  suivants  sont  bornés. 

Dans  ces  conditions,  il  existe  un  ensemble  8u)  composé  d'un 
nombre  fini  ou  infini  de  points,  dont  chacun  est  soit  un  point 
commun  à  tous  les  ensembles  81,  83,  •••,  soit  un  point  d'accumu- 
lation commun  à  tous  ces  ensembles. 

157.  —  L'importante  notion  de  la  continuité  en  un  point  d'ac- 
cumulation a  de  (X)  s'éclaire  en  étudiant  la  façon  dont  se  comporte 
en  général  une  fonction  f[x);  déterminée  dans  l'ensemble  (X)  pour 
les  valeurs  de  la  variable  très  voisines  d'un  point  d'accumulation  a, 
soit  d'ailleurs  que  ce  point  appartienne  à  (X),  soit  qu'il  ne  lui 
appartienne  pas. 

En  supposant  seulement  que  la  fonction  f[x)  soit  bornée  aux 
environs  de  ce  point,  c'est-à-dire  qu'il  existe  un  nombre  positif  A 
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tel  que  la  fonction  f{x)  soit  bornée  dans  l'ensemble  des  valeurs 
de  X  qui  appartiennent  à  (X)  et  à  Tintervalle  [a  —  A,  a  -h  A),  je 
vais  montrer  qu'il  existe  un  ou  plusieurs  nombres  k,  jouissant  de 
-  la  propriété  suivante  :  quelque  petits  que  soient  les  nombres  posi- 
tifs a,  ]3  il  y  a  des  nombres  x  appartenant  à  (X)  tels  que  l'on  ait  à 
la  fois 

|a;  — a|<a,       I/(a;)  — /c  |  <  p, 

en  sorte  que,  pour  les  valeurs  de  x  appartenant  à  (X)  et  très  voi- 
sines de  a,  les  valeurs  de  f{x)  se  serrent  en  quelque  sorte  autour 
de  l'un  ou  de  l'autre  des  nombres  k,  avec  lesquels  d'ailleurs  elles 
peuvent  coïncider  :  l'ensemble  des  nombres  k,  s'il  est  infini,  est 
clos. 

Soit  £  une  variable  positive,  inférieure  ou  égale  à  A,  la  fonction 
f{x)  est  déterminée  et  bornée  dans  l'ensemble  (Xg)  des  valeurs  de  x 
qui  appartiennent  à  la  fois  à  (X)  et  à  l'intervalle  (a  —  s,  a  +  s), 
dont  le  point  a  est  le  centre;  désignons  par  8 (s)  l'ensemble  des 
valeurs  distinctes  qu'elle  prend  dans  cet  ensemble  (Xs),  par  L  (s), 
/(c)  les  bornes  supérieure  et  inférieure  de  l'ensemble  8  (s).  On  re- 
connaît de  suite  que  les  ensembles  8  (c),  définis  pour  les  valeurs 
positives  de  z  qui  sont  inférieures  ou  égales  à  A,  satisfont  aux 
conditions  du  n°  156.  Il  existe  donc  un  ensemble  8  (o)  de  nombres 
dont  chacun  est  un  point  commun  à  tous  les  ensembles  8 (s),  ou 
bien  un  point  d'accumulation  pour  chacun  de  ces  ensembles  :  les 
bornes  inférieure  et  supérieure  L  et  /  des  fonctions  L  (c),  /  (c) 
définies  dans  l'ensemble  des  valeurs  de  s  qui  vérifient  les  condi- 
tions A^£  >o  appartiennent  à  cet  ensemble  8(o),  dont  elles 
sont  les  bornes  supérieure  et  inférieure. 

Soit  k  un  élément  de  cet  ensemble;  dans  tout  intervalle 
(a  —  s,  a  +  c),  si  petit  que  soit  le  nombre  positif  s,  il  y  a  une 
valeur  de  x  appartenant  à  (X),  pour  laquelle  la  valeur  de  y  (aï) 
diffère  aussi  peu  qu'on  le  veut  de  A^;  d'une  façon  plus  précise,  si 
l'on  se  donne  deux  nombres  positifs  a,  |5  aussi  petits  qu'on  le  veut, 
1  existe  un  nombre  x  pour  lequel  on  a  à  la  fois 

|:r  — a|<a,        \f{x)  —  h\<^- 

c'est  ce  qui  arrivera  en  particulier  si  a  appartient  à  (X)  et  si  l'on  a 
f{a)  =  k,  puisque,  alors,   les   deux  inégalités    précédentes    sont 
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vérifiées  pour  x  =-.  a.  Dans  tous  les  cas,  il  y  aura  une  suite  infinie 
de    nombres  x-j,  x.^,   ...,  ./;„,    ...   tels  que  l'on  ait  lim.  Xn  =  a, 

lim.  f{xn)  =  k.  Dans  l'hypothèse  f{a)  =  A',  on  pourra  prendre 

tous  les  nombres  x^,  x^,  ...,  Xn,  ...  égaux  à  a.  Lorscpje  cette  sup- 
position n'est  pas  vraie,  il  n'est  pas  difficile  de  voir  qu'on  peut 
supposer  tous  les  nombres  Xi,  x.2,  ...,  Xn,  ...  différents  entre  eux. 
Quoi  qu'il  en  soit,  si  8  (o)  contient  un  autre  nombre  k'  différent 
de  k.  il  y  aura  une  autre  suite  infinie  x'i,  x',,  ...,  x,',,  ...  apparte- 
nant aussi  à  (X)  et  telle  qu'on  ait  lim.  ,//„  =  a,  lim./(a;'„)  ==  //. 

Bien  entendu,  si  l'ensemble  g(o)  contient  plus  d'un  point  /■',  on  ne 
peut  pas  écrire,  au  sens  du  n°  151,  Vim.  f[x)  =  k. 

Au  reste,  il  est  clair  que  les  éléments  de  l'ensemble  8(o)  sont 
seuls  à  jouir  des  propriétés  qu'on  vient  de  spécifier,  puisque  si  ki 
n'appartient  pas  à  l'ensemble  8(o),  on  peut  (n°  156)  fixer  deux 
nombres  positifs  a,  |3  tels  que  l'on  ait  |  f{x)  —  A;,  |  >>  fj  pour  tous 
les  points  x  de  (X)  qui  sont  à  une  distance  de  a  moindre  que  a. 

En  particulier,  il  y  a  des  points  x',  x"  dans  (X)  aussi  rappro- 
chés qu'on  le  veut  de  a  et  tels  que  la  différence /(ce")  — /(•^')  soit 
aussi  voisine  qu'on  le  veut  de  L  —  /. 

Donc,  pour  que/(x')  admette  une  limite  au  point  a,  il  fiiut  que 
l'on  ait  L  =  /.  Cette  condition  est  d'ailleurs  suflisante.  Si,  en  effet, 
on  désigne  par  a  un  nombre  positif  quelconque,  on  peut  lui  faire 
correspondre  un  nombre  positif  s'  tel  que  l'on  ait  à  la  fois 
L(c')  <  L  -f-  a,  /(;')  >  /  —  a  ;  ces  inégalités  subsistent  en  rempla- 
çant L(c')  et  /(c')  par/(x)  si  l'on  suppose  que  x  appartienne  à  la 
fois  à  (X)  et  à  l'intervalle  (a  —  s',  a  4-  c)  puisque  l'on  a  alors 
l{c)  ^f{x)  ^  L(£').  On  aura  donc,  en  supposant  L  =  /, 

|/(.T)-L|<a. 

SOUS  la  condition  que  a?  appartienne  à  (X)  et  soit  à  une  distance  de  a 
moindre  que  c'  ;  cela  revient  à  dire  que  l'on  a 

lim./(.T)  =  L. 

x  =  a 

Lorsque  l'on  a  L  ==  /,  l'ensemble  8(o)  se  réduit  évidemment  au 
seul  nombre  L. 
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158.  —  Quand  la  fonction  f{x),  bornée  aux  environs  de  a, 
n'admet  pas  de  limite  en  ce  point,  on  peut  d'après  ce  qu'on  vient 
de  dire,  trouver  dans  (X)  des  points  x' ,  a?"  aussi  voisins  qu'on  le 
voudra  de  a,  tels  que  la  valeur  absolue  de  la  différence /(a;')  — /(a?") 
dépasse  tel  nombre  fixe,  inférieur  à  L  —  /,  que  l'on  voudra  :  Si 
donc  on  ne  peut  trouver  de  tels  points  x' ,  x",  c'est  que  la  fonc- 
tion f[x)  admet  une  limite  au  point  a.  En  d'autres  termes  : 

Pour  que  la  fonction  f[x)  admette  une  limite  au  point  d'accumu- 
lation a,  il  faut  et  il  suffit  qu'à  chaque  nombre  positif  a  corres- 
ponde un  nombre  positif  z  tel  que  l'on  ait  \f{x")  — /(^')  1  <  ce, 
pourvu  que  les  points  x',  x"  appartiennent  à  (X)  et  soient  à  une 
distance  de  a  moindre  que  s. 

Il  n'est  pas  utile  de  dire  dans  cet  énoncé  que  la  fonction  f[x) 
doit  être  bornée  aux  environs  de  a  ;  elle  Test  certainement  en  vertu 
des  conditions  imposées,  puisque  si  l'on  choisit  un  couple  de 
nombres  correspondants  «o,  £o,  l'écart  de  la  fonction  f{x),  dans 
l'ensemble  des  points  de  (X)  qui  appartiennent  à  l'intervalle 
(a  —  Sq,  a  -h  cy)  est  au  plus  égal  à  a^. 

La  forme  de  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
fonction  /(x)  ait  une  limite  au  point  d'accumulation   a  est  une 
généralisation  manifeste  de  la  condition  du  n"  56  pour  qu'une 
suite  iii,  11.^,  ,  Un,  ...  ait  une  limite  ;  elle  peut  d'ailleurs  se  dé- 
duire aisément  de  cette  condition,  sans  passer  par   l'étude  qu'on 
vient  de  faire.  En  effet,  tout  d'abord,  il  est  clair  que  la  condition 
imposée  pour  l'existence  d'une  limite  est  nécessaire  :  si  mainte- 
nant, on  la  suppose  vérifiée  et  si  l'on  désigne  par  Xi,  x^,  ...,  x„,  ... 
une  suite  de  points  appartenant  à  (X)  qui  ait  pour  limite  le  point  a, 
la  suite  f{x^),  f{x.^],  ...,  f[xn),  ...  devra,  d'après  le  n"  56,  avoir 
une  limite  ;  soit  h  cette  limite  ;  si  l'on  choisit  le  nombre  naturel  p 
tel  que  l'on  ait  |  ajn  —  a  |  ■<  2  sous  la  condition  n^  p,  on  devra 
avoir  \f{x)  — /(«„)  |  ■<  a,  pourvu  que  x  appartienne  à  (X)  et  que 
les  conditions  n'^  p,  \  x  —  a  \  <i  e  soient  vérifiées  ;  en  faisant 
croître  n  indéfiniment,  on  en  conclura  |  f(x)  —  b  \  ^  a,  sous  la 
condition  que  x  appartienne  à  (X)  et  vérifie  la  condition  \x  —  a  |  <C  £  ; 
il  est  clair  que  b  est  la  limite  de/(x),  pour  le  point  a,  au  sens  du    / 
n°  151. 


159.  —  Les  résultats  précédents  s'appliquent  à  chaque  point 
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d'accumulation  a  de  l'ensemble  (X),  pourvu  que  la  fonction /(.x) 
soit  bornée  aux  environs  de  ce  point. 

Par  conséquent,  si  l'on  suppose  que  l'ensemble  (X)  dans  lequel 
la  fonction /(a;)  est  déterminée  soit  clos,  et  que  la  fonction /(x) 
soit  bornée  dans  cet  ensemble,  on  pourra  attacher  à  chaque  point 
d'accumulation  a  un  certain  ensemble  Êa(o),  dont  on  a  expliqué 
les  propriétés  au  n°  157,  et  en  particulier  les  bornes  L„,  /„  de  cet 
ensemble.  Celles-ci  s'appellent  les  bornes  supérieure  et  inférieure 
de  la  fonction /(a?)  au  point  d'accumulation  a  (').  L^  —  /„  est  l'écart 
ou  la  discontinuité  de  la  fonction  en  a.  La  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  fonction  f{x)  soit  continue  au  point  d'accu- 
mulation a  consiste  en  ce  que  l'écart  de  la  fonction,  en  ce  point, 
soit  nul.  Si  l'on  veut  attribuer  un  sens  à  ces  quantités  L«,  L  pour 
un  point  isolé  a  de  (X),  on  les  regardera  comme  égales  à /(a),  on 
regardera  l'ensemble  ê„(o)  comme  se  réduisant  au  seul  point /(a). 

Imaginons  par  exemple  une  fonction  de  x  définie  comme  il  suit 
dans  l'intervalle  (o,  i).  Pour  x  =  o,  f{x)  est  nul;  il  en  est  de 
même  pour  toutes  les  valeurs  rationnelles  de  x  qui,  mises  sous 
forme  d'une  fraction  irréductible,  ont  un  dénominateur  impair  ; 
pour  les  autres  valeurs  rationnelles  de  x,  f(x)  est  égal  à  i  ;  enfin 
pour  les  valeurs  irrationnelles  de  x,f(x)  est  égal  à  2.  Tout  pointa 
de  l'intervalle  est  im  point  d'accumulation,  la  fonction  f{x)  y  a 
une  des  trois  valeurs  o,  i,  2  ;  mais  il  est  clair  qu'on  peut  trouver 
dans  le  voisinage  du  point  a,  aussi  près  de  lui  qu'on  voudra,  des 
points  pour  lesquels  la  fonction  est  égale  soit  à  o,  soit  à  i,  soit  à  2. 
L'ensemble  8  (o)  se  compose  évidemment  de  ces  trois  nombres  ;  on 
a  /  =  o,  L  =  2.  Il  est  le  même  pour  tous  les  points  ;  on  pourrait 
aussi  bien  s'arranger  pour  qu'il  changeât  avec  a  ;  prendre  par 
exemple  la  fonction  fi^x)  égale  tantôt  à  x,  à  x'^,  à  x'^.  Le  lecteur 
n'aura  aucune  peine  à  multiplier  les  exemples  de  cette  sorte. 

160.  —  Voyons  maintenant  quelles  conclusions  on  peut  tirer 

(*)  Ces  notions  peuvent  s'étendre  :  si  par  exemple  on  supprime  de  (X)  tous 
les  points  à  gauche  de  a,  les  nombres  La,  l^  deviendront  les  bornes  supérieure 
et  inférieure  à  droite  de  la  fonction  en  a.  L^  —  L  sera  l'écart  à  droite,  en  a.  On 
définirait  de  même  la  borne  supérieure  ou  inférieure  et  l'écart  à  gauche.  Le 
lecteur  trouvera  dans  la  thèse  de  M.  Baire  d'autres  extensions  des  mêmes  idées, 
beaucoup  plus  profondes. 


236  INTRODUCTION    A    LA.    THÉORIE    DES   FONCTIONS 

de  la  supposition  suivante  :  l'ensemble  (X)  dans  lequel  la  fonction 
f{x)  est  déterminée  étant  borné  (en  haut  et  en  bas),  l'ensemble  (Y) 
des  Valeurs  de  cette  fonction  dans  (X)  n'est  pas  borné,  en  haut, 
par  exemple  :  en  d'autres  termes,  quel  que  grand  que  soit  un 
nombre  donné  P,  il  y  a,  dans  (X),  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles 
on  a /(a-)  >  P. 

Je  vais  montrer  que,  dans  ces  conditions,  l'ensemble  (X)  admet 
au  moins  un  point  d'accumulation  k,  qui  peut  d'ailleurs  appartenir 
à  (X)  ou  ne  pas  lui  appartenir,  dans  le  voisinage  duquel  la  fonction 
f(x)  dépasse  tel  nombre  qu'on  voudra  ;  en  d'autres  termes,  quelque 
grand  que  soit  le  nombre  positif  P,  quelque  petit  que  soit  le  nom- 
bre positif  £,  il  y  a  des  valeurs  de  x  appartenant  à  (X)  pour  les- 
quelles on  a  à  la  fois  \  x  —  A:  |  <.  £,  f{x)  >>  P.  Bien  entendu,  il 
ne  faut  pas  en  conclure  lim./(£c)  =  H-co  ;  car  il  peut  y  avoir, 

dans  le  voisinage  du  point  k,  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la 
fonction  f{x)  ne  soit  pas  grande. 

Soit  en  effet  s  un  nombre  positif  quelconque,  qu'on  supposera 
comme  plus  haut,  inférieur  à  un  nombre  fixe  A  :  par  hypothèse, 
il  y  a  dans  l'ensemble  borné  (X)  des  points  pour  lesquels  la  valeur 

de  f{x)   est  supérieure  à  -,    et  cela  quelque  soit  z  :  désignons 

par  g  (s)  l'ensemble  de  ces  points.  On  voit  de  suite  que  les  ensem- 
bles 8  (s)  satisfont  aux  conditions  du  n°  156  I  il  y  a  donc  des  points  k 
formant  un  ensemble  8  (o)  qui  sont  communs  à  tous  ces  en- 
sembles, ou  qui  sont  pour  chacun  des  points  d'accumulation.  La 
première  hypothèse  est  inadmissible  :  si  le  point  k  appartenait 
à  tous  les  ensembles  g  (s),  lesquels  sont  contenus  dans  (X),  le 
point  k  appartiendrait  à  (X)  et  la  fonction  f[x)  aurait  une  va- 
leur   déterminée  f{k)  en  ce   point,  on   ne  pourrait  donc  avoir, 

pour  x^=k,  f[x)  >>  -,  en  prenant  s  <<  jtt\  ;  k  est  donc  un  point 

d'accumulation  pour  tous  les  ensembles  8 (s),  donc  aussi  pour  (X), 
et  l'on  voit  qu'il  y  a  des  jDoints  x  appartenant  à  (X),  aussi  voisins 
qu'on  le  veut  de  k,  et  pour  lesquels  f(x)  est  aussi  grand  qu'on  le 
veut. 

Il  n'y  a  d'ailleurs  que  les  points  k  de  l'ensemble  8(o)  à  pouvoir 
jouir  de  cette  propriété.  Car  si  k!  n'appartient  pas  à  l'ensemble  8(o), 
on  peut  affirmer  l'existence  de  deux  nombres  positifs  s',  a'  tels  que 
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dans  l'intervalle  (//  —  a',  W  -\-  a')  ne  se  trouve  aucun  point  des 
ensembles  8  (s)  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  s  inférieures  ou 
égales  à  s'  ;  pour  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  cet  intervalle, 

/(a?)  ne  peut  dépasser  ^• 

Il  est  clair  que  la  fonctlon/(a;)  ne  peut  avoir  de  limite  au  point  k; 
si  le  point  k  appartient  à  (X),  ce  qui  arrivera  nécessairement  si 
(X)  est  clos,  la  fonction /(.r)  ne  peut  être  continue  en  ce  point. 
Ainsi  : 

Une  fonction  f{x)  déterminée  dans  un  ensemble  clos  (X)  et 
continue  en  chacun  des  points  d'accumulation  de  cet  ensemble  y 
est  nécessairement  bornée. 

161.  —  Il  y  a  des  conclusions  analogues  à  tirer  de  la  supposi- 
tion suivante  ;  le  nombre  b  est  un  point  d'accumulation  de  l'en- 
semble (Y)  des  valeurs  distinctes  que  prend  la  fonction  f{x)  dans 
l'ensemble  borné  (X). 

Excluons  d'abord  le  cas  oii  le  point  b  fait  partie  de  (Y)  c'est-à- 
dire  où  il  y  a  dans  (X)  une  valeur  de  x  pour  laquelle  on  3if(x)  =  b. 

Soit  £  une  variable  positive,  qui  reste,  si  l'on  veut,  inférieure  ou 
égale  à  un  nombre  fixe  A.  Quelque  petit  que  soit  ê,  il  y  a  dans  (1) 
des  nombres  dont  la  différence  avec  b  est  moindre  que  s,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  il  y  a  dans  (X)  des  nombres  x  pour  lesquels 
on  a  I  f{x)  —  61  ■<  s.  Soit  8  (s)  l'ensemble  de  ces  nombres  x;  on 
reconnaît  de  suite  que  l'ensemble  8  (s),  défini  pour  chaque  valeur 
positive  de  s,  satisfait  aux  conditions  du  n"  156,  en  sorte  qu'il 
existe  un  ensemble  8  (o)  de  points  k  dont  chacun  appartient  à  tous 
les  ensembles  8  (s)  ou  est,  pour  chacun  de  ces  ensembles  un 
point  d'accumulation.  La  première  supposition  est  inadmissible, 
car  le  point  k  appartenant  à  tous  les  ensembles  8(c),  on  aurait 
I  /(^O  —  ^  I  <  2'  quelque  petit  que  fût  s,  ce  qui  exige /(A:)  =  b, 
contrairement  à  l'hypothèse.  Le  point  k  est  donc  un  point  d'accu- 
mulation de  tous  les  ensembles  8  (s)  et  par  suite  de  l'ensemble  (X), 
qui  les  contient.  On  voit  qu'il  y  a,  dans  (X),  aussi  près  qu'on 
voudra  du  point  k,  et  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  î,  des 
points  pour  lesquels  on  a  [  f{x)  —  6  |  <  s.  Il  ne  faut  pas  en  con- 
clure lim.  /(x)  =  b,  puisqu'il  peut  y  avoir  aussi,  dans  le  voisinage 

de  k,  des  points  pour  lesquels /(j;)  diffère  notablement  de  x. 
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Si  le  point  b  était  toujours  un  point  d'accumulation  de  (Y), 
mais  en  même  temps  un  point  de  (Y),  il  suffirait,  pour  s'assurer 
que  les  conclusions  précédentes  subsistent,  d'appliquer  les  rai- 
sonnements précédents  à  l'ensemble  (X')  que  l'on  déduirait  de 
(X)  en  en  supprimant  tous  les  points  x  pour  lesquels  on  a 
f{x)  =  6  et  à  l'ensemble  (Y')  que  l'on  déduit  de  (1)  en  en  sup- 
primant 6  :  b  reste  un  point  d'accumulation  de  (Y'),  et  cet  en- 
semble est  formé  des  valeurs  distinctes  de  la  fonction  f{x) 
dans  l'ensemble  borné  (X'),  etc..  Les  raisonnements  ne  tombe- 
raient en  défaut  que  si  (X')  n'existait  pas,  c'est-à-dire  si  l'on  avait 
yi^x)  =  b  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  (X)  ;  dans  ce 
cas  (\)  se  réduirait  à  b,  qui  ne  serait  donc  pas  un  point  d'accumu- 
lation. 

Enfin,  on  voit  comme  précédemment  que  les  points  de  l'en- 
semble g  (o)  sont  seuls  à  jouir  de  la  propriété  qu'on  a  démontrée 
appartenir  au  point  k. 

Si  l'ensemble  (X)  est  clos,  il  contient  tous  les  points  k  ;  si,  en 
outre,  la  fonction  f{x)  est  continue  pour  chacun  de  ces  points 
d'accumulation,  il  faut  que  l'on  ait  \im.  f(x)  =f{k),  il  faut  donc 

que/(/v)  soit  égal  à  6  ;  en  d'autres  termes  l'ensemble  (Y)  contient 
le  point  b  ;  l'ensemble  (Y)  contient  tous  ses  points  d'accumulation  ; 
on  a  déjà  démontré  qu'il  est  borné  :  il  est  clos.  Ainsi  : 

Si  une  fonction  f[x)  est  déterminée  dans  l'ensemble  clos  (X), 
et  si  elle  est  continue  en  chacun  des  points  d'accumulation  de  cet 
ensemble,  l'ensemble  (Y)  des  valeurs  distinctes  qu'elle  prend  dans 
(X)  est  fmi  ou  clos.  En  particulier,  cet  ensemble  (Y)  contient  sa 
borne  supérieure  et  sa  borne  inférieure  ;  c'est  dire  qu'il  y  a  dans 
(X)  une  valeur  de  x  qui  fait  acquérir  à  f[x)  une  valeur  égale  à  sa 
borne  supérieure  dans  (X),  une  valeur  de  x  qui  fait  acquérir 
Sif{x)  une  valeur  égale  à  sa  borne  inférieure  dans  (X). 

162.  —  Une  fonction  f{x)  déterminée  dans  un  ensemble 
clos(X),  continue  en  chaque  point  d'accumulation  de  cet  ensemble 
est  dite  continue  dans  l'ensemble  (X). 

Je  vais  montrer  qu'elle  est  uniformément  continue  dans  cet  en- 
semble, c'est-à-dire  qu'à  chaque  nombre  positif  a,  si  petit  qu'il  soit, 
correspond  un  nombre  positif  a  tel  que  l'on  ait  |  f{x')  — f[x)  |  <  îc, 
sous  la  seule  condition  que  x,  x'  appartiennent  à  (X)  et  que  l'on 
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ait  \x'  —  ^  I  <C  /5-  Remarquons  que  si  l'on  se  donne  a,  et  un  point 
d'accumulation  x'  de  l'ensemble  (X),  l'existence  du  nombre  ^^  ré- 
sulte de  ce  que  l'on  suppose  la  fonction  continue  en  x'  ;  mais  la 
valeur  de  |j  semble  devoir  dépendre  de  x'  :  la  proposition  énoncée 
revient  à  dire  que  a  étant  donné,  il  existe  un  nombre  fj  qui  ne  dé- 
pend pas  de  x'  :  en  outre,  il  n'est  pas  nécessaire  de  spécifier  que  .// 
est  un  point  d'accumulation. 

Si,  la  fonction /(j;)  n'était  pas  uniformément  continue  au  sens 
qu'on  vient  de  dire,  c'est  qu'il  existerait  un  nombre  positif  a  jouis- 
sant de  la  propriété  suivante  :  quelque  petit  que  soit  le  nombre 
positifs,  il  y  a  dans  (X)  des  points  x,  x'  dont  la  distance  est 
moindre  que  ô,  et  pour  lesquels  on  a  |/(*)  —  /(•^)  |  è  a  î  on  voit 
de  suite  en  effet  que  nier  l'existence  du  nombre  a  c'est  affirmer 
qu'à  chaque  nombre  positif  a'  correspond  un  nombre  positif  z  tel 
qu'on  ait  \f{x)  — /(■«')  |  <  a'  sous  la  condition  \  x  —  a;'  |  <<  î. 

Je  vais  donc  supposer  l'existence  du  nombre  a,  sans  rien  sup- 
poser de  plus  sur  la  fonction  f{x),  déterminée  dans  l'ensemble 
clos  (X),  les  conclusions  qu'on  en  tirera  seront  incompatibles  avec 
la  continuité  de  cette  fonction. 

Soit  c  une  variable  positive  :  par  hypothèse  il  y  a  des  points  x 
de  (X)  auxquels  on  peut  associer  des  points  x'  de  (X)  tels  que  l'on 
ait  à  la  fois  \x'  —  a;  |  ■<  £,  \f{oc')  — f{x)  \ ^ a.  Soit  g  (c)  l'ensemble 
de  ces  points  ;  on  notera,  en  passant  que  l'ensemble  g  (s)  contient 
en  même  temps  les  points  x  et  x'.  Les  ensembles  g  (î)  vérifient 
encore  les  conditions  du  n°  156;  on  en  conclut  l'existence  de 
points  k,  formant  un  ensemble  g  (o),  dont  chacun  appartient  à  tous 
les  ensembles  g  (s)  ou  est  un  point  d'accumulation  pour  tous  ces 
ensembles. 

Soit  k  un  point  de  l'ensemble  g  (o)  :  par  hypothèse,  quelque 
soit  £,  il  y  a  dans  (X)  et  aussi  près  qu'on  veut  de  k,  des  points 
X,  x'  dont  la  distance  est  moindre  que  s,  et  pour  lesquels  on  a 
I  f{x')  — f(oc)  I  >•  a  ;  l'un  de  ces  points  peut  coïncider  avec  k  ; 
mais,  dans  tous  les  cas,  il  est  impossible  que  la  fonction  f{x)  ait 
une  limite  au  point  k. 

Puisque,  si  près  qu'on  veut  du  point  k,  il  y  a  des  points  de  (X), 
k  est  forcément  un  point  d'accumulation  de  (X),  qui  appartient 
donc  à  (X),  si  cet  ensemble  est  clos.  Il  est  impossible  que  la  fonc- 
tion/(j;)  soit  continue  en  ce  point. 


2^0        INTRODUCTION  A  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS 

J'ai  dit  plus  haut  qu'il  est  inutile  de  spécifier,  dans  la  définition 
de  la  coutinuité,  que  le  point  œ'  est  un  point  d'accumulation  : 
cela  tient  à  ce  que,  lorsqu'il  en  est  autrement,  la  condition 
\  X  —  x'  I  <C  p  ne  peut  être  véril'iée  que  pour  x  =  x'  quand  p  est 
suffisamment  petit. 

En  résumé,  si  la  fonction  f{x),  déterminée  dans  l'ensemble 
clos  (X),  est  continue  en  chaque  point  d'accumulation  de  (X),  elle 
est  bornée  dans  cet  ensemble  ;  l'ensemble  (Y)  de  ses  valeurs  dis- 
tinctes est  clos  ;  la  fonction  /{x)  est  uniformément  continue 
dans  (X)  (')• 

163.  —  La  fonction  y  (ic),  déterminée  dans  l'ensemble  (X),  est 
dite  croissante  dans  cet  ensemble  si  l'inégalité  x  >•  x',  oii  x  et  x' 
sont  deux  éléments  de  (X)  entraîne  toujours  rinég-alité/(£c)  >-/(£c'), 

f(x) f(x') 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  le  rapport-^  ''  r- —  est  toujours 

positif,  pourvu  que  x  et  x'  soient  deux  nombres  distincLS  de  (X)  ; 
la  fonction  est  dite  décroissante  dans  (X),  si  le  précédent  rapport 
est  toujours  négatif.  Si  la  fonction /(ic)  est  ou  croissante,  ou  dé- 
croissante, dans  (X),  la  correspondance  entre  l'ensemble  (X)  et 
l'ensemble  (Y)  des  valeurs  de  fÇx^  est  parfaite. 

Si,  quels  que  soient  les  nombres  distincts  £C,  a:' appartenant  à  (X) 

le  rapport-^ —  -^  ; — -  n'est  jamais  négatif,  je  dirai  que  la  fonc- 
tion f[x)  est  non-décroissante  ;  si  le  précédent  rapport  n'est  jamais 
positif,  je  dirai  que  la  fonction /(a?)  est  non-croissante  (^). 

Si  l'ensemble  (X)  est  borné  et  contient  ses  bornes  M,  m  ;  il  est 
clair  que  les  quantités  /  (M),  f{m)  seront  les  bornes  supérieure  et 
inférieure  de  la  fonction  /(x),  si  elle  est  non-décroissante  ;  ses 
bornes  inférieure  et  supérieure,  si  elle  est  non-croissante. 

Si  la  fonction  f[x)  est  non-décroissante  ou  non-croissante^  dans 
(X)  et  si,  en  désignant  par  x',  x"  deux  nombres  distincts  apparte- 
nant à  (X),  on  Sifix')  =f(^x")  la  fonction/(aj)  prendra  la  même  va- 
leur pour  tout  nombre  x"  appartenant  à  (X)  et  compris  entre  x  et  x". 

(^)  Cf.  Jordan.  —  Cours  d'Analyse,  t.  I,  p.  5i. 

(2)  Ges  expressions,  au  point  de  vue  grammatical,  sont  quelque  peu  incor- 
rectes. L'épithète  «  non-croissante  >>,  par  elle-même,  veut  dire  seulement  que  la 
fonction  f[x)  n'est  pas  croissante  ;  on  lui  a  donné  plus  haut  une  signification 
plus  précise. 
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164.  —  Les  11011(^118  et  les  proposillonsqiii  précèdent  s';ipp!i(|iient 
au  cas  où  renscnihlc  (X)  dans  lequel  la  (onction  /(./;)  est  délei- 
niinécest  un  intervalle  {a,  h).  Il  convient  toutefois  de  s'arrêter  un 
peu  sur  ce  cas,  en  raison  de  son  importance. 

C'est  d'abord  de  la  continuité  que  je  m'occcuperai. 

La  fonction /(.r),  déterminée  dans  l'intervalle  (a,  6),  est  dite 
continue  en  un  point  x^^  de  cet  Intervalle  si  à  chaque  nombre  i,  si 
petit  qu'il  soit,  correspond  un  nombre  positif  y^  tel  que  l'une  des 
conditions  suivantes  soit  vérifiée  : 

1°  On  a  \f{x)  — /(■rj  I  <C  c  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  {a,  6)  et  qui  satisfont  à  la  condition 
I  X         SCq  I  <c^  /J . 

2"  On  a  I  /{Xq  -h  ÔTi)  —  fi^o)  I  <  î  pour  toutes  les  valeurs, 
de  0  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  si  a:o  est  égal  à  a{<C  b), 
à  l'intervalle  ( —  i,  o)  si  x^^  est  égal  à  6,  à  l'intervalle  ( —  i,  i)  si 
cCg  n'est  ni  a,  ni  b. 

3°  Dans  tout  intervalle  (a',  h')  contenu  dans  l'intervalle  {a,  b), 
contenant  x^^  et  dont  l'écart  est  moindre  que  y;,  l'écart  de  la  fonc- 
tion est  moindre  que  -. 

La  première  définition,  en  se  rappelant  que  tout  point  d'un  in- 
tervalle est  un  point  d'accumulation  de  cet  intervalle  revient  à  celle 
du  n°  152;  la  seconde  et  la  troisième  s'y  ramènent  immédia- 
tement. 

Conformément  à  ce  qui  a  été  dit  au  n"  162,  on  dira  qu'une 
fonction  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  b)  si  elle  est  continue  pour 
chaque  point  de  cet  intervalle.  Elle  est  alors  uniformément  con- 
tinue dans  cet  intervalle,  c'est-à-dire  qu'à  chaque  nombre  positif  £ 
correspond  un  nombre  positif  y^  tel  que  l'on  ait  \f{x)  — -f{x')  \  <C  i, 
pourvu  que  les  points  x,  x'  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  6)  et 
soient  à  une  distance  moindre  que  yj  ('). 

Si  la  fonction /(jc)  est  continue  dans  l'intervalle  {a,  6),  on  peut 
partager  l'intervalle  [a,  b)  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels 
assez  petits  pour  que  dans  chacun  d'eux  l'écart  de  la  fonction  soit 

(')  Si  l'on  ne  veut  parler  que  de  fonctions  définies  dans  un  intervalle,  on  peut 
prendre  ce  qu'on  vient  de  dire  pour  la  définition  dn  la  continuité  dans  un 
intervalle  :  il  est  clair  que  si  vuic  fonction  est  continue  dans  un  intervalle  (cri 
ce  sens),  elle  est  continue  en  chaque  point  de  rintcrvalle.  La  dcmortstralion  dé 
la  réciproque  est  indispensable. 
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moindre  que  tel  nombre  positif  £  que  l'on  voudra.  Réciproquement, 
s'il  en  est  ainsi,  la  fonction /(x)  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  6). 

Si  la  fonction /(dî)  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  b)  elle  est 
continue  dans  tout  ensemble  clos  (X)  contenu  dans  (a,  b). 

Le  lecteur  se  rendra  compte  immédiatement  de  l'importance 
pratique  des  fonctions  continues  en  pensant  que  ce  sont  les  seules 
dont  on  puisse  calculer  une  valeur  approchée  quand  on  ne  connaît 
la  variable  qu'approximativement. 

165.  —  Les  notions  précédentes  seront  étendues  plus  tard  aux 
fonctions  de  deux  variables.  Je  veux  toutefois,  pour  la  commodité 
de  ce  qui  suivra,  définir  de  suite  la  continuité  d'une  telle  fonction 
/{.x,  y)  dans  le  cas  où  celle-ci  est  déterminée  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  deux  nombres  x,  y  vérifiant  les  conditions  a  ^x  <a', 
b  <y  ^b'  (nM54). 

La  fonction /(jî,  y)  est  continue  dans  l'ensemble  (XY)  de  ces 
systèmes,  si  à  chaque  nombre  positif  s  on  peut  faire  correspondre 
un  nombre  positif  yj  tel  que  l'on  ait 

l/(,r,j')-/Kj)|<c 
sous  les  conditions 

\    X  —  x'    \    <^T„  I  J  _  /    I    <  Y], 

a<x<a',  b  <y  <b' 

dont  les  dernières  expriment  simplement  que  le  système  de 
nombres  x,  y  appartient  à  l'ensemble  (XY).  En  supposant  toujours 
vérifiées  ces  dernières  conditions,  il  reviendrait  au  même  de  dire 
qu'au  nombre  positif  î  on  peut  faire  correspondre  deux  nombres 
positifs  a,  [i  tels  que  l'on  ait  !  f{x',  y')  —  f{x,  j)  1  <  £  sous  les 
conditions  |  x  —  x'  |  <  a,  |  y  —  y'  \  <  [',  puisqu'on  pourrait 
prendre  le  nombre  yj  égal  au  plus  petit  des  nombres  a,  /3. 

Si  la  fonction /(ir,  y)  est  continue  dans  l'ensemble  (XY)  précé- 
demment défini,  et  si  l'on  attribue  à  y  une  valeur  fixe  }'„,  apparte- 
nant à  rintervalle  (6,  b'),  il  est  clair  que /(a;,  jj  sera  une  fonction 
continue  de  la  variable  x  dans  l'intervalle  (a,  a!).  De  même  si  on 
attribuait  à  x  une  valeur  fixe  x^  appartenant  à  l'intervalle  [a,  a'), 
/(ic.j,  y)  serait  une  fonction  de  y  continue  dans  l'intervalle  {b,  b')  ; 
mais  il  ne  faudrait  pas  conclure  la  continuité  de  la  fonction  de 
deux  variables /(j:,  y)  de  la  continuité  de  chacune  des  fonctions 
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d'une  variable  /(■/",  Ju)-/('^o'  j)»  ^'■^^^  même  que  celle  conlinuilé 
aurait  lieu  pour  loulcs  les  valeurs  de  J7„,  y^  qui  vérifient  les  condi- 
tions a  <  .''^  ^  a',  if  ^  Jo  ^  ^' ' 

On  dira  que  la  fonction /(.B,y)  est  définie  pour  le  système  [x^,  y,,) 
et  aux  environs  de  ce  système,  s'il  existe  un  nombre  positif  a,  tel 
que  la  fonction  y  (j:,  y)  soit  définie  pour  tous  les  systèmes  x,  y 
pour  lesquels  on  a 

h?^  —  -^0  I  <  '^.  I  J  —  Jo  1  ^  ^• 

Dans  ces  conditions,  la  fonction /(x)  est  dite  continue  pour  le 
système  Xp,  jo  si,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  2D0silif£,  on 
peut  lui  faire  correspondre  un  nombre  positif  r,  tel  que  l'on  a<t 

l/(.r,y)-/(^o.Jo)l<- 
sous  les  conditions 

1  •^  —  ^0  I  <'1,  I  J  —  Jo  I  <  ^  ' 

le  nombre  •/]  doit  d'ailleurs  être  inférieur  ou  égal  au  nombre  (/.. 
Il  est  clair  que  si  la  fonction  f[x,  y)  est  continue  dans  l'ensemble 
(XY)  défini  plus  haut,  elle  sera  continue  pour  chaque  système 
X,  y  tel  que  l'on  ait 

a  <  .r  <  «',         6  <  j  <  6', 

au  sens  qu'on  vient  de  dire.  On  établira  plus  tard  la  réciproque. 
Revenons  aux  fonctions  d'une  variable. 

166.  —  Soit/{.r)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  {a.  h) 
et  supposons  f[n)  dilTérent  dey"(6).  Soit  G  un  nombre  compris 
entre /(a)  etf{b)  ;  je  dis  qu'il  appartient  à  l'ensemble  (Y)  des  va- 
leurs distinctes  def[x)  dans  [a,  b)  ;  en  d'autres  termes,  il  y  a  une 
valeur  x^  de  .r,  qui  appartient  à  l'intervalle  (a,  b),  qui  est  forcé- 
ment différente  des  bornes  a,  b,  et  pour  laquelle  on  aLf[x^^)  =  G. 

Je  supposerai,  pour  fixer  le  langage,  a  <i  b  et  f(a)  ■<  G  ■<  /(&). 
Pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  grandes  que  a,  f[x),  qui  est 
très  voisin  de  f{a),  reste  plus  petit  que  G.  Il  y  a  donc  des  nombres 
a  appartenant  à  l'intervalle  [a,  b),  tels  que  l'on  ait  f[x)  <;  G  pour 
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toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'intervalle  [a,  a)  : 
soit  (8)  l'ensemble  des  nombres  a,  ensemble  qui  est  évidemment 
borné  :  sa  borne  supérieure,  que  je  désignerai  par  Xf^  est  certaine- 
ment moindre  que  b,  car,  pour  x=b,  on  a  /{x)  >>  G,  et  il  en  es  t 
de  même,  en  vertu  de  la  continuité,  pour  les  valeurs  de  x  un  peu 
plus  petites  que  b.  On  a  d'ailleurs  certainement /(aj^)  =  G  :  car  si 
l'on  avait  /(xq)  ■<  G,  la  fonction /"(ic),  pour  les  valeurs  de  x  un 
peu  plus  grandes  que  x^  serait  encore  inférieure  à  G,  et  si  l'on 
avait  f(x)  >>  G,  elle  serait  plus  grande  que  G  pour  les  valeurs  de  x 
un  peu  plus  j^etites  que  Xq  :  dans  les  deux  cas  x^  ne  serait  pas  la 
borne  supérieure  de  l'ensemble  (8). 

La  proposition  que  l'on  vient  de  démontrer  s'énonce  souvent, 
d'une  façon  imagée,  en  disant  qu'une  fonction  continue /(j:)  ne 
peut  passer  d'une  valeur  /(o)  à  une  autre  valeur  f[b)  sans  passer 
par  toutes  les  valeurs  intermédiaires.  Elle  montre  en  particulier 
que  si /(a)  et/(6)  sont  de  signes  contraires,  l'équation /(a;)  =  o  a 
une  racine  comprise  entre  a  al  b. 

Soient  M,  m  les  bornes  supérieure  et  inférieure  de  la  fonction/(j3) 
dans  l'intervalle  {a,  6);  il  y  a  deux  nombres  «j,  bi,  qui  appar- 
tiennent à  cet  intervalle  et  pour  lesquels  on  a /(a,)  =  M,  f{bi)  =  m. 
La  proposition  précédente  s'applique  à  l'intervalle  {a^,b^)  contenu 
dans  l'intervalle  (a,  b)  :  il  suit  de  là  que  l'ensemble  {\)  des  va- 
leurs que  prend  la  fonction /(x')  dans  l'intervalle  (a,  b)  n'est  autre 
chose  que  l'intervalle  [m,  M),  puisque,  d'une  part  il  n'y  a  pas  de 
points  de  (Y)  en  dehors  de  cet  intervalle,  et  que,  de  l'autre,  si  a 
désigne  un  nombre  qui  appartienne  à  l'intervalle  {m.  M),  il  y  a  un 
nombre  5c  appartenant  à  l'intervalle  («j,  6,),  donc  à  l'intervalle  (a,  6), 
pour  lequel  on  a/(x)  =  p.. 

L'ensemble  (Y)  est  bien  clos,  comme  on  le  savait  d'ailleurs  par 
le  n"  162. 

Si  importante  que  soit  la  propriété  précédente  des  fonctions  con- 
tinues, elle  ne  caractérise  cependant  pas  ces  fonctions  ('). 

(')  Voyez  le  Mémoire  de  M.  D.vrhoux  sur  les  fonctions  discontinues,  Annales 
scientifiques  de  l'Ecole  normale  supérieure,  2"*  sér.,  t.  IV,  p.  logi.  Il  suffira  de 
signaler   l'cxemiDle  suivant,  que  donne  M.   Dauboux  :  une  fonction  f{x)  égale 

à  o  pour  a;  =  o,  et  à  sin  -  pour  les  autres  valeurs  de  x,  est  discontinue  pour 
X  =  o  ;  cependant  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  ne  peut  passer  d'une  valeur  à  une 
autre  sans  passer  par  les  valeurs  intermédiaires. 
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La  dérinilion  des  mois  «  londion  croissante,  non  décroissante...»» 
qui  a  été  donnée  au  n"  163  subsiste  ainsi  que  ses  conséquences  dans 
le  cas  où  la  fonction  est  définie  dans  un  intervalle  [a,  h)  :  En  sup- 
posant que  la  fonction  /{.r)  soit  non-décroissante  ou  non-crois- 
sante, dans  cet  intervalle,  ses  bornes  sont  f{a)  ct/(6)  ;  si  l'on  a 
f{x')  =:f{x"),  en  désignant  par  x',  x"  deux  nombres  de  l'inter- 
valle (a,   b),  la  fonction /(./;)  est  constante  dans  tout  l'intervalle 

167.  —  En  restant  toujours  dans  le  cas  où  la  fonction  /(x) 
est  déterminée  dans  l'intervalle  (a,  h),  on  dira  qu'elle  est  croissanle 
au  point  Xq  de  cet  intervalle  si  l'on  peut  déterminer  un  nombre 
positif  s,  tel  que  le  rapport 

soit  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  autres  que  x^^,  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  [a,  h)  et  qui  satisfont  à  l'inégalité 
\x  —  x^\<^. 

Une  fonction  croissante  dans  l'intervalle  (a,  h)  est  croissante  en 
chaque  point  de  cet  intervalle  ;  il  est  aisé  d'établir  la  réciproque. 

Supposons  en  effet  que  la  fonction /(j?)  soit  croissante  en  tout 
point  de  l'intervalle  (a,  b),  au  sens  qu'on  vient  de  dire  ;  il  suffit, 
pour  prouver  qu'elle  est  croissante  dans  l'intervalle  (a,  b)  au  sens 
qui  a  été  précisé  au  n°  163,  de  montrer  que  si  l'on  désigne  par  x 
une  valeur  quelconque  appartenant  à  l'intervalle  (a,  6),  autre  que 
la  borne  supérieure  6,  on  a  f{x)  >>  f{x')  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  qui  appartiennent  à  l'intervalle  [x ,  b).  Or  cette  inégalité, 
puisque  la  fonction  f(x)  est  croissante  au  point  x' ,  a  certainement 
lieu  pour  les  valeurs  de  x  qui  sont  suffisamment  voisines  de  x' . 
Soit  (B)  l'ensemble  des  valeurs  de  x,  appartenant  à  l'intervalle  [x  ,  b) 
pour  lesquelles  on  Sif[x)  >/(■»')  et  x^  la  borne  supérieure  de  (B), 
je  dis,  d'une  part  que  l'on  af{x^)  "^  f{x'),  d'autre  part  que  x^  est 
égal  à  6.  Si  en  effet  on  avait/(£Cg)  ^f{x'),  la  fonction  f{x),  pour 
des  valeurs  de  x  un  peu  plus  petites  que  x^  prendrait  des  valeurs 
plus  petites  que  /(j?o)'  puisqu'elle  est  croissante  au  point  X(„  ces 
valeurs  seraient  plus  petites  que  f{x')  ;  les  valeurs  de  x  un  peu 
plus  petites  que  Xq  n'appartiendraient  pas  à  l'ensemble  (B),  non 
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plus  que  X,,  qui  ne  pourrait  être  la  borne  supérieure  de  cet  en- 
ensemble.  On  a  donc  /(.Cq)  >/(^^')-  D'autre  part,  si  x^  n'était  pas 
égal  à  b,  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  grandes  que  x^,  la 
fonction  f{x),  croissante  en  x^,  serait  plus  grande  que  fix^,  les 
valeurs  de  x  un  peu  plus  grandes  que  x^  appartiendraient  à  l'en- 
semble (8),  dont  £Cg  ne  serait  pas  la  borne  supérieure. 

On  définira  de  même  ce  qu'est  une  fonction  décroissante  en  un 
point  d'un  intervalle,  et  l'on  montrera  qu'une  fonction  décroissante 
en  tout  point  d'un  intervalle  est  décroissante  dans  tout  l'intervalle. 

168.  —  Quand  une  fonction /(a:)  est  à  la  lois  continue  et  crois- 
sante (ou  décroissante)  dans  un  intervalle  (^a,  h),  les  choses  se  passent 
d'une  façon  particulièrement  simple.  Rappelons  d'abord  que  si  l'on 
suppose  a  <;  6  et  la  fonction/(x)  croissante,  A  =:y(a)  sera  la  borne 
inférieure  de  cette  fonction,  B  =r  f{h)  sa  borne  supérieure,  B  —  A 
son  écart  dans  l'intervalle  (a,  b).  Si  maintenant  on  a  A  ■<  G  <<  B, 
la  fonction /(a?)  prend,  comme  on  l'a  vu  au  n°  165,  et  comme  on 
pourrait  le  démontrer  dans  le  cas  qui  nous  occupe  d'une  manière 
un  peu  plus  simple,  la  valeur  C  pour  une  valeur  x^  comprise  entre 
a  et  6  ;  elle  n'atteint  d'ailleurs  la  valeur  G  que  pour  la  seule  valeur  £c„, 
car  pour  les  valeurs  deic  inférieures  ixxçi,f[x)  est  plus  petit  que  G  ; 
au  contraire /(a;)  est  plus  grand  que  G  pour  les  valeurs  de  x  plus 
grandes  que  ^o-  Dans  ce  cas  la  correspondance  entre  les  éléments 
de  l'ensemble  (Y)  des  valeurs  de  la  fonctiony(x).  et  de  l'ensem- 
ble (X)  des  valeurs  de  (x*)  [ou  de  l'intervalle  (a,  6)],  est  parfaite. 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  en  général  que,  toutes  les  fois 
qu'une  fonction  y  =-f{x)  est  déterminée  dans  un  ensemble  (X)  et 
que  les  valeurs  de  y  qui  correspondent  à  deux  valeurs  distinctes 
de  X  prises  dans  cet  ensemble  sont  toujours  distinctes,  en  sorte  que 
la  correspondance  entre  les  valeurs  de  x  [les  éléments  de  (X)],  et 
les  valeurs  de  y  [les  éléments  de  (\)]  soit  parfaite,  la  valeur  de  £c  à 
laquelle  correspond  une  valeur  de  y  de  l'ensemble  (Y)  est  déter- 
minée sans  ambiguïté,  en  sorte  que  x  peut  être  regardé  comme  une 
fonction  de  y  déterminée  dans  (Y)  ;  cette  fonction  F  (j)  est  dite  la 
fonction  inverse  de  la  fonction  y(£c),  et  l'on  a  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X  qui  appartiennent  à  (X),  et  pour  toutes  les  valeurs  de  y 
qui  appartiennent  à  (Y), 
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169.  —  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  où  la  fonrlion  y  z^fix) 
est  conlinuc  cl  croissante  clans  l'intervalle  {a,  h),  la  fonction  in- 
verse F  (j)  est  définie  clans  rinlervallc  (A,  li)  ;  il  est  aise  de  voir 
qu'elle  y  est  croissante  et  continue  :  elle  y  est  croissante,  car  si 
l'on  a  A  "<  j'  •<  j"  <C  B,  et  si  l'on  suppose  a/  =  F  {y'),  x"  =  F  {y") 
ou,  ce  cpii  revient  au  même,  y'  =f[x'),  y"  =f(x"),  il  est  clair  cpic 
l'on  ne  peut  avoir  ni  l'égalité  .«'  =  ./;",  cjui  implif[uerait  /'(.x')=/'(.'k")' 
ni  l'inégalité  x' >■;//,  qui  implic[uerait/(.B')>./(j;").  Enfin  la  fonc- 
tion F  (y)  est  continue  pour  toute  valeur  y'  comprise  entre  A  et  B. 
Car,  si  Ton  suppose  encore  x'  =  F  (y'),  y'  =f{x')  et  si  l'on  veut 
déterminer  un  intervalle  (y'  —  /j,  j'  -+-  yj)  tel  que  pour  les  valeurs 
de  j  appartenant  à  cet  intervalle,  la  difl'érence  F  (j)  —  F  (j)  soit 
moindre  en  valeur  absolue  c|ue  le  nombre  positif  -,  dont  on  sup- 
pose seulement  qu'il  satisfait  aux  conditions  a <£c'  —  c  <<*■'+  c^l->> 
il  suffira  de  poser 

et  de  prendre  Tj  plus  petit  c[ue  les  deux  nombres  positifs  /(,  k.  En 
effet,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x'  et  x'  -f-  z  y  est 
compris  entre  y'  et  y'  -+-  k;  inA^ersement,  c[uand  y  est  compris 
entre  y'  et  y'  +  A-,  F  (y)  est  compris  entre  x'  et  x'  -+-  i  ;  on 
a  donc  o  <<  F  (y)  —  F  (y')  <C  c.  De  même  cjuand  y  est  com- 
pris entre  y'  —  h  et  y',  on  a  o  <C  F  (y')  —  F  (y)  <;  c.  Dans  tous  les 
cas,  si  y  est  compris  entre  y'  —  y]  et  y'  -+-  rj  on  aura  certainement 
I  F  (j)  —  F  (y')  I  <<  c.  Les  modifications  qu'il  faudrait  apporter  à 
cette  démonstration  si  y  était  égal  à  A  ou  à  B  sont  insignifiantes. 

Si  la  fonction  y  =y(a;)  est  continue  dans  l'intervalle  («,  b),  et 
si  m,  M  sont  ses  bornes  inférieure  et  supérieure,  la  correspondance 
entre  l'intervalle  (a,  b)  des  valeurs  de  x  et  l'intervalle  (m,  M)  des 
valeurs  de  y  ne  peut  être  parfaite  cpie  si  la  fonction  f[x)  est  crois- 
sante, ou  décroissante,  dans  tout  l'intervalle. 

Supposons  en  effet  c[ue  la  correspondance  soit  parfaite  et  soient 
a  <;  /5  •<  y  trois  nombres  appartenant  à  l'intervalle  (a,  b)  :  d'une 
part  les  nombres/(a),/(j'3),/(y)  sont  distincts,  en  vertu  de  l'hy- 
pothèse ;  d'autre  part/(]S)  est  certainement  compris  entre/(a)  et 
/(y).  Car,  s'il  en  était  autrement,  c'est  que /(a)  serait  compris 
entre /(jS)  et /(y)  ou  que /(y)  serait  compris  entre /(a)  et /(.'S)  ; 
dans  le  premier  cas,  /(a)  — /(j3).   et /(a)  — /(y)  seraient  de 
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signes  contraires  ;  l'équation  f[c/)  — f{^^  =  o  aurait  donc  une 
racine  â'  comprise  entre  j'3  et  y  ;  or  la  supposition  f{a)  =^f{â),  est 
contraire  à  l'hypothèse  faite  sur  la  fonction  [fx)  qui,  pour  des  va- 
leurs distinctes  delà  variable  doit  prendre  des  valeurs  distinctes;  le 
raisonnement  et  la  conclusion  sont  les  mêmes  dans  le  second  cas. 

Par  conséquent,  quand  la  fonction  y  =  f{x),  continue  dans 
l'intervalle  (a,  b)  n'est  pas  croissante,  ou  décroissante,  dans  tout 
l'intervalle,  la  correspondance  entre  les  valeurs  de  x  et  celles  de  y 
ne  suffit  pas  pour  définir  œ  comme  une  fonction  inverse  de  j  : 
cette  définition  exige  qu'on  spécifie,  lorsqu'il  y  a  plusieurs  valeurs 
de  X  qui  font  acquérir  à  la  fonction  y(.r)  la  valeur  y,  celle  que  l'on 
choisit. 

Enfin,  il  convient  d'avertir  le  lecteur  que  l'opinion  qui  résulte 
naturellement  de  l'étude  des  fonctions  élémentaires  et  d'après 
laquelle,  lorsqu'une  fonction  est  continue  dans  un  intervalle  (a,  b), 
on  pourrait  partager  cet  intervalle  en  intervalles  partiels  tels  que 
dans  chacun  d'eux  la  fonction  fut  ou  croissante,  ou  décroissante, 
ou  constante,  n'est  pas  vraie.  On  donnera  plus  tard  un  exemple  do 
fonction  continue  qui  n'est  ni  croissante,  ni  décroissante  en  aucun 
point. 

170.  —  Les  propositions  qui  suivent  sont  à  peu  près  évidentes  ; 
elles  peuvent  être  regardées  comme  des  extensions  de  celles  du 
n''  54,  qui  subsistent  avec  l'extension  qui  a  été  donnée  au  sens  du 
mot  limite  (n"  151). 

Si  les  deux  fonctions  y  (a?),  g  (x)  sont  continues  en  un  jioint, 
dans  un  ensemble  clos,  ou  dans  un  intervalle,  il  en  est  de  même  des 
fonctions /(j:;)  -h  (j{x),f{x)  — g(x),f[x)  x  g  {x) ',   il  en  est  de 

même  encore  de  la  fonction -'-p^  pourvu  que  la  fonction  g  [x),  pour 

les  valeurs  considérées  de  x,  reste  supérieure  en  valeur  abso- 
lue à  un  nombre  positif  fixe.  C'est  ce  qui  arrivera  sûrement  s'il 
s'agit  d'une  fonction,  continue  dans  un  ensemble  clos  (X)  qui 
ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  x  appartenant  à  cet  ensemble  : 
car  si  la  fonction  g  (x)  est  continue  dans  (X),  il  en  est  de  même 
de  la  fonction  |  g{x)  \,  qui  doit  atteindre  par  conséquent  sa 
borne  inférieure,  et  celle-ci  ne  peut  être  nulle,  puisque  la  Jonc- 
lion  g  (x)  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  x  appartenant  à  (X). 
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En  appliquant  plnsicurs  fols  les  propositions  iclativcs  à  une  somme 
et  à  nn  produit,  on  voit  que,  si  o  {a,  v,  iv)  désigne  un  polynôme 
en  a,  v,  iv  et  si  /(,  v,  w  sont  des  fonctions  continues  de  x  dans  un 
ensemble  clos  (\),  ^j^  {ii,  v,  w)  sera  une  fonction  continue  de  x 
dans  le  même  ensemble.  Il  en  serait  de  même  du  quotient  de  deux 
polynômes  en  ii,  v,  tu,  pourvu  que  le  dénominateur  ne  s'annulAt 
pour  aucune  valeur  de  x  appartenant  à  (X).  En  particulier,  un 
polynôme  en  ./;  est  une  fonction  continue  dans  tout  intervalle  ;  une 
fraction  rationnelle  en  x  est  une  fonction  continue  de  x  dans  tout 
intervalle  qui  ne  contient  aucune  valeur  de  ./;  pour  laquelle  s'an- 
nule le  dénominateur. 

Soit  o  {il)  une  fonction  continue  de  la  variable  ii  dans  l'inler- 
valle  (a,  a')  et  à{v)  une  fonction  continue  de  la  variable  i'  dans 
l'intervalle  [b,  //),  il  est  clair  que  les  expressions 

seront  des  fonctions  des  deux  variables  ii,  v  déterminées  dans  l'en- 
semble (UV)  des  couples  de  valeurs  ii,  v  qui  vérifient  les  condi- 
tions 

a<ii<.a',         b<v<b' 

(n°  164)  ;  il  est  bien  aisé  de  voir  qu'elle  sont  continues  dans  cet 
ensemble.  Considérons  en  effet  la  seconde,  par  exemple. 

Si  l'on  pose  ©  («')  =  o(ii)  -+-  h,  6  (c')  =  à  [k]  +./.-,  on  aura 
©  {il')  à  {v')  —  9  (il)  (i;(y)  =  /(  'b{v)  +  ko  {a)  -i-  hk. 

Si  l'on  désigne  par  P  un  nombre  positif  plus  grand  que  les  bornes 
supérieures  des  fonctions  I  à  {li)  \,  |  ^ii{v)  |  dans  les  intervalles 
(a,  a'),  (b,  b'),  par  a  un  nombre  supérieur  à  I  /*  |,  |  k  \,  si  l'on 
suppose  enfin  que  ces  dernières  quantités  soient  moindres  que  i, 
le  second  membre  de  l'inégalité  précédente  sera  moindre,  en  valeur 
absolue  que  (aP  +  i)a  ;  il  suffira  donc  de  supposer 

^  <  2""FT7  '       !  «'  —  "  I  <  <=''  I  '^'  —  ^'  I  <  * 
pour  être  sûr  que  l'on  a 

\o(u)i>{v')--o{a)'b(v)l<,. 
En  appliquant  plusieurs  fois  ce  tbéorèmfi,  on  voif  de  suite  qu'un 
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polynôme  en  ©  [ii),  d/  (v)  est  une  fonction  continue  dans  l'en- 
semble (UV).  En  particulier,  un  polynôme  en  ii,  v  sera  une  fonc- 
tion continue  clans  l'ensemble  (UV)  et  cela  quels  que  soient  les 
nombres  a,  a',  h,  h'  ;  l'extension  de  ces  propriétés  à  des  fonctions 
de  trois,  quatre,  ...  variables  est  immédiate. 

Si  les  fonctions  y  (a;),  (j  [x)  sont  croissantes  dans  l'intervalle 
[a,  h),  il  en  est  de  même  de  la  fonction  f{x)  +  g{x);  il  en  est 
de  même  encore  de  la  fonction  fyx)  X  g  {x),  si  les  fonctions /(.r) 
et  g  [x)  restent  positives  dans  cet  intervalle  ;  le  produit/(a;)  x  g  (x) 
serait  décroissant  si  les  deux  facteurs  étaient  croissants  et  négatifs, 
on  ne  peut  rien  aflirmer  si  l'un  des  facteurs  est  positif  et  l'autre 
négatif.  Si  la  fonction  f(^x)  est  croissante  et  la  fonction  g  [x)  décrois- 
sante,   la   ditïerence   f{x)  —  g  (x)  est   croissante  ;    il    en   est   de 

même  de  la  fonction-'— ^,   quand  les  deux  fonctions /(j;),    g  [x) 

restent  positives  ;  elle  est,  au  contraire,  décroissante,  quand  les 
deux  fonctions  y  (x),  ^  (jî)  restent  négatives.  Le  lecteur  complé- 
tera sans  peine  les  énoncés  de  ce  genre. 

171.  —  Soity(a;)une  fonction  de  x  définie  dans  l'intervalle 
(a,  b)  et  dont  les  valeurs  restent  comprises  entre  A  et  B  ;  si  'p  (y) 
est  une  fonction  de  y,  définie  dans  l'intervalle  (A,  B),  il  est  clair 
qu'à  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle  [a,  b)  corres- 
pondra une  valeur  de  o{j)  obtenue  en  regardant  y  comme  ayant 
la  valeur  y  (a?)  ;  à  ce  point  de  vue  'i;  (j)  ou  Q[f{x)]est  ce  qu'on 
appelle  une  fonction  de  fonction  de  x.  Si  la  fonction /(a;)  est  con- 
tinue dans  l'intervalle  (a,  6)  et  si  la  fonction  (de  y)  'd  [y)  est  continue 
dans  l'intervalle  (A,  B),  il  est  clair  que  la  fonction  ç^[/(j;)]  scia 
une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a,  6)  ;  si  la  fonction  f[x) 
est  croissante  dans  l'intervalle  [a,  b)  et  si  la  fonction  (de  y)  ©  (y) 
est  croissante  dans  l'intervalle  (A,  B),  il  est  clair  que  la  fonction 
c^[f[x)]  est  croissante  dans  l'intervalle  [a,  h).  Plus  généralement 
si  l'on  sait  partager  l'intervalle  [a,  b)  en  intervalles  partiels  tels 
que,  dans  chacun  d'eux,  la  fonction /(.r)  soit  croissante  ou  décrois- 
sante, et  l'ensemble  (A,  B)  en  intervalles  partiels  tels  que  la  fonc- 
tion cp  (y)  soit  croissante  ou  décroissante,  on  parviendra  à  partager 
l'intervalle  (a,  b)  en  intervalles  partiels  tels  que  dans  chacun  d'eux 
on  connaisse  le  sens  de  la  variation,  c'est-à-dire  le  caractère  do 
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croissance  OU  de  dccroissancc  de  la   fonclioii  de  fuiidion  o]  /'(.-r;]. 
Ce   sont  les  remarques  précédentes  qui,  comme  on  le  sait,  per- 
mettent de  reconnaître  le  sens  de  la  variation  des  foi\ctions 

ha'  —  J/a 

,  1  ax  +  6         n  ^2 

ax  -\-  b,      -  ,        ', , ,  =  — ,  + , 

'       X         a'x+y         a'  // 


a 


26:.-i-c=«[(.rH-^j"  +  — .r^'J. 


cil  a,  h,  c,  a  ,  h'  désignent  des  constantes,  m  un  nombre  entier  ;  on 
pourra  aussi,  soit  avec  ces  fonctions  mêmes,  soit  avec  d'autres, 
pour  lesquelles  on  connaît  le  sens  de  la  variation,  former  des  fonc- 
tions de  fonction  et  multiplier  les  exemples.  Mais  on  sent  combien 
l'application   de   ces  remarques  est  limitée  ;  elles  ne  s'appliquent 

déjà  plus  à  la  fonction  très  simple  x  -h  -  ,  dont  il  est  d'ailleurs  aisé 

de  reconnaître  le  caractère  eu  recourant  à  la  définition  des  fonc- 
tions croissantes  ou  décroissantes.  Des  propositions  générales  qui 
seront  développées  plus  tard,  fourniront  des  méthodes  simples 
pour  reconnaître  le  sens  de  la  variation  d'un  très  grand  nombre  de 
fonctions. 

172.  —  Soit  (X)  un  ensemble  de  nombres  ;  soient  a  et  6  deux 
éléments  de  cet  ensemble,  a  étant  le  plus  petit  :  cette  façon  dépar- 
ier «  X  croît  de  a  à  b  en  restant  dans  l'ensemble  (X)  »  ne  présente 
aucune  difficulté  quand  il  n'y  a  entre  a  et  6  qu'un  nombre  fini  de 
valeurs  distinctes  Xi,  a;^,  ...,  Xn  de  l'ensemble  (X)  qui  sont  com- 
prises entre  a  et  6  ;  on  imaginera  la  suite  des  nombres  croissants 
a,  Xi,  x.^,  ...,  x,^,  h  et  on  imaginera  que  la  variable  x  prenne 
successivement  ces  valeurs  :  Lorsqu'il  y  a  une  infinité  de 
nombres  appartenant  à  (X)  entre  a  el  h,  lorsque  l'ensemble  (X) 
contient  tout  l'ensemble  [a,  b),  l'esprit  se  refuse  à  concevoir  une 
lettre  x  prenant  successivement  toutes  les  valeurs  intermédiaires 
à  a,  b. 

Même  dans  ce  dernier  cas,  où  l'on  dit  habituellement  que  x 
croît  d'une  façon  continue  de  a  k  b.  il  n'y  a  aucun  inconvénient  à 
conserver  cette  façon  de  parler,  qui  est  commode,  et  qui,  au  fond, 
n'implique  rien  de  plus  qu'un  ordre  attribué  aux  nombres  a,  b  et 


202  INTRODUCTION    A    LA    THEORIE    DES    FONCTIONS 

aux  nombres  intermédiaires,  ]e  nombre  x'  étant  regardé  comme 
précédant  le  nombre  se"  si  l'on  a  x'  <  x" .  Les  façons  de  parler 
((  X  croît  de  a  à  H-  go  ,  décroît  de  +  oo  à  a,  croît  de  —  oo  à  -H  «d  » 
peuvent  être  l'objet  d'observations  analogues. 

Si  maintenant  j  =  f  [^  6st  une  fonction  continue  de  x, 
l'expression  «  c[uand  x  croît  d'une  façon  continue  de  a  à  6,  j  croît 
d'une  façon  continue  de  A  à  B  »  s'explique  d'elle-même  :  elle  veut 
dire  que  l'on  a 

a<6,        A<B,        A  =  /"(«),        B=/(6), 

et  que  dans  l'intervalle  (a,  6)  la  fonction  continue /(a?)  est  crois- 
sante. Les  expressions  analogues  s'expliqueront  de  même  :  par 
exemple  l'expression  «  quand  x  croît  d'une  façon  continue  de  a  à  6, 
y  décroît  d'une  façon  continue  de  A  à  —  co  »,  veut  dire  que  l'on 
a  a  <;  6,  A  =if[à),  que  la  fonction /(a;)  est  continue  et  décrois- 
sante dans  tout  intervalle  [a,  h')  où  l'on  suppose  a  <ih'  <ih,  e\. 
que  l'on  a  lim/(a7)  =  —  oo  .  Souvent  même,   quand  il  n'y  a  pas 

d'ambiguïté  à  craindre,  on  supprime  les  mots  «  d'une  façon  con- 
tinue ». 

Toutes  ces  façons  de  parler  sont  les  résidus  d'images  où  le 
mouvement  joue  un  rôle  sur  lequel  il  me  parait  inutile  d'insister  : 
l'emploi  de  ces  images  n'offre  pas  d'inconvénient  quand  la  signifi- 
cation des  notions  abstraites  auxquelles  elles  correspondent  a  été 
bien  précisée. 

On  peut  en  dire  autant  des  figures  géométriques,  qui  servent  à 
représenter  la  variation  des  fonctions.  Dans  ce  qui  précède,  un 
nombre  a  été  essentiellement  identifié  avec  un  point  sur  un  axe  : 
cette  identification,  ainsi  qu'on  la  expliqué,  peut  être  regardée 
comme  une  simple  façon  de  parler  :  en  disant  un  point,  on  entend 
un  nombre,  et  l'esprit  est  en  même  temps  soulagé  par  la  vue  ou  le 
souvenir  d'une  image.  On  n'a  d'ailleurs  jamais  parlé  du /)/an,  de 
points  en  dehors  de  l'axe  qui  servait  à  représenter  les  nombres.  Je 
m'eflbrcerai  de  montrer  ultérieurement  comment,  en  conservant  le 
langage  de  la  géométrie  plane,  en  s'aidant  même  de  ses  figures,  on 
peut  cependant  rester  dans  le  domaine  du  pur  nombre.  Il  n'y  a  pas 
d'inconvénient,  pour  le  moment,  à  attribuer  une  réalité  concrète 
à  la  représentation  dont  on  va  dire  deux  mots,  et  à  admettre  comme 
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des  données  quelques  notions   et  propositions  simples  de  la  géo- 
métrie élémentaire. 

Concevons  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires  OX,  OV,  se 
coupant  au  point  0  (origine  des  abcsisses  et  des  ordonnées).  Sur  le 
premier  axe  (axe  des  x,  ou  des  abcsisses),  on  rcg'arde  comme  posi- 
tive la  direction  qui  part  du  point  0  et  va  vers  la  dioilc  ;  stu- le 
second  axe  (axe  des  y  ou 
des  ordonnées),  la  direc- 
tion qui  part  du  point  (3  et 
va  vers  le  haut.  Sur  les 
deux  axes  on  évalue  les 
longueurs  au  moyen  d'une 
même  \inlté  de  longueur. 
Les  nombres  ./;  seront  re- 
présentés, suivant  la  con- 
vention ordinaire  par  des 
points  sur  l'axe  OX,  points 
dont  les  nombres  sont  les  abcisses.  Pour  l'axe  0\,  on  emploie 
le  mot  ordonnée  avec  le  même  sens  que  le  mot  abscisse  pour 
l'axe  OX  ;  les  nombres  y  sont  représentés  par  des  points  sur  cet 
axe  OY,  points  dont  ces  nombres  sont  les  ordonnées. 

A  un  point  quelconque  M  du  plan  correspondent  deux  points  P,  Q, 
ses  projections  orthogonales  sur  l'axe  des  abscisses  et  sur  l'axe  des 
ordonnées,  et  par  conséquent  deux  nombres  x,  y,  l'abscisse  du 
point  P,  et  l'ordonnée  du  point  Q,  qui  sont  dits  aussi  l'abscisse  et 
l'ordonnée,  ou  les  coordonnées  du  point  M  ;  réciproquement  à 
chaque  système  de  deux  nombres  (js,  y)  correspond  un  point  M 
dont  l'abscisse  et  l'ordonnée  sont  précisément  x,  y. 

Ceci  posé,  si  l'on  considère  une  fonction  y  =f[x),  elle  fait  cor- 
respondre à  un  point  x  de  l'axe  des  abscisses  un  point  y  de  l'axe 
des  ordonnées,  et  cette  correspondance  sera  très  bien  figurée  par  le 
point  M  dont  les  coordonnées  sont  j:,  y  ;  On  dit  que  l'ensemble 
(ou  le  lieu)  des  points  M  représente  la  fonction /(jî),  ou  l'équation 
y  =y(.r).  A  la  vérité,  cette  représentation  est,  à  peu  près  inappli- 
cable quand  il  s'agit  de  correspondances  aussi  générales  que  celles 
que  l'on  a  considérées  au  début  de  ce  chapitre  ;  si  même  il  s'agit 
d'une  fonction  continue  dans  un  intervalle  [a,  h),  cette  représentation 
ne  pourra  être  employée  pour  une  fonction  qui,  par  exemple,  ne 
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serait  jamais  croissante,  ni  décroissante.  Elle  commence  à  devenir 
moins  confuse  quand  l'intervalle  (a,  b)  peut  être  décomposé  en  un 
nombre  fini  d'intervalles  dans  chacun  desquels  la  fonction  est  crois- 
sante ou  décroissante  :  si,  par  exemple,  la  fonction  y  :=  f[x)  est 
croissante  dans  l'intervalle  [a,  h),  on  est  disposé  à  ne  pas  refuser 
le  nom  de  courbe  au  lieu  des  points  M  qui  figurent  la  correspon- 
dance entre  x  et  y  quand  x  croit  de  a  h  b  ;  en  réalité  les  images 
que  nous  nous  représentons  sous  le  nom  de  courbes  impliquent, 
d'une  façon  plus  ou  moins  obscure,  des  propriétés  qui  peuvent  très 
bien  n'être  pas  réalisées  ici,  par  exemple  l'existence  d'une  tangente, 
au  moins  en  général,  et  d'une  certaine  continuité  dans  la  variation 
de  cette  tangente  ;  bien  qu'il  convienne  de  réserver  le  nom  de 
courbe  aux  lieux  géométriques  qui  jouissent  de  ces  propriétés,  que 
l'on  précisera  plus  tard,  employons-le  provisoirement,  et  figurons 
un  trait  de  courbe  montant  du  point  a  dont  les  coordonnées 
sont  a,  A  au  point  jj  dont  les  coordonnées  sont  b,  B  ;  il  figurera 
une  fonction  f{x),  continue  dans  l'intervalle  (a.  b)  et  croissant  de 
la  valeur  A  à  la  valeur  B  quand  x  croit  de  a  en  6  ;  on  voit  très  bien 
sur  la  figure  comment  à  un  point  c  de  l'intervalle  (a,  b)  corres- 
pond un  point  G  de  l'intervalle  (A,  B)  et  réciproquement  ;  en 
d'autres  termes  ;  comment  la  correspondance  entre  les  intervalles 
[a,  b)  et  (A,  B)  est  parfaite  ;  comment,  lorsque  le  point  c  se  meut 
sur  l'axe  des  abscisses  de  a  vers  b,  en  allant  toujours  de  gauche  à 
droite,  le  point  correspondant  C  de  l'axe  des  ordonnées  monte  de  A 
et  B  et  réciproquement  ;  comment,  en  quelque  sorte,  le  trait  de 
courbe  entre  a,  fj  définit  à  la  fois  y  comme  fonction  de  x  [y=f{x)] 
dans  l'intervalle  (a,  b)  et  x  connue  fonction  inverse  de  y  [j;  =  F(y)] 
dans  l'inbervalle  (A,  B);  comment  cette  dernière  fonction  est  crois- 
sante. La  continuité  de  la  fonction  F(j)  s'aperçoit  par  un  raison- 
nement identique  au  fond  à  celui  du  n°  169,  mais  qui,  sur  la  figure, 
devient  intuitif  :  si  l'on  marque  deux  points  c',  c"  sur  l'axe  des  x, 
h  droite  et  à  gauche  de  c  et  à  une  même  distance  i  de  ce  point, 
puis  que  l'on  figure  les  points  correspondants  C,  G"  de  l'axe  de  y, 
il  est  clair  que  si  l'on  prend  le  point  M  entre  G',  G"  le  point  cor- 
respondant m  de  l'axe  des  x  sera  entre  c'  et  c"  et  par  suite  à  une 
distance  de  c  moindre  que  z  ;  or  le  point  M  sera  sûrement  entre  les 
deux  points  G'  et  G"  si  on  lui  impose  la  condition  d'être  à  une  dis- 
tance du  point  G  moindre  que  la  distance  yj  de  ce  point  à  celui  des 
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deux  points  C  et  G"  qui  est  le  plus  r;ip[)iocli('  do  ce  point  G,  en 
sorte  que,  si  l'on  désigne  par  .x'o,  Jo  l'abscisse  du  point  c  cl  l'ordon- 
née du  point  C,  ou  les  coordonnées  du  point  y,  par  x,  y  l'abcissc 
du  point  m  et  l'ordonnée  du  point  M,  ou  les  coordonnées  du 
point  ;/,,  on  est  sur  que  ladilTércncc  F  (j)  —  F  (Vo)ou  x  —  x^,  est 
moindrccnvaleur  absolue  que  c,  si  la  distance  |  y — y^  |  est  moindre 
qucv;.  On  rcconnait  assez  que,  dans  ce  raisonnement,  la  figure  n'a 
été  qu'une  aide  ;  l'apparence  seule  est  géométrique  ;  toutes  les 
parties  de  la  démonstration  du  n'^  169  ont  été  introduites  dans  un 
autre  langage,  dont  la  commodité  est  évidente. 
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Fig.  7 

J'aurai  besoin  plus  tard  des  résultats  suivants,  qu'il  suffira 
d'énoncer  : 

Les  fonctions  y  ==  ax,  y  =  ax  +  h,  où  a,  h  sont  des  constantes, 
sont  représentées,  dans  le  système  qu'on  vient  d'expliquer,  par 
deux  droites  parallèles  dont  la  première  passe  par  l'origine  :  a  est 
le  coefficient  angulaire  de  l'une  ou  l'autre  droite  ;  c'est  l'ordonnée 
du  point  de  la  première  droite  dont  l'abscisse  est  i  ;  6  est  l'ordon- 
née à  l'origine  de  la  seconde  droite.  Réciproquement,  à  toute 
droite  non  parallèle  à  l'axe  des  y  correspond  une  fonction  ax  -\-  b 
que  représente  cette  droite  au  sens  précédent  :  en  d'autres  termes, 
toute  droite  non  parallèle  à  l'axe  des  y  a  une  équation  de  la  forme 
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y  =  ax  -\-  b.  Lg  coefficient  angulaire  de  la  droite  qui  passe  parles 

y"    y' 

points  dont  les  coordonnées  sont  x',  y'  et  x",  y"  est  -/ ^  et  l'cqua- 

y"    y' 

tion  de  cette  droite  est  y  —  y'  = ^  (œ  —  x')  :  en  d'autres 


y"  —  y  -,  ^  y'^'  —  f^' 


termes  •  ^„  _  ^,  x  h-     ^//  _  ^/     est  la  seule  fonction  de  la  forme 

ax  -h  b  qui  prenne  pour  x  =  x'  et  x  =  x"  les  valeurs  y',  y". 

Après  cette  digression,  revenons  à  l'étude  des  fonctions,  non  plus, 
en  ce  moment,  pour  développer  des  notions  générales,  mais  bien 
pour  étudier  des  fonctions  particulières  de  forme  donnée. 


II.  —  POLYNOMES   EN   X.  FONCTIONS  a\  log  x,  x" 


173.  —  Remarquons  d'abord  que  l'on  peut  toujours  ramener 
l'étude  d'une  fonction  f[x),  aux  environs  d'une  valeur  aî^  qui  fait 
partie  d'un  intervalle  où  la  fonction  est  définie,  au  cas  où  cette 
valeur  est  nulle  ;  il  suffira  pour  cela  de  poser  x  =  x^  -\~  h,  de 
regarder  h  comme  la  variable  et  d'étudier  la  fonction  fi^x^  -f-  h) 
pour  les  petites  valeurs  de  cette  variable.  Je  vais  rappeler  rapide- 
ment les  résultats  que  cette  méthode  fournit  quand  on  l'applique 
aux  polynômes  en  x  et  aux  fonctions  rationnelles  ;  la  continuité  de 
ces  fonctions  a  été  établie  au  n^  170  ;  on  va  retrouver  cette  pro- 
priété et  quelques  autres. 

Quant  il  s'agit  d'étudier  un  polynôme  en  x  pour  les  petites  va- 
leurs de  X,  il  convient  d'écrire  ce  polynôme  ordonné  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  la  variable  sous  une  forme  telle  que 

Ag  -h  Aj.r  +  A^x^  +  ...  -i-  A„x''; 

chaque  terme,  en  effet,  pour  les  petites  valeurs  de  x,  est  petit  par 
rapport  à  celui  qui  le  précède,  en  sorte  que  pour  de  telles  valeurs, 
on  obtient  des  expressions  de  plus  en  plus  approchées  pour  la  va- 
leur du  polynôme  en  prenant  un,  deux,  trois,  ...  termes;  c'est 
d'ailleurs  ce  que  l'on  va  préciser  tout  à  l'heure.  Observons  encore 
que,  si  l'on  suppose  |  £c  |  <  i,  la  valeur  absolue  du  polynôme  sera 
inférieure  ou  au  plus  égale  à  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ses 
coefficients. 
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Supposons  d'abord  que  le  polynôme  s'annule  pour  x  :=  o,  c'csl- 
à-dirc  qu'il  manque  au  commencement  cerlains  coeiricicnts  ;  on 
l'écrira,  en  supposant  que  le  premier  terme  qui  ne  manque  pas  soil 
du  degré  p  ^n, 

A/r?'  +  A„  +  iXi'  +  '  +  ...+  A,,;/;". 

Si  l'on  désigne  par  x'  la  valeur  absolue  de  x  et  par  S  la  somme 
des  valeurs  absolues  de  A;,,  Aj„  ^  i,  . . . ,  A„,  et  si  Ton  suppose  x'  ■<  i , 
la  valeur  absolue  du  polynôme  sera  au  plus  égale  à  S.r''',  et  celle 

valeur  absolue  sera  moindre  que  s  si  l'on  suppose  oc'  <C.\/ ^',  la  con- 
tinuité du  polynôme  pour  jj  =:;  o  est  évidente.  On  peut  d'ailleurs 
écrire  le  polynôme  sous  la  forme  A^,x''  [i  -H  ©(-^O]'  ^"^  posant 

o{x)  =  %+_^  X  +  ^^  x'  +  -  +  r^  ^''-''  ; 

(d(x)  est  encore  un  polynôme  qui  s'annule  pour  x  =  o  ;  pour  les 
valeurs  de  x  moindres  en  valeur  absolue  qu'une  limite  que  l'on 
vient  d'apprendre  à  fixer,  le  polynôme  resle  moindre  que  i  en  va- 
leur absolue,  et  par  conséquent  le  polynôme  proposé  A^5C'j[i  +©(«;)] 
ne  s'annule  que  pour  la  seule  valeur  jî  ==  o  ;  pour  les  autres,  va- 
leurs de  X,  moindres  toutefois,  en  valeur  absolue,  que  la  limite 
dont  on  vient  de  parler,  le  polynôme  est  du  signe  de  son  premier 
terme  A^^a:;''  ;  lorsque  p  est  impair,  il  est,  pour  x  =  o,  croissant 
ou  décroissant  suivant  que  A^;  est  positif  ou  négatif;  lorsque  p  est 
pair,  le  polynôme,  pour  x  =  o,  est  plus  petit  que  pour  les  valeurs 
voisines  de  x,  positives  ou  négatives,  si  A^,  est  positif,  plus  grand 
au  contraire  si  A^,  est  négatif;  dans  le  premier  cas  on  dit  que, 
pour  X  =  o,  il  passe  par  un  minimum,  dans  le  second,  par  un 
maximum.  Ces  résultats  s'appliquent  immédiatement  à  un  poly- 
nôme dans  lequel  le  premier  coefficient  Aq  n'est  pas  nul,  puisqu'on 
peut  alors  l'écrire  Aq  -+-  ^{x),  '\i{x)  étant  un  polynôme  qui  s'an- 
nule pour  X  =  o  ;  le  polynôme  Ap  -+-  ^{x)  est  égal  à  A^  pour 
X  =o  ;  pour  des  valeurs  de  x  suffisamment  voisines  de  o,  il  est 
très  voisin  de  Ag  et  ne  peut  être  mil  ;  enfin  le  premier  terme  de 
^(x)  qui  n'est  pas  nul,  permet  de  reconnaître  si  le  polynôme 
AoH-^|^(£c)  est  croissant  pour  x  =  o,  ou  décroissant,  s'il  passe 
par  un  minimum  ou  un  maximum.  On  voit  qu'un  polynôme  dont 
tous  les  coefficients  ne  sont  pas  nuls,  ne  peut  s'annuler  pour  les 
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petites  valeurs  de  x,  sauf  pour  a?  =  o,  quand  son  premier  terme 
manque,  qu'un  polynôme,  dont  tous  les  coefficients  ne  sont  pas 
nuls,  ne  peut  s'annuler  pour  une  suite  de  valeurs  distinctes  de  x 
qui  auraient  o  pour  limite,  et,  puisque  la  différence  de  deux  poly- 
nômes est  un  polynôme,  que  deux  polynômes  ne  peuvent  prendre 
des  valeurs  égales  pour  une  telle  suite  de  valeurs  de  x,  sans  être 
identiques  terme  à  terme. 

Il  importe  de  remarquer  que  ces  diverses  propriétés  ne  s'appli- 
quent pas  aux  seuls  polynômes.  En  effet,  l'hypothèse  que  le  dernier 
coefficient  An  est  une  constante  n'intervient  à  peu  près  pas,  et  les 
conclusions  précédentes  à  peine  modifiées  s'appliquent  aux  fonc- 
tions/(a;)  qui,  en  désignant  par  a  un  nomhre  positif  que  l'on  sup- 
posera sans  inconvénient  inférieur  à  i,  peuvent,  pour  l'ensemble 
des  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  ( —  a,  a)  être  mises  sous 
la  forme 

Jix)  =  Ao  +  Aïo-  4-  ...  +  An_i.r"--i  -}-  A^a"' 

où  Aq,  Al,  ...,  A„_i  sont  des  constantes  et  où  An  est  une  fonction 
de  X  dont  on  sait  seulement  qu'elle  est  bornée  dans  l'intervalle 
( — -  a,  a).  On  ne  considérera  que  des  valeurs  de  x  qui  appartien- 
nent à  cet  intervalle  ;  on  regardera  S  comme  la  somme  des  valeurs 
absolues  de  Aq,  Aj,  ...,  A„_i  et  de  la  borne  supérieure  des  valeurs 
absolues  de  An  dans  l'intervalle  ( —  a,  a),  et  les  raisonnements  pré- 
cédents conduiront  aux  conclusions  que  voici  : 

La  fonction  /'(o?)  est  continue  pour  a?  =  o.  Si  l'un  des  coefficients 
constants  Aq,  A,,  ...,  A„_i  n'est  pas  nul,  cette  fonction  ne  peut 
s'annuler  pour  un  ensemble  de  valeurs  de  x  admettant  o  pour  point 
d'accumulation.  Si  l'un  des  coefficients  constants  Aj,  Aj, ...,  A„_i 
n'est  pas  nul,  le  premier  de  ces  coefficients  qui  n'est  pas  nul  per- 
mettra de  reconnaître  si,  pour  x  =  o,  la  fonction /(a;)  est  crois- 
sante ou  décroissante,  ou  si  elle  admet  un  minimum  ou  un 
maximum.  Le  nombre  naturel  n  étant  donné,  une  fonction  donnée 
de  X  ne  peut  être  mise  que  d'une  seule  façon  sous  la  forme  précé- 
dente, c'est-à-dire  que,  si  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de£c  appar- 
tenant à  l'intervalle  ( —  a,  a) 

Ao4- A^.T  4-. .  .-h  An_  la;"-  '  +  A„a^«=Bo-hBi.-c-i- . .  .H-  Bn_  i^;"  "  *-h  B^a^", 
Bo,  Bi,  ...,  Bn_i  étant  constants  comme  Ao,  Ai,  ...,  An.i,  Bn étant 
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eonime  A„  une  fonction  de  x  bornée  dans  l'inlcrvallc  ( —  a,  a),  on 
a  nécessairement 

A,  =:Bo,  A,  =  B,,  ...,  A„_i  =  B„_, 

et  B„  est  la  môme  fonction  de  x  que  A,,. 

Enfin  ce  que  l'on  a  dit  des  polynômes  s'applique  encore  à  ces 
fonctions  ;  les  polynômes 

Ao,        Aq  +  Kyx,        Aq  -i-  Kyx  +  A,.r2,  ... 

fournissent,  pour  les  petites  valeurs  de  x,  des  valeurs  approchées  de 
f  {x)  :  si  l'on  prend,  par  exemple,  la  dernière,  l'erreur  commise  en  la 
prenant  pour  /(jî)  sera  moindre  que  SV^  en  désignant  par  S'  la 
'somme  des  valeurs  absolues  de  A,,  A,,  ...  A„_i  et  de  la  borne  su- 
périeure des  valeurs  absolues  de  A„  ;  cette  erreur  sera  très  petite 
si  X  est  très  petit  en  valeur  absolue  ;  si  le  dernier  terme  conservé 
AgJî"  n'est  pas  nul,  elle  sera  infiniment  petite  par  rapport  à  lui, 

,    V    •  ■>  t  S'.t;^         S' 

c  est-a-dire  que  la  limite  pour  x=:  o  du  rapport-  t— ^  =  v" -^  ^^^^ 

nulle.  . 

Quand  x  est  très  grand  en  valeur  absolue,  il  convient  d'ordonner 
le  polynôme  que  l'on  étudie  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  la  variable  et  de  l'écrire 

aga?"  +  «i.r"-^  +  ....-!-«„: 

ce  sont  alors  les  premiers  termes  qui  importent  ;  en  négligeant  les 
termes  qui  les  suivent  l'erreur  relative  que  l'on  commet  est  très 
petite.  Ce  polynôme  peut  s'écrire  aussi 

A„x"  [I  -1-  o  (;)] 

en  posant  ~  =  -,  et  en  désignant  par  '^  [:)  un  polynôme  en  z  qui 
s'annule  pour  r  =  o;  û  x  est  très  grand  en  valeur  absolue,  z  est 
très  petit  en  valeur  absolue  ;  alors  çî  [z]  est  très  petit  en  valeur  ab- 
solue :  on  reconnaît  aisément  que  lorsque  x  est  très  grand  en 
valeur  absolue,  un  polynôme  est  du  signe  de  son  premier  terme 
.  et  que  sa  valeur  absolue  grandit  indéfiniment  quand  la  valeur 
absolue  de  .k  grandit  indéfiniment.  Il  est   clair  que  ces  dernières 
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conclusions  s'appliquent  à  toutes  les  fonctions  qui  peuvent  être 
mises  sous  la  forme 

«o^T"  -H  Oia-"-^  -h  ...  H-  «„. 

pourvu  que  le  premier  coefficient  a^  soit  une  constante  non  nulle 
et  que  ai,  a^,  ...,  a„  soient  des  fonctions  de œ  qui  restent,  en  valeur 
absolue,  moindres  que  des  nombres  positifs  fixes,  quand  x  est 
très  grand  en  valeur  absolue. 

Le  fait  qu'un  polynôme  ne  peut  être  nul  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  sans  être  identiquement  nul,  que  deux  polynômes  ne  peuvent 
prendre  les  mêmes  valeurs  pour  toutes  les  valeurs  de  x  sans  être 
identiques,  apparaît  aussi  bien  sur  les  grandes  valeurs  de  x  que 
sur  les  petites.  Cette  propriété  des  polynômes  à  une  variable  s'étend 
sans  difficulté,  par  voie  d'induction,  aux  polynômes  à  deux, 
trois,  ...variables.  Un  polynôme  à  n  variables,  dans  lequel  on  a 
réduit  entre  eux  les  termes  semblables,  ne  peut  être  nul  pour  toutes 
les  valeurs  de  ces  variables  sans  que  tous  ses  coefficients  soient 
nuls. 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  étudier  un  polynôme 

f{x)  =  Ao  -+-  AjCC  +  ....   -+-  AnX» 

aux  environs  d'une  valeur  donnée  x^  de  la  variable  ;  on  posera 
comme  on  l'a  expliqué,  x  =  x^  -^  h,  et  l'on  étudiera,  pour  les  va- 
leurs de  la  variable  voisines  de  o,  la  fonction  de  h, 

f[x,  -+-  h)  =  Ao  -+-  A,  (x,  -+-  h)  4-  Aj  (x,  4-  /O'  -H  ...  +  A„  (x^  H-  h)"; 

cette  fonction  est  un  polynôme  en  h  que  l'on  ordonnera  suivant  les 
puissances  croissantes  de  h 

/(ce,  + /i)  =  P„  +  l\/i  +  P,/i^  +  ..., 

et  l'on  appliquera  à  ce  polynôme  en  h  les  conclusions  précédentes  ; 
elles  impliquent  la  continuité  du  polynomepour  x  =^  Xq  et  donnent 
le  moyen  de  reconnaître  si  la  fonction /(ce)  est  croissante  ou  dé- 
croissante pour  X  =  Xo,  si  elle  passe  par  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum, suivant  la  parité  et  le  signe  du  premier  terme  (autre  que 
Po)  qui  n'est  pas  nul. 
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Les  expressions 

Po.  Po   +  P.  (x  -  «•„).  Po  4-  P,  (,r  -  X,)  +  P,  (:r,  -  x,)\  ... 

sont  des  expressions  approchées  de  /(•*")  pour  les  valeurs  de  x 
voisines  de  Xq. 

Si  la  fonction  f{x)  s'annule  pour  x  =  Xq,  c'est  que  Po  est  nul  ; 
supposons  que  les  coefficients  P^,  P,,  ..  P,._i  soient  nuls  et  que 
Pr  soit  difl'érent  de  o.  (Le  dernier  coefficient  P„,  qui  est  égal 
à  A„,  ne  peut  être  nul).  On  aura  alors 

f{x,   -4-   h)  =  P./f  -{-Pr  +  i  h'-+  '   -h    ...-h   P„/l" 

=  A-  [P,  +  p,  +  l/l  +  ...  +  p„/l"-'-], 

f(x)  =^{X-  X,Y  [Pr  -+-  P.  +  1  Ct  —  X,)  +...-!-.  Pnix  —  X,)"-^]  ; 

on  dit  alors  que  x^  est  une  racine  d'ordre  de  multiplicité  r  ;  c'est 
une  racine  simple,  si  /•  est  égal  à  i  ;  f[x)  est  divisible  par  (x  —  Xf,y, 
sans  être  divisible  par  (a; —  x^y^^,  et  cette  propriété  caractérise 
évidemment  les  racines  d'ordre  de  multiplicité  égal  à  /'  ;  le  quo- 
tient est  un  polynôme  en  x  d'ordre  n  —  /',  qui,  sauf  a;„,  admet  les 
mêmes  racines  que /(a?),  au  môme  degré  de  multiplicité,  comme 
on  le  voit  de  suite.  De  là  résulte  immédiatement  la  proposition 
suivante  :  Si  le  polynôme  f{x),  de  degré  n,  admet  les  racines 
distinctes  a,  h,  ...,  /avec  les  degrés  de  multiplicité  a,  jj,  ...,  ).  et 
n'admet  pas  d'autres  racines,  on  peut  le  mettre  sous  la  forme 

J{x)  ={x  —  «)*  [x  —  bf...  (x  —  ly  o  (x), 

(p  (x)  étant  un  polynôme  de  degré  n  —  a  —  p  —  ...  —  ).,  qui  ne 
s'annule  pour  aucune  valeur  de  x,  et  se  réduit  à  une  constante,  si 
l'on  aa  -1-  p  H-  ...  -+-  X  =  n.  La  somme  des  ordres  de  multipli- 
cité, et  par  suite,  le  nombre  des  racines  distinctes  def{x)  ne  peut 
dépasser  n. 

En  supposant  toujours 

f{x)  =  Aq  -h  k^x  4-  A.,a-2  _!-...  +  A„a-". 
reprenons  l'identité 

f{x  -^h)=P,-+-  PJi  +  P,/i-^  -f-  ...  ^  P„/i". 

(où  j'écris  maintenant  ce  à  la  place  de  a7„)  ;  le  second  membre  est 
ordonné  suivant  les  puissances  de  h  ;  les  coefficients  Pq,  P,,  V>,  ... 
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de  ce  polynôme  en  h  sont  des  polynômes  en  x.  Les  raisonnements 
'  précédents  montrent  l'importance  des  premiers  de  ces  coefficients 
pour  l'étude  du  polynôme  dans  le  voisinage  d'une  valeur  donnée 
de  X.  Le  premier  coefficient  Pq  est  évidemment  égal  kf(x).  comme 
on  le  voit  en  faisant  h  =  o  dans  l'identité  précédente,  ou  en  com- 
mençant à  développer  l'expression 

Ap  +  A,  (x  +  h)  4-  Aj  (a?  +  /i)2  -h  ...  H-  A„  (x  -h  hy  ; 

le  même  calcul  montre  de  suite  que  les  coefficients  de  h  est 

Pj  =  Al  +  aAg.T  +  3A3CP"  H-  ...  -h  7iA„a;"— '  ; 

ce  polynôme,  de  degré  n  —  i,  se  déduit  du  polynôme /(a?)  ou 
Pq  par  une  règle  très  facile  à  retenir  et  joue  un  rôle  considérable  ; 
on  lui  donne  le  nom  de  dérivée  du  polynôme  f{x)  :  c'est  une 
notion  qu'on  retrouvera  plus  tard  par  une  autre  voie  :  on  repré- 
sente habituellement  ce  polynôme  par  /'  {x) .  Il  a  lui-même  une 
dérivée  que  l'on  représente  par/"  (ce),  et  qui  est 

f"{x)=  1.2A2  H-  2.3.  Ajo;  H-  ....  +  (n—  i)  /iA„a;»-2  ; 

/'"  [x)  s'appelle  aussi  la  dérivée  seconde  def{x)  ;  la  dérivée  de/"  (x) 
ou  la  dérivée  troisième  def{x)  est 

f"(x)  =  1.2. 3 A3  H-  2.3.4AiX-H  ...-+-  (n— 2)(a  — i)/îA„a;"-3; 

la  dérivée  p"  def{x),  {p  ^  n)  est 

fP(x)=1.2  ...J5A^  ■+-  2.3  ...(p  4-  i)A^,+  i  X  -i- ... 
+  (n — p-i-i)  {n  — /)  +  2)  ...  nknX'^-P  ; 

la  dérivée  n",  ou  /t")(a3).  se  réduit  à  la  constante  1.2. 3.  ...  nA„. 
Chacun  des  polynômes  f{x),f'  (x),  ...,  f^"^  {x)  se  déduit  du  pré- 
cédent par  la  même  règle  ('). 

L'expression  même  des  dérivées  montre  que  l'on  a 

A  =_/!lM_, 
^      1.  2  ...  p 

(1)  Il  est  commode  de  regarder  les  dérivées  suivantes  /^"  "*"  ^>  (x),  /' "  "'"  ^'  (a-), .  . 
comme  identiquement  nulles. 
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en  désignant  par/*'')  (o),  ce  quo  dcvionl/(^>(.7;)  quand  on  y  rem- 
place X  par  o,  et  conduit  à  la  formule  suivante 

/l^)=/(o)+f  Ao)  + •••  +  77^^'Mo)+ •••  +  777^/''' (o)- 

La  formule  fondamentale 

(i)/(«  +  :r)=./(rO  +  f/'(a)+...4-^-^^/^'(a)  +  ...+:^-^ 

où  a  est  un  nombre  quelconque,  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  qui 
précède.  Il  suffît,  pour  s'en  rendre  compte,  de  remarquer  que  les 
dérivées  successives  du  polynôme  (en  £c)y*(a  +  œ),  s'obtiennent 
en  remplaçant  x  par  a  -H  x  dans  les  dérivées/'  (.x),  f" {x),  ...  du 
polynôme /(aj).  Or  cela  résulte  de  ce  que,  si  dans  l'idenlilé 

f[x^h)  =  V,  {x)  +  P^  {x)  /*  +  ...+  P,  (.r)  h\ 

on  remplace  x  par  a  -t-  h,  elle  devient 

f(a  +  X  -^h)  =  Po  (a  4-  x)  +  V,  {a -\- x)  h -^  ... -^  P„(a  -4-  x)  li"  ; 

Pj  (a  -h  x)  ou  f  {a  +  œ),  est  le  coefficient  de  h  dans  le  développe- 
ment àef[a  -h  X  -^  h)  suivant  les  puissances  de  h  ;  c'est  la  défini- 
tion même  de  la  dérivée  du  polynôme  /(a  -i-  x);  la  dérivée  du 
polynôme/'  (a  +  x)  est  de  même /'(a  -+-  x),  etc.. 

La  formule (i)  appliquée  au  polynome/(ic)  =  ic",  fournit  la  for- 
mule connue  sous  le  nom  de  formule  du  binôme,  laquelle  inverse- 
ment, quand  on  l'a  démontrée  directement,  permet  d'obtenir  aisé- 
ment la  formule  (i). 

Celle-ci  montre  en  particulier  que  le  polynôme  P,.{x)  n'est  autre 
chose  que  la  dérivée  r^  de /(a?)  divisée  par  le  produit  des  /'  premiers 
nombres  naturels. 

Elle  donne  aussi  l'expression  d'un  polynôme  de  degré  inférieur  ou 
égal  à  nqui  prend,  ainsi  que  ses  n  dérivées,  des  valeurs  données  pour 
une  valeur  donnée  a  de  la  variable.  Si  l'on  veut  que  le  polynôme  soit 
effectivement  du  degré  n,  il  faut  que  la  valeur  donnée  de  la  n"  dé- 
rivée ne  soit  pas  nulle  ;  si  les  valeurs  données  des  dérivées,  à  partir 
de  la  [p  -+-  I)^  étaient  nulles,  le  polynôme  serait  de  degré/). 
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174.  —  La  même  méthode  que  pour  les  polynômes  s'applique 
anx  fractions  rationnelles. 

On  commencera  par  les  étudier  pour  les  valeurs  de  x  voisines 

de  G  ;  soit 

f{x) a^  -\-  a^x  -T-  a^x^  -h  ... 

g  (x)        è(,  H-  b^x  -+-  b^x^  -\-  ... 

une  telle  fonction,  dans  laquelle  le  numérateur  f{x)  et  le  dénomi- 
nateur g'[x)  sont  des  polynômes  en  x.  Supposons  d'abord  que  g[x) 
ne  soit  pas  nul  pour  x  =  o,  c^est-à-dire  que  b^  ne  soit  pas  nul  ;  on 
pourra,  comme  on  l'a  expliqué  plus  haut,  fixer  un  intervalle 
( —  '/],  vj)  clans  lequel  on  ait  |  </  (x)  >■  (  6(,  (  —  s,  s  étant  un  nombre 
positif  donné  à  l'avance;  dans  l'intervalle,  la  fraction  sera  bornée. 
Csci  posé,  les  règles  de  la  division  algébrique  {)ermetlent  de  la 
mettre  sous  la  forme 

Cq  —H  c^x  ~-\~  c^x    — t—  ...  C/^x  , 

en  désignant  par  Cq,  Ci,  c.^,  .  ,  Cn—i  des  constantes,  et  par  c„  une 
fraction  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  poly- 
nômes ;  le  dénominateur  est  g  Çx)  :  la  fraction  c,i  est  donc  bornée 
dans  l'intervalle  ( —  yj,  Tj)  ;  dès  lors  les  conclusions  du  numéro  pré- 
cédent s'appliquent  :  on  voit  que  la  fraction  rationnelle  est  continue 
pour  aj  =:  o,  et  l'on  sait  reconnaître,  pour  cette  valeur,  si  elle  est 
croissante  ou  décroissante,  si  elle  admet  un  minimum  ou  un 
maximum.  Les  expressions 

^  .      _l  ,  .2 

Cq   y      ,  6q      p"  CjX,  Cq    —f-  C ^X      |—  O^X  y    ... 

sont,  pour  les  petites  valeurs  de  x,  des  expressions  approchées  de  la 
fraction  rationnelle.  Il  n'est  pas  inutile,  pour  le  calcul  de  ces  ex- 
pressions, d'observer  que,  si  l'on  veut  obtenir  l'une  d'elles,  où  x  ne 
figure  pas  à  un  degré  supérieur  k  p,  on  peut,  avant  de  faire  la  di- 
vision, négliger  au  dividende  et  au  diviseur,  les  termes  de  degré 
supérieur  h.  p,  qui  n'interviennent  pas  dans  la  partie  du  quotient  que 
l'on  veut  avoir. 

Supposons  maintenant  que  6q  soit  nul,  et  que  Cq  soit  différent 
de  o  ;  on  pourra  mettre  g[x)  sous  la  forme  x^'ài^x),  en  désignant 
par  '1  {x)  un  polynôme  qui  ne  s'annule  pas  pour  a?  =  o,  et  mettre 
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f  (  A 

la  fraction  tt-t  sous  la  forme 

iM  =  A„  +  A..r  +  ...  -4-  A.r'-  -}-...+  A„a;'» 

en  désignant  par  n  \n\  entier  dont  je  suppose  seulement  qu'il  soit 
supérieur  à  /',  par  Ao,  ...,  A„_i  des  constantes  dont  la  première 
n'est  pas  nulle,  et  par  A„  une  fraction  dont  le  dénominateur  est 
'h{x),  qui,  par  conséquent  est  bornée  dans  un  intervalle  con- 
venablement choisi  ( —  r,,  r,)  :  on  en  déduira 


g  [x)        x'- 
la  première  partie 

A 


-H   A,   -I-    ...    -1-   AnX"  —  ' 


I 


est  un  polynôme  en  -  qui,  pour  les  petites  valeurs  de  [  .r  |,  c'est-à- 


dire  pour  les  grandes  valeurs  de 


est  une  expression  appro- 


chée de  la  fonction  donnée  ;  celle-ci  est  très  grande,  en  valeur  abso- 
lue, pour  les  petites  valeurs  de  |  -f  |  ;  elle  est  du  signe  de  son  premier 

terme  -,?  • 

x' 

On  dit  qu'elle  est  infinie  pour  x  ^=  o.  Si  r  est  pair,  son  signe  est 
le  même  que  celui  de  A^  ;  on  dit  qu'elle  passe  par  -t-  >d  ,  ou  par  —  2c  , 
suivant  que  A^  est  positif  ou  négatif.  Si  7'  est  impair,  on  dit,  sui- 
vant que  A,-  est  positif  ou  négatif,  et  en  supposant  que  x  croisse  en 
passant  par  o,  que  la  fonction  passe  de  —  00  à  -+-  00  ,  ou  de  -1-  co 
à  — oc  . 

Il  importe  de  remarquer  le  rôle  que  joue  le  polynôme  en  - 

-)=A„--f-A,^^,-+-...-^A._,- 

(où  l'on  n'a  pas  fait  figurer  de  terme  constant)  ;  c'est,  en  quelque 
sorte  la  partie  de  la  fraction  qui  devient  infinie  pour  Jc  =  o  ;  la 
différence 
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admet  une  limite  finie  pour  x  =i  o,  et  peut,  en  lui  attribuant  cette 
valeur  limite  pour  vraie  valeur,  être  regardée  comme  continue 
pour  X  =  o,  comme  bornée  dans  un  petit  intervalle  dont  o  fait 
partie.  D'après  les  propositions  concernant  les  polynômes,  que  l'on 

a  établies  plus  haut,  S  i-\  est  le  seul  polynôme  en  -,  s'annulant 

quand  on  remplace  ~  par  o,  qui  jouisse  de  cette  propriété. 

Si  enfin /(ce)  et  g(x)  s'annulent  pour  x  =  o,  on  mettra  ces  deux 
polynômes  sous  les  formes 

f[x)  =  xi(f{x),        g(^x)  =^  x^'\i[x), 

(^{x)  et  '\i{x]  ne  s'annulant  plus  pour  x  =:  o,  et  l'on  aura 

f(x)  xi  o  (x) 

g(x)  ~~  x'''i^{x)' 

Si  l'on  a  ^  ^  r,  on  voit  que  la  fraction  pourra,  pour  les  valeurs 
de  X  voisines  de  o,  se  mettre  sous  la  forme 

g{x) 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  n'a  plus  de  sens  pour  x  ==:  o; 
il  est  naturel  de  lui  attribuer,  môme  pour  cette  valeur,  le  sens  du 
second  membre  :  c'est  ce  qu'on  appelle  la  vraie  valeur  de  la  frac- 
tion ;  elle  est  o  si  ^  est  plus  grand  que  /",  elle  est  égale  à  Bq,  c'est- 
à-dire  au  rapport  des  premiers  coefficients  de  9 (a?)  et  de  ^{x),  si  q 
est  égal  à  r.  En  adoptant  cette  convention,  on  voit  que  la  fraction 
est  continue  pour  x  =  o  ;  on  sait  d'ailleurs  reconnaître  si  elle  est 
croissante  ou  décroissante. 

Si  l'on  a  q  <C  r,  on  mettra  la  fraction  sous  la  forme 

fi^)^    B  B,  ,    B,._,,4.i    , 

g[x)        ,T''-ï        .T''  — «  +  »  -1-  ••  -t-         ^         -t-  •.., 

et  l'on  aura  encore,  au  com.mencement  du  second  membre^  un 

I  I 

polynôme  en  -,  s'annulant  quand  on  y  remplace  -  par  o,  et  tel  que 

la  différence  entre  la  fraction  et  ce  polynôme,  puisse  être  regardée 
comme  une  fonction  continue  de  x,  pour  x  =  o. 
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Il  convient  de  remarquer  que  ccUo  mélhode,  qui  permel,  (Vc'lii- 
dier  une  fraction  rationnelle  pour  les  petites  valeurs  de  x,  s'applique 
au  quotient  de  deux  fonctions  /(./'),  ^(.x")  susceptibles,  pour  les 
valeurs  de  x  voisines  de  o,  d'être  mises  sous  une  forme  pareille  à 
celle  d'un  polynôme,  où,  toutefois,  le  coeflicient  de  la  plus  haute 
puissance  de  x,  au  lieu  d'être  une  constante,  est  une  fonction  de  .r 
bornée  dans  un  intervalle  tel  que  ( —  r^,  yj).  Pour  obtenir  les 
expressions  approchées,  on  procéderait  comme  dans  le  cas  des 
polynômes,  en  négligeant  les  termes  qui  ne  doivent  pas  intervenir 
dans  la  formation  du  quotient  partiel  dont  on  a  besoin. 

II  suffit,  pour  reconnaître  comment  une  fonction  rationnelle  se 

comporte  pour  les  grandes  valeurs  de  ce,  de  poser  £ç  =  j  ;  ou  est 

alors  ramené  à  l'étude  d'une  fonction  rationnelle  de  z  pour  les 
petites  valeurs  de  z.  On  voit  de  suite  que  si  le  numérateur  de  la 
fraction  proposée  est  de  degré  inférieur  ou  égal  au  dénominateur, 
la  fraction  a  une  vraie  valeur  pour  ~  =  o,  ou  pour  x  =  zhcc  ,  et 
que,  si  le  degré  du  numérateur  l'emporte  sur  le  degré  du  dénomina- 

f(x)  .        * 

teur,  il  existe  un  polynôme  T(x)  tel  que'^^  —  $  (a;)  puisse  être 

regardé  comme  une  fonction  continue  de  z  pour  ~  =  o  :  Ce  poly- 
nôme, qui  est  en  quelque  sorte  la  partie  de  la  fraction  qui  devient 
infinie  avec  x,  peut  être  obtenu  par  la  division  du  polynôme  /  (a?) 
par  le  polynôme  g{x),  les  deux  polynômes  étant  ordonnés  suivant 
lespu'ssances  décroissantes  dex. 

Enfin,  si  on  veut  étudier  la  fraction  pour  les  valeurs  de  x  voi- 
sines de  Xq,  on  posera  a?  =  cCo  H-  h,  et  l'on  sera  ramené  à  étudier, 
pour  les  petites  valeurs  de  h  la  fraction 

•      •  f(x,  -4-  h)  ^  P„  +  P,A -f- P./f^  +  ... , 

</G''o  +  /')      Qo  -+-  Qi/t  +  Q2'*'  +  ... ' 

que  l'on  traitera  comme  il  a  été  expliqué.  La  continuité  est  évi- 
dente, si  Xf^  n'est  pas  une  racine  du  dénominateur.  Si  x^  est  une 
racine  de  (/ (ii;) ,  la  fraction  aura  une  vraie  valeur,  au  sens  précé- 
demment expliqué,  dans  le  cas  où  x^  est  aussi  racine  def{x)  avec 
un  degré  de  multiplicité  égal  ou  supérieur.  Dans  le  cas  où  Xq  est 
d'un  ordre  de  multiplicité  plus  grand  pour  g{x)  que  pour  f{x),  la 
fraction  est  infinie  pour  x  =  Xq,  et  l'on  peut  retrancher  du  second 
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membre  un  polynôme  en  j  (sans  terme  indépendant  de  j-j,  ou  plu- 
tôt de  la  fraction  un  polynôme  en  (  ),  ^o  ( )»  telle  que 

\X  Xq^  \X  Xq/ 


la  différence 


g[x)         "V-r  — a-. 


puisse  être  regardée  comme  une  fonction  continue  pour  x  =  x^; 
^o( — ~ —  )  6st  la  partie  de  la  fraction  qui  devient  infinie  pour 

\X  Xq/ 

fi(x] 
Cette  différence  est  une  fraction  rationnelle  ^-^-r-\ ,  dans  laquelle 

g^{x)'     ^  H 

le  dénominateur  ^j(a?)  n'est  autre  chose  que  le  quotient  de^(a;) 
par  (x  —  £Co)*"'  6n  désignant  par  a^  le  degré  de  multiplicité  de  la 
racine  x^  du  polynôme  g  [x)  ;  On  peut  appliquer  le  même  mode  de 
raisonnement  à  cette  fonction  rationnelle,  et  l'on  parvient  ainsi  à 
cette  conclusion. 

Si  l'on  a,  en  désignant  par  4  une  constante  et  par  «(,,«1, ...,  a„_i 
des  entiers  naturels, 

g(x)  =  X(x  —  XqY»  (x  —  a-J^i  ...  [x  —  a'„_i)"^"-i 


on 


pourra  mettre  la  fraction  -^-M  sous  la  forme 

'^  =  $,  (-^^-)  +  $,  I '—]  +  ...  +  ^„_i  ( 

x)  ^  \x  —  Tq/  '  \x  —  a-j/  \ 


Si{z)  désigne  en  général  un  polynôme  en  ~,  sans  terme  indépendant 
de  z,  de  degré  inférieur  ou  égal  à  a;  :  ce  polynôme  n'existe  pas 
si  Xi  est  une  racine  def[x)  d'un  ordre  de  multiplicité  égal  ou  su- 
périeur à  a.i  ;  si  Xi  est  une  racine  d'ordre  de  multiplicité  |3i  inférieur 
à  a.i,  $i{z)  est  de  degré  a;  —  /3;.  Si,  comme  on  peut  toujours  le 
supposer,  Xi  n'est  pas  racine  de/(j;),  $;(-)  est  de  degré  ai  ;  enfin  ^(x) 
est  un  polynôme  en  x,  qui  n'existe  que  dans  le  cas  où  le  degré 
de  g[x)  n'est  pas  supérieur  à  celui  de  f{x),  qui  peut  s'obtenir  en 
faisant  la  division  de  f{x)  et  de  g  {x} ,  ordonnés  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  x,  et  en  ne  gardant  que  la  partie  entière. 
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L'expression  $■(    )  est  la  partie  de  la  fraction  proposée  qui 

devient  infinie  quand  x  s'approche  de  X;.  (£{:/:)  est  la  partie  de  la 
fraction  qui  devient  infinie,  ou  qui  reste  constante,  quand  x  devient 

f(x) 
infini,  ■^{x)  s'appelle  aussi  la  partie  entière  de  la  fraction '—-7  • 

Chacun  des  polynômes  :i'i(c),  'I{x)  est  entièrement  déterminé 
ciuand  on  se  donne  la  fraction-'-—:  ;  en  d'autres  termes,  celle-ci  ne 

peut  se  mettre  que  d'une  seule  façon  sous  la  forme  (i). 

Les  résultats  qui  précèdent  conduisent  de  la  façon  la  plus  simple, 
à  la  solution  d'un  problème  important. 

Soient  «1,  a.2,  ...,  a,,,  p  nombres  distincts  donnés  ;  à  chacun  de 
ces  nombres  «i  correspond  un  nombre  naturel  a;  également  donné  : 
On  propose  de  trouver  un  polynôme  de  degré  inférieur  à 
a^  -h  «2  -h  ...  -l-  7.p,  tel  que  les  valeurs  de  ce  polynôme  et  de 
ses  cCi  —  I  premières  dérivées  pour  x  =  a;  soient  des  nombres 
donnés  {i  =  i,  2,  ...,p).  Dans  le  cas  où  a;  serait  égal  à  i,  il  fau- 
drait entendre  que  la  valeur  du  polynôme  pour  x  ^=  ai  est 
donnée,  mais  non  celle  de  ses  dérivées. 

Soit/(j:)  le  polynôme  cherché  et  considérons  la  fraction  ration- 
nelle 

m 

[x  —  «1)^1  (.r  —  a,y^  ...   [x  —  fl^j^"  ' 

on  peut,  comme  on  vient  de  l'expliquer,  mettre  cette  fraction  sous 
la  forme  d'une  somme  de  fractions  simples  ;  il  n'y  aura  pas  de 
partie  entière,  puisque  le  numérateur  est  de  degré  inférieur  au  dé- 
nominateur ;  considérons  par  exemple  la  partie  du  développement 
qui  correspond  à  la  racine  ai  de  ce  dénominateur,  que  l'on  peut 
écrire  (x  —  a;)^'  g{x),  en  désignant  par  ^(x)  le  produit  des  facteurs 
autres  que  {x  —  ai)^'  ;  pour  obtenir  la  partie  cherchée  du  déve- 
loppement, on  posera,  d'après  la  règle  précédente  x  =  a,  -h  ~  et 
l'on  devra  effectuer  la  division  de  /(a;  +  z)  par  g  [ai  +  r),  en  or- 
donnant par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  z,  et  en  s'arrè- 
tant,  dans  le  quotient,  au  terme  en  c^'~';  le  polynôme  g{x) 
ou  g[ai  -+-  z)  est  entièrement  connu,  par  les  données;  quant  au 
polynôme 
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on  n'a  besoin,  pour  faire  la  division,  que  d'en  connaître  les  ai  pre- 
miers coefficients  ;  or  c'est  précisément  ces  a;  premiers  coefficients 
que  les  données  font  connaître  ;  donc  la  division  fera  connaître  la  partie 

^i  ( )  de  la  fraction  rationnelle  qui  correspond  à  la  racine  ai  et 

l'on  voit  que  le  polynôme /(«)  sera  le  produit  de 

(a;  —  aj^i  (cr  —  fl.)='2  ...  (a- —  fl^,)°'p     • 
par 


Un  cas  particulièrement  simple  et  intéressant  est  celui  où  tous 
les  nombres  74  sont  égaux  à  i  ;  il  s'agit  alors  de  former  un  poly- 
nôme de  degré  inférieur  à  /)  qui  prenne  des  valeurs  données 
Al,  A2,  ...,  Ap  pour  des  valeurs  données  a^,  a^,  ...,  a^,  de  x. 

La  règle  précédente  donne  ici 

„,  .  ^  ^  (x  —  a,)  (x—a,;) ...  (x—a,)  _^  ^  ■  ix  —  a,](x  —  a.,)...(x  —  o,) 
.      (x  —  a,){x  —  ffg  )  . .  ■  (.r  —  a,,^  1) 

et  cette  formule  même  met  bien  en  évidence  la  propriété  du  poly- 
nôme/(jc). 

Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  que  cette  formule  est  équiva- 
lente à  celle-ci 

f(x)  _  fia,)  _i_  _^  /( «,)       i       ^        ,    f{a,) 


où  '>'(flj,  'p'  («a),  •••  sont  les  valeurs  pouric  =  aj,  a^,  ...  de  la  dé- 
rivée d  [x)  du  polynôme 

©(a?)  =  (x  —  aJ  [x  —  02)  '••  {^  —  0.^  '■) 

elle  suppose  seulement  que  les  nombres  a^,  a^,  ...,  aj,  sont  dic- 
tincts  et  que  le  polynôme  f{x)  est  de  degré  inférieur  à  p. 

175.  —  La  fonction  a",  où  a  est  un  nombre  positif  que,  dans  cq 
qui  suit,  je  supposerai  plus  grand  que  i,  est  définie  dans  l'ensemble 
des  valeurs  rationnelles  de  x  (n"  27).  Il  reste  à  la  définir  pour  les 
valeurs  irrationnelles.  Il  convient  d'abord  d'en  établir  les  propriétés 
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SLiivanlcs,  en  ne  considérant  que  ces  valcuis  rationnelles  ponr  les- 
quelles elle  est  définie  :  La  fonction  a'^  est  continue  pour  chaque 
valeur  rationnelle  de  x  :  cette  continuité  doit  être  entendue  au 
sens  du  n"  152,  en  se  rappelant  que  chaque  nomhre  rationnel  est 
un  point  d'accumulation  de  l'ensemble  des  nombres  rationnels  ; 
en  d'autres  termes,  cet  ensemble  est  dense  dans  tout  intervalle. 
Si  . 7;  et  j  sont  des  nondjrcs  rationnels  l'inéyalilé  j;  >  j  entraîne 
l'inégalité  a''  ^  a'J  ;  on  peut  dire,  si  l'on  veut,  que  dans  l'ensemble 
des  nombres  rationnels,  a"  croît  avec  x  (n"  146). 

L'identité 

a^o  +  h  _^^xo^^^x,  ^^h_  ^y 

où  .Cj  et  h  sont  supposés  rationnels,  permet  de  ramener  l'étude  de 
la  fonction  a",  aux  environs  de  x^,  à  cette  même  élude  pour  les 
valeurs  de  h  voisines  de  o. 

Supposons  d'abord  que  h  soit  positif  et  soit  m  un  nombre  natu- 
rel tel  que  l'on  ait  /«  <  ~  ,  on  aura 

-■  "./- 

«''  <  a"'      ou      V  «  ; 

il  est  aisé  de  voir  que  l'on  peut  prendre  m  assez  grand  pour  que 
7/rt  soit  aussi  voisin  de  i  qu'on  le  voudra.  Soit  en  effet 'y/«=  i  +  a, 
en  désignant  par  a  un  nombre  positif  ;  on  en  conclut 

a  =  (i  +  a)"'  >  I  +  wa       ou       iivj,  <  a  —  i  ; 

si  donc  on  veut  que  a  soit  plus  petit  que  le  nombre  positif  s  donné 
à  l'avance,  il  suffit  de  prendre  m  >>  — - —  ;  c'est-à-dire  m  supé- 


a —  I 


rieur  à  la  partie  entière  de 

On  aura  d'ailleurs,  que  h  soit  positif  ou  négatif, 
\  o!"  —  i  I  <  £, 

pourvu  que  l'on  ait  |  ^H  "^  7,î  »  "^  étant  déterminé  comme  on  vient 
de  le  dire  ;  car  si  /i  = —  k  est  négatif,  on  aura 

I  —  a''  = z — •  <<  0''  —  I  <C  £ 


puisque  d'  est  plus  grand  que  i .  Ainsi  il  suffit  de  prendre  h  plus 
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petit,  en  valeur  absolue  que   l'inverse  d'un  entier  supérieur  à  la 

partie  entière  de pour  être  sur  que  1  on  a  |  a  —  i  |  <;  s  ;  c  est 

dire  que  la  fonction  d^  est  continue  pour  x  --=  o,  puisque  i  est 
précisément  la  valeur  de  cette  fonction  pour  x  =  o  :  la  continuité 
de  la  fonction,  pour  une  valeur  rationnelle  quelconque  x^,  résulte 
de  l'identité  qui  a  servi  de  point  de  départ. 

On  voit  même  sur  cette  identité,  que,  comme  on  le  savait  d'après 
le  n"  162,  la  continuité  de  la  fonction  a^  est  uniforme  dans  tout 
intervalle  ( — -  ).,  X)  dont  les  bornes  sont  des  nombres  rationnels  ; 
si  en  effet  x^  et  x^  -h  h  appartiennent  à  cet  intervalle,  comme  on  a 
certainement  «■^o  ^  a^,  on  voit  que  la  différence  entre  a^-o  +  h  et  a^o 

sera  moindre  en  valeur  absolue  que  z,  pourvu  que  l'on  ait  |  /i  |  ■<  — 

et  que  m   soit    un  nombre  naturel  supérieur  à  la  partie  entière 

1    a  —  i 
de  — -s 

Soit  maintenant  X  un  nombre  quelconque,  rationnel  ou  non. 
Soit  (E)  l'ensemble  des  valeurs  de  a"  pour  les  valeurs  rationnelles 
de  X  inférieures  à  X,  (Ej)  l'ensemble  des  valeurs  de  a^  pour  les 
valeurs  rationnelles  de  x  supérieures  à  X.  D'après  ce  qu'on  vient 
de  dire  tous  les  éléments  de  (E)  seront  inférieurs  aux  éléments  de 
(El)  ;  il  n'y  a  pas  dans  le  premier  ensemble  de  nombre  plus  grand 
que  tous  les  autres  éléments  de  cet  ensemble,  ni  dans  le  second 
de  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres  éléments  de  ce  même 
ensemble  :  il  y  a  dans  les  deux  ensembles  des  éléments  dont  la 
diflérence  est  moindre  que  s. 

La  borne  supérieure  de  (E)  est  égale  à  la  borne  inférieure  de  (Ei) 
et  elles  sont  toutes  deux  égales  à  a"  si  X  est  rationnel  :  c'est  cette 
borne  commune  que  l'on  prendra  pour  définition  de  a",  quand  X 
est  irrationnel. 

L'extension  de  l'identité 

a"  .  aP  =  a^  +  y 

au  cas  où  x,  y  ne  sont  pas  tous  deux  des  nombres  rationnels  est 
une  conséquence  du  n°  45  ;  le  fait  que  l'inégalité  a;  >■  y  entraîne 
a'  ;>  a^  s'aperçoit  immédiatement  en  intercalant  un  nombre  ra- 
tionnel z  entre  x  et  y,  on  a  alors 

a^  ■>  a=,         a'  "^  a'J  ] 
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comme  il  résullc  de  l;i  cl(Tiiiilinii  pn-ccdonte.  Ln  limite  des  va- 
leurs de  I  h  I  au-dessous  de  laquelle  on  peut  affirmer  que  l'on  a 

\a"-  i\<  E, 

reste    la  même  puisque    la   proposition    d'après    laquelle    on    a 

a''  <;  a'"  quand  le  nombre  positif  h  est  plus  petit  que  l'inverse  du 
nombre  naturel  m  subsiste  ainsi  que  les  conclusions  qu'on  en  tire. 
La  continuité  de  la  fonction  a''  pour./:  =  o,  et  pour  toute  valeur 
de  X,  subsiste  donc  aussi. 
On  a 

lim.  a'  =  -{-  X)  ,         lim.  a-  =  o  ; 

X  =  -{•  ca  X  =  —  :o 

la  première  proposition  résulte  de  ce  que,  en  pesant  a  =  i  -h  (/., 
et  en  désignant  par  m  la  partie  entière  de  x,  rr  qui  est  égal  ou 
supérieur  à  a"  est  certainement  plus  grand  que  i  +ma  et  de  ce  que 


Fisf.  8 


m  grandit  indéfiniment  avec  x  ;  la  seconde  résulte  de  la  première 
et  de  réo-alité 


Ainsi,  quand  x  croit  de  —  x  à  -r-  co  ,  la  fonction  a^  croît  de 
G  à  -H  ^  .  Cette  variation  est  représentée  par  la  figure  ci-dessus. 
Lorsque  a  est  plus  petit  que  i,  on  posera  a  =  |^ ,  h  étant  plus 
grand  que  i .  et  Ton  définira  a^  par  l'égalité 

a^  =  A  =  h—''. 
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Toutes  les  propriétés  subsistent,  si  ce  n'est  que,  dans  ce  cas, 
a'  décroît  de  -h  co  à  o  quand  x  croît  de  —  co  à  -h  co  .  Si  aest  égal 
à  I ,  a""  est  par  définition  aussi  égal  à  i . 

Afin  de  définir  a"  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  on  s'est  appuyé 
sur  ce  que  la  fonction  a%  définie  dans  l'ensemble  des  nombres  ra- 
tionnels, était  à  la  fois  continue  et  croissante  dans  cet  ensemble.  La 
continuité  seule  aurait  permis  d'arriver  à  cette  définition,  en  s'ap- 
puvant  sur  la  règle  du  n"  158,  qui  permet  de  reconnaître  si  une 
fonction  définie  dans  un  ensemble  (ici  l'ensemble  des  nombres 
rationnels)  admet  une  limite  pour  un  point  d'accumulation  X  de 
cet  ensemble.  Il  est  clair,  en  raison  de  la  continuité,  que  l'on  peut 
faire  correspondre  au  nombre  positif  î  un  nombre  positif  Tj  tel  que 
l'on  ait 

I  a^  —  a^'  I  <  e, 

sous  la  condition  que  x,  x'  soient  rationnels  et  vérifient  les  condi- 
tions 

IX  — .r|  <ïi,        1  X  — a''l  <-ri; 

qui  entraînent  la  condition  \  x  —  x'  \  <;  ay;;  c'est  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  fonction  a'^  ait  une  limite  pour 
£c  =  X,  au  sens  du  n"  151  ;  cette  limite  est,  par  définition,  la  valeur 
de  a"-'.  L'extension  des  propriétés  établies  pour  l'ensemble  des 
nombres  rationnels  se  fait  sans  difficulté  quand  on  se  place  à  ce 
point  de  vue. 

En  raisonnant  de  la  même  façon,  le  lecteur  établira  sans  peine 
la  proposition  suivante  : 

Si  f{x)  est  une  fonction  de  x  définie  dans  un  ensemble  (E) 
dense  dans  l'intervalle  (a,  b)  et  si  elle  est  continue  dans  cet  en- 
S3mblc,  on  peut  la  définir  comme  une  fonction  continue  dans 
tout  l'intervalle  (a,  h). 

176.  —  La  fonction  a"  étant  définie,  continue  et  croissante  dans 
tout  intervalle  (a,  fj),  on  voit  que  x  peut  être  défini  comme  la 
fonction  inverse  de  y,  par  l'équation 

dans  l'intervalle  [a^,  a?)  ;  x  sera  une  fonction  de  y  continue   et 
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croissante  (oa  su[)[)osaiil  a  >>  i)  :  (jii  I.i  (l«'signc  par  log„  j  (loga- 
ritlinic  Je  y  clans  la  base  a)  on,  lorsqu'il  n'y  a  pas  d'ambignïlé  à 
craindre,  par  log  y.  Les  bornes  n'\  d^  de  l'interv.alle  ou  celle  fonc- 
tion est  définie  sont  deux  nombres  positifs  fpielconf|ues  ;  en  d'autres 
termes  log  y  est  déiini  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  y,  log  y 
est  positif  pour  J  >•  i,  nul  pour  J  =  i,  négatif  pour  j  <^  i,  et 
croit  de  — ■  00  à  -h  ^  quand  j  varie  de  o  à  i  ;  la  variation  de 
log- j  se  lit  sur  la  figure  de  la  page  27.3  en  regardant  y  comme  la 
variable  et  x  comme  la  fonction. 

La  fonction  log  x  peut  être  regardée  c(jninie  définie  par  l'équation 


oi^i  il  est  entendu  que  x  est  nn  nombre  positif. 

A  la  propriété  cf  .  a''  =  a'  +  '/,  correspond  la  propriété  fonda- 
mentale des  logarithmes 

log  [xy)  =  log  X  +  log  V, 

à  laquelle  on  peut  rattacher  les  suivantes 

X  I 

lo"  -  =  lo.n-  X  —  lo^-  y,         lo'f  -  =  —  Io:i'  x  : 
X,  y  sont  toujours  supposés  positifs. 

177.  —  La  propriété  fondamentale 

(i)  c^(.r)  ç(y)  =  o(.r-+-j'), 

dont  jouit  la  fonction  a'',  caractérise  cette  fonction  ;  toute  fonc- 
tion C'(x),  continue  pour  toute  valeur  de  x  et  qui  jouit  de  la  pro- 
priété (i),  est  de  la  forme  a"  ;  j'emprunte  la  démonstration  de  cette 
proposition  à  Cauchy  ('). 

X 

En  remplaçant  d'abord  dans  l'égalité  (i)  x  et  y  par  7.  on  trouve 

<?(-)  =  [?  (!)]'■ 

ce  qui  montre  que  la  fonction  o(x')  doit  être  positive  quel  que  soit  a". 
(1)  Cours  d'analyse  de  l'Ecole  royale  polylccluiiqac,  p.  106. 
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Puis,  la  supposition  }'  ==  o  donne 

cp  (x)  o  (o)  t=  cf  {x)  ; 
on  a  donc 

(2)  cp(o)=i; 

si  l'on  ne  veut  pas  supposer  que  la  fonction  (d{x)  soit  constamment 
nulle. 

En  faisant  y  =  —  x  dans  f  i),  on  trouve 

(o)  cp(a:)cf( — x)  =  0(0)  =  I. 

L'égalité  fondamentale  (i)  conduit  immédiatement  à  la  suivante  : 

?(^l)  ?(3^2)   •••   ?(^n)  =  ?(^1   -H  ^2  -+-    •••   -^  ^n), 

d'où,  en  supposant  toutes  les  quantités  x^,  x^,  ...,  Xn,  égales  à  x 

(4)  ^{nx)  =  [o(x)f; 

cette  égalité,  établie  pour  un  nombre  entier  n,  s'étend  aux  nombres 
quelconques. 

Elle  s'étend  d'abord  aux  nombres  positifs  n  de  la  forme  -,  oùjo 

est  un  nombre  entier,  car  l'égalité  (li),  quand  on  y  remplace  n  par/) 

X 

et  X  par  -  ,  devient 


.w  =  .C^)". 


d'oii 


(5)  ?(^)=V^)  =  [?C^)]^- 


c'est  bien  la  détermination  arithmétique  qu'il  faut  prendre  pour 

'x^ 


v/ç(aî),  puisque  'i,  (- j  doit  être  positif:  l'égalité  (5)  n'est  autre  que 


l'égalité  (4),  où  -  remplace  n. 

Si  maintenant  on  élève   à  la  puissance  q,  q  étant  un   nombre 
naturel,  les  deux  membres  de  l'égalité  (5),  on  a 


h  m 


{o{x)y- 


CHAPITRE    IV.     —     r'ONCTION    EXPONENTIELLE  277 

mais  en  vertu  de  l'égalité  (/i),  on  a, 
par  suite  on  a 

cp/l  ,rj   =  ['f  (.r)l?. 

Ainsi  l'égalité  (/|)  est  étendue  à  tous  les  nombres  rationnels  po- 
sitifs ;  en  tenant  compte  de  (3),  elle  s'étend  immédiatement  à  tons 
les  nombres  rationnels  négatifs  :  elle  est  vraie  pour /i  =  o,  en  vertu 
de  (2). 

Jusqu'ici,  on  ne  s'est  pas  servi  de  cette  supposition  que  la  fonc- 
tion (p(x)  est  continue.  Cette  supposition  intervient  pour  étendre 
aux  nombres  irrationnels  l'égalité  (4). 

Soit  en  effet 

7lj ,  1X2,    ..t,  Jly,    ,.., 

une  suite  infinie  de  nombres  rationnels  ayant  pour  limite  le  nombre 
irrationnel  n  ;  on  aura,  quel  que  soit  l'indice  r, 

lorsque  /■  augmente  indéfiniment,  Ji,x  tend  vers  nx,  et  puisque  la 
fonction  'j  est  continue,  ''■p{n,x)  a  pour  limite  rD{nx]  ;  de  même 
['ï'(a')]"'-  a  pour  limite  [©(a;)]",  à  cause  de  la  continuité  de  la  fonc- 
tion a'"  ;  les  limites  des  deux  membres  sont  égales  et  l'on  a  ainsi, 
quel  que  soit  le  nombre  n, 

[6]  cp(n.r)  =  ['.(x)]". 

Si  maintenant,  dans  cette  égalité,  on  remplace  x  par  i  et  n  par  .r, 
il  vient 

p(a-)  =  [cj>(i)p; 

en  désignant  par  a  la  constante  positive  ©  (i),  on  aura  finalement 

î  U-)  =  «'"• 

Observons  que  le  mode  de  raisonnement  qui  a  permis  d'établir 
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l'égalitc  (6),  appliqué  à  la  fonction  a',  prouve  que  l'on  a,  quels 
que  soient  les  nombres  n  et  x 

et  que  cette  même  égalité,  lorsqu'on  y  remplace  x  par  logx,  puis 
^log^  par  X,  devient 

d'où  l'on  conclut  l'égalité 

n  log  X  =  log  .t", 

qui  est  vraie  quels  que  soient  le  nombre  n  et  le  nombre  positif  a;. 
La  même  métbode  qui  a  permis  d'établir  que  la  propriété 

?  (•^)  ?  (j)  =  ?  ('^  +  j)  ' 

lorsqu'on  suppose  la  fonction  g  (.r)  continue,  n'appartient  qu'à  la 
fonction  a'  ,  permet  de  montrer  que  la  propriété 

o  (xy)  =  o  {x)  +  ç^  (v), 

lorsque  Ion  suppose  la  fonction  ç;  (œ)  continue  n'appartient  qu'à  la 
fonction  \ogx  ;  au  reste  l'une  des  propositions  peut  être  rattachée 
à  l'autre. 


178.  —  Lorsque  m  est  un  entier  positif  ou  négatif,  la  fonc- 
tion X'"  est  entière  ou  rationnelle.  Si  m  est  un  nombre  fraction- 
naire ou  irrationnel,  la  fonction  a:™  est  définie  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  x;  comme  on  peut,  en  remplaçante  par 
a'"^"",  et  en  utilisant  les  remarques  du  numéro  précédent,  la  mettre 
sous  la  forme 


on  voit  en  se  reportant  aux  propriétés  des  fonctions  logjî,  a""  et 
aux  remarques  du  n°  171  sur  les  fonctions  de  fonction,  qu'elle  est 
continue  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  à  l'exclusion  de  la 
valeur  o  ;  que,  lorsque  x  croît  de  o  à  H-  co  ,  elle  croît  de  o  à  -1-  20  , 
ou  décroît  de  +  00  à  o  suivant  que  m  est  positif  ou  négatif.  Au 
reste  il  ne  serait  pas  bien  difficile  d'établir  ces  propositions  direc- 
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tcmcnt,  en  se   bornant  au  cas  où  m  est  positif,  et  en  s'appuvant 
d'une  pai't  sur  l'égalité 


(x  -+-  /})"'  —  .r'"  =  .r"'  I  /  [ 


d'autre  part  sur  la  remarque  suivante  :  si  M  est  un  nomlire  natnrel 
plus  grand  que  m,  on  a  en  désignant  par  y)  un  nombre  positif 
moindre  que  i 

I  <  (i  -^  "O"'  <  (i  ^  \>^  <  t  ^-  Mr.  ([  -L  T./'-'  <  I  ^  2"'- 'Mr., 
La  fonction  x'"  jouit  évidemment  de  la  propriété 

?  [^)  ?  0')  =--  ?  ^-'^j). 

et  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  numéro  précédent  montre 
quelle  est  la  seule  fonction  continue  qui  jouisse  de  cette  pro- 
priété ('). 

Les  fonctions  particulières  que  l'on  a  considérées  jusqu'ici  se 
sont  présentées  naturellement  ;  les  fonctions  circulaires  dont  il  va 
bientôt  être  question  ont  assurément  leur  origine  dans  la  géomé- 
trie :  l'étude  des  propriétés  de  ces  fonctions  a  conduit  à  des  repré- 
sentations analytiques  qui  peuvent  être  prises  pour  définitions  de 
ces  fonctions  et  permettent  de  retrouver  leurs  propriétés  :  ces  défi- 
nitions se  rattachent  à  la  considération  de  suites  dans  lesquelles  les 
termes  ne  dépendent  pas  uniquement  de  leur  rang  mais  bien  d'une 
variables.  C'est  sur  la  considération,  très  importante  en  elle-même, 
de  ces  suites  que  je  vais  m'arrêter  maintenant. 

(1)  Le  môme  mode  clo  raisonnement  permet  encore  d'établir  que  la  fonction  a.t, 
où  a  est  une  constante  quelconque  est  la  seule  fonction  continue  qui  jouisse  de 
la  propriété 

'fW  +  'fOO  =  'f  (j=  -F  :■)• 

C'est  cette  proposition  qui  sert  habituellement  à  établir  la  proportionnalité  dr 
grandeurs. 


CHAPITRE  V 


SUITES     INFINIES     A     TERMES     VARIABLES 

CONVERGENCE     UNIFORME 

DÉFINITION     DES    FONCTIONS    ÉLÉMENTAIRES 


I.  _  CONVERGENCE  UNIFORME 


179.  —  Désignons  en  général  par  fn{x)  une  fonction  delà 
variable  x,  qui,  pour  chaque  valeur  du  nombre  naturel  n  soit  déter- 
minée dans  un  ensemble  (X),  par  exemple  dans  un  intervalle  [a,  h). 
Supposons  que,  pour  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  l'ensemble 
(X),/^j  (.r)  ait  une  limite  quand  n  augmente  indéfiniment  :  cette 
limite,  étant  ainsi  déterminée  pour  chaque  valeur  de  x  qui  appar- 
tient 5  l'ensemble  (X)  peut  être  regardée  comme  une  fonction  de  x 
déterminée  dans  l'ensemble  (X)  ;  je  désignerai  cette  fonction  par 
/  [x)  et  je  poserai 

lim./„(a^)  =f{x). 

Il  est  naturel  de  dire  que  la  fonction / (a-)  est  la  limite  de  fn{x) 
pour  n  infini.  Si  l'on  se  donne  une  valeur  de  x,  appartenant  à 
l'ensemble  (X)  et  un  nombre  positifs,  il  existera  certainement  une 
valeur  de  n  telle  que  l'on  ait,  pour  cette  valeur  de  x 

l/G^)-/nHl<^; 

Cette  valeur  de  n  dépend  en  général  de  x  et  de  z  ;  le  cas  où  elle 
ne  dépend  que  de  £  est  particulièrement  intéressant.  En  effet,  dans 
ce  cas,  la  fonction/»  [x]  fournit  une  expression  approchée  de/(x), 
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avec  un  degré  d'approxinialion  qui  est  le  mèuie  quelle  que  soit  la 
valeur  de  .i;,  appartenant  à  l'ensemble  (X)  ;  elle  renseignera  ainsi, 
dans  une  certaine  mesure,  sur  les  pru[)riétés  et  l'allure  de  la  fonction 
f  [x),  qui,  dans  bien  dos  cas,  n'est  connue  que  par  les  fonctions 
/„  {x)  dont  elle  est  la  limite.  Au  contraire,  si  afin  d'avoir  le  même 
degré  d'approximation,  on  peut,  pour  certaines  valeurs  de  x, 
s'arrêter  à  une  fonction/,,  (*•)  où  n  n'est  pas  très  grand,  tandis  qu'il 
faut,  pour  d'autres  valeurs  de  x,  aller  très  loin  dans  la  suite 

le  fait  que  cette  suite  a  pour  limite  /(ce)  constitue  un  renseigne- 
ment beaucoup  moins  précieux. 

Je  dirai  que  la  fonction /„  (x),  déterminée  pour  chaque  valeur  du 
nombre  naturel  n  et  pour  chaque  valeur  x  de  l'ensemble  (X),  tend 
ou  converge  uniformément  dans  (X),  au  sens  large,  vers  sa  limite 
f  (x),  lorsqu'à  chaque  nombre  positifs,  si  petit  qu'il  soit,  corres- 
pond un  nombre  naturel  n  tel  que  l'on  ait 

■        \f(rr)-fn(^r)\<^ 

pour  toute  valeur  de  x  appartenant  à  (X).  Je  dirai,  dans  les  mêmes 
conditions,  que  la  suite/  {x),  f^{x),  ...  est  uniformément  con- 
vergente au  sens  large. 

Cette  dcfmition  large  de  la  convergence  uniforme  permet  en 
quelque  sorte  dans  la  suite/  {x), /.^  (x),  ...,  supposée  convergente 
(sans  épithète)  une  certaine  irrégularité,  qu'il  est  souhaitable 
d'exclure.  On  peut  bien  avoir,  pour  une  certaine  valeur  de  n,  et 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  (X), 

en  sorte  que,  pour  toutes  ces  valeurs  de  x,  fn  {x)  représente  f{x) 
avec  une  erreur  moindre  que  s,  sans  que  cette  approximation  se 
conserve  quand  on  va  plus  loin  dans  la  suite,  sans  que  l'on  ait 
\f{x)  — fm  {x)  I  <  c.  pour  /??  >  n.  vVussi  convient-il  d'adopter  pour 
la  définition  de  la  convergence  uniforme,  proprement  dite,  la  sui- 
vante, évidemment  plus  restrictive  que  celle  qui  précède. 

La  fonction /,  (x) ,  déterminée  pour  chaque  valeur  du  nombre 
naturel  n  et  pour  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  (X),  tend  ou 
converge  uniformément  dans  cet  ensemble  vers  sa  limite  /  [x) 
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lorsqu'à  chaque  nombre  positif  s,  si  petit  qu'il  soit,  correspond 
un  nombre  naturel  p  tel  que  l'on  ait  \f{x)  — fn  {x)  \  <<  s,  quels 
que  soient  le  nombre  x,  appartenant  à  l'ensemble  (X),  et  le  nombre 
naturel  n  supérieur  ou  égal  à  p. 

C'est  cette  définition  qui  sera  adoptée  dans  la  suite,  à  moins  que 
l'on  ne  dise  convergence  uniforme  a  au  sens  large  ». 

On  peut  réunir  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
fn  {x)  ait  une  limite,  et  tende  uniformément  vers  cette  limite,  en 
disant  : 

La  fonction  /„  {x)  a  une  limite  pour  n  infini  et  tend  uniformé- 
ment vers  sa  limite  dans  l'ensemble  (X)  si  à  chaque  nombre  posi- 
tif £  on  peut  faire  correspondre  un  entier  p  tel  que  l'on  ait,  pour 
toutes  les  valeurs  des  nombres  naturels  n,  m  supérieures  ou  égales 
kp, 

\fn{^)-U{:r)\<^ 

quel  que  soit  le  nombre  x  do  l'ensemble  (X). 

J.a  condition  est  nécessaire,  car  si  la  fonction  fn  [x)  tend  unifor- 
mément vers  sa  limite/ (.1;),  on  peut  faire  correspondre  au  nombre - 

un  nombre  y)  tel  que  l'on  ait  pour  les  nombres  n  et  m  supérieurs 
ou  égaux  à  p, 


I/.H-/HK-.       \Ui:^)~f[x)\<~ 


et,  par  suite 


|/,.(.T)-/„(.T)|<e. 


Elle  est  suffisante  ;  car,  si  elle  est  vérifiée,  l'existence  d'une 
limite  /(c),  pour  chaque  nombre  x  appartenant  à  (X),  résulte 
d'abord  du  théorème  du  n"  56  ;  puis  l'inégalité  précédente,  si  l'on 
y  fait  croître  m  indéfiniment,  donne  \fn  (x)  —  f  [x)  |  ^  s,  pour 
toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  /). 

On  sera  certainement  dans  ce  cas  si  l'on  connaît  une  suite  infinie 
de  nombres  a.^,  ry,^,  ...,  an,  ■■.,  admettant  une  limite  et  tels  que  l'on 
ait,  pour  toutes  les  valeurs  des  nombres  naturels  n,  m  et  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'ensemble  (X), 

\Jm  (-y)  —fn  {x)  I  <,  1  a„j  —  a,J, 

puisque,  si  l'on  se  donne  le  nombre  positifs,  on  peut  lui  faire  cor- 
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rrspondrr'  un  nomlirc  naturel  p  tel  que  l'on  nit|am  —  7.n\<Cî, 
sons  les  condilions  m'^p,  n  >>  p.  Le  cas  ou  les  nombres  a,, 
a,,  ....  v.„,  ...  sont  positifs  et  forment  une  suite  croissante  (ou 
décroissante)  se  présente  frckjuemment. 

Notons  encore  la  remarque  évidente  que  voici  ;  si  la  suite 
/i  {^)'f-2  (•^)»  •••  est  uniformément  convergente  dans  l'ensemble  (\), 
elle  est  uniformément  convergente  dans  tout  ensemble  (X,)  contenu 
dans  (X). 

Voici  maintenant  quelques  exemples  :  soit y^,  (.x)  =  —^ — r.  '•    la 

fonction  y,,  (.c)  est  définicpour  toute  valeur  positive  ou  nulle  de  x  ; 
on  a  évidemment 

lim.  f„  (.r)  =  I  ou  o, 

suivant  que  x  est  nul  ou  positif  :   la  fonction  /(■'-')  est  égale  à  i 
pour  X  z=  o,  elle  est  égale  à  0  pour  les  valeurs  positives  de  .r.  Pour 

X  =  -.  la  fonction  /"„  (x)  est  d'ailleurs  é^ale  à  -;   dans  l'intervalle 

(o.    i),  elle  ne  tend  pas  uniformément  vers   sa  limite.  En    effet, 
quelque  soit  le  nombre  naturel  n,  il  y  a  dans  l'intervalle  considéré 

une  valeur  «  =  -,  pour  laquelle  la  différence  \fn  (.r)  — f  {-v)  \  est 

égale  à  -.  On  observera  ici  que  la  fonction  /(.r)  n'est  pas  continue 

dans  l'intervalle  (o,  i),  quoique  chacune  des  fonctions /^,  {x],  dont 
elle  est  la  limite  soit  continue. 

Dans  tout  intervalle  (a,  b)  limité  par  deux  nombres  positifs 
a,  b  (a  <Z  b),  la  fonction  /'„  [x)  tend  uniformément  vers  sa  limite  o, 
en  effet,  pour  avoir 


il  suffira  de  prendre  n  supérieur  à  la  partie  entière  de ^ . 

Considérons  maintenant  les  fonctions y„  (x)  définies  par  les  éga- 
lités suivantes  : 


f  (x)  =  G,  /:,,„  (x)  =   :; ^ 

(m  =  I,  2,  3,  ...)  ; 
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il  est  clair  que  l'on  a  lim.  f.,,n{x)  =  o,  quel  que  soit  x  et,  par  consé- 

7?!  =  OO 

quent,  quel  que  soit  encore  x, 

Um.  f„(x)  =f{x)  =  o. 

Considérons  l'interA^alle  (o,    i).  Pour  x  =  -  ,  on  a  f^m  (x)  =  i . 

La  fonction /„(j;)  tend  uniformément,  au  sens  large,  vers  sa  limite, 
puisque,  pour  toutes  les  valeurs  impaires  de  n  la  différence 
\fn  [x)  — /^.r)  I  est  nulle  ;  mais  elle  ne  tend  pas  uniformément  vers 
cette  limite,  au  sens  qui  a  été  adopté  finalement,  puisque,  quelque 
grand  que  soitp,  il  y  a  des  nombres  pairs  im  plus  grands  que  p 

et  des  valeurs  -  de  x,  telles  que  la  différence  |  /,„  {x)  — f{x)  |  soit 

égale  à  i. 

Les  exemples  qui  précèdent  mettent  en  évidence  la  différence 
entre  la  convergence  sans  épitliète,  la  convergence  uniforme  propre- 
ment dite  et  la  convergence  uniforme  au  sens  large.  Les  considéra- 
tions générales  qui  terminent  le  présent  numéro  contribueront  à 
éclaircir  la  notion  capitale  de  la  convergence  uniforme  ;  toutefois  le 
lecteur  peut,  sans  inconvénient  pour  la  suite,  les  laisser  de  côté. 

Supposons  qu'à  cliaque  valeur  du  nombre  positif  c  corresponde 
un  nombre  naturel  n  tel  que  l'on  ait,  pour  toute  valeur  de  x  appar- 
tenant à  (X),  \f{x)  — fn  (.»)  I  <C  î  :  à  ce  nombre  s  peuvent  d'ailleurs 
correspondre  plusieurs  nombres  n,  même  une  infinité  :  soit  en  géné- 
ral, 8  (c)  l'ensemble  des  inverses  des  nombres  naturels  n  qui  cor- 
respondent ainsi  à  s  ;  on  aperçoit  de  suite  que  l'ensemble  g  (s)  satis- 
fait aux  conditions  du  n"  156  ;  il  y  a  donc  un  ou  plusieurs  points  k, 
formant  un  ensemble  8  (o),  dont  chacun  appartient  à  tous  les 
ensembles  8''c)  ou  est,  pour  chaque  ensemble  8  (c),  un  point  d'accu- 
mulation. D'autre  part,  par  sa  nature  même,  l'ensemble  8  (c)  ne 
peut  avoir  d'autre  point  d'accumulation  que  le  point  o  ;  il  y  a  deux 
cas  à  distinguer  suivant  que  o  est,  ou  non,  un  point  d'accumula- 
tion pour  tous  les  ensembles  8(c).  Dans  le  cas  où  o  n'est  pas  un 
point  d'accimndation  pour  tous  ces  ensembles,    ceux-ci    doivent 

avoir  au  moins  un  point  commun  k  ;  si  l'on  pose  n  =  -r,  le  nombre 

naturel  n  jouira  de  la  propriété  suivante  ;  quel  que  soit  le  nombre 
positif  £  on   aura,  pour   chaque   valeur  de  x  appartenant  à  (X), 
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\j{x) — /„  {x)  I  <  £,  cL  par  suite _/^,(.x')  —/(./;),  Dans  ce  cas.  l'un 
des  termes,  au  moins,  delà  suite/,  [x),f-,[x),  ...  sera  la  fonction 
limite  elle-même.  Cette  circonstance  s'est  présentée  dans  l'un  des 
exemples  précédents.  Supposons  maintenant  que  o  soit  un  point 
d'accumulation  pour  tous  les  ensembles  8  (î),  c'est-à-dire  qu'il  y 
ait,  quel  que  soit  le  nombre  positifs,  des  nombres  naturels  n,  aussi 
grands  qu'on  le  veut,  tels  que  la  différence  f{x)  — /„(a:)  soit 
moindre  que  c  en  valeur  absolue,  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
appartenant  à  (X)  ;  on  va  montrer  qu'on  peut  alors  extraire  de  la 
suite /i  (a?),  j\{x),  ...  une  autre  suite  (Di[x),  '^^[x),  ...  qui  soit 
uniformément  convergente,  au  vrai  sens  du  mot. 

Donnons-nous,  en  effet,  une  suite  infinie  de  nombres  positifs 
décroissants,  Hj,  s^,  ...,  £,-,  ...,  tels  que  l'on  ait  lim.  i,.  =  o,  et  soit 

en  général  n,.  l'inverse  d'un  nombre  qui  figure  dans  l'ensemble 
8  (c,.),  précédemment  défini  ;  on  prendra  ç;,.  (x)  =/»,,  (x)  ;  la  suite 
GJj  [x).  0=1  [x],  ...,  sera  bien  uniformément  convergente,  puisque, 
si  on  se  donne  le  nombre  positif  £,  et  si  l'on  prend  dans  la  suite 
I,,  c,,  ...,  un  nombre  ;,.  <C  c,  on  aura  pour  toutes  les  valeurs  de 
l'indice  s  supérieures  ou  égales  à  r, 

\o,{x)~f(x)\-<t,^z,.<z. 

Ainsi  les  suites/,  (a?)./  (x),  ...,  que  l'on  a  appelées  plus  haut 
«  uniformément  convergentes,  au  sens  large  »  peuvent  être  divi- 
sées en  trois  catégories. 

i"  Celles  qui  sont  uniformément  convergentes  au  vrai  sens  du 
mot; 

2"  Celles  d'où  l'on  peut  extraire  une  suite  uniformément  con- 
vergente, et  qui  peuvent  ainsi  être  regardées  comme  provenant 
d'une  telle  suite,  où  s'intercalent  des  termes  irréguliers  qui.  toute- 
fois, n'empêchent  pas  la  convergence  (^sans  épithète)  de  la  suite  ; 

3"  Enfin  celles  d'où  l'on  ne  peut  pas  extraire  de  suite  uniformé- 
ment convergente,  mais  où  la  fonction  limite /(.r)  figure  comme 
terme  :  c'est  la  seule  présence  de  ce  terme,  laquelle  n'a  évidem- 
ment rien  d'essentiel,  qui  rapproche  la  suite/  {x),  /^  (x),  .  ., 
d'une  suite  uniformément  convergente. 

Soit  /  (x),  f^  {x),  ...,  une  suite  infinie  de  fonctions  déterminées 
dans  l'ensemble  borne  (X)  :  je  suppose  qu'il  y  ait  une  fonction 
/  (:'■).  déterminée  dans  le  même  ensemble,  telle  que  l'on  ait,  pour 
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chaque  valeur  de  x  appartenant  à  (X),  lim./„  {x)  =  f  (a)  ;  je  sup- 

pose  en  outre  que  la  suite  n'est  pas  uniformément  convergente 
dans  cet  ensemble,  c'est-à-dire  qu'il  ne  correspond  pas  à  tout 
nombre  positif  a  un  nombre  naturel  p  tel  que  l'on  ait 

!/(^)-/.WI<« 

pour  tous  les  nombres  x  appartenant  à  (X)  et  tous  les  nombres 
naturels  n  ^  p.  En  d'autres  termes,  il  y  a  un  nombre  positif  a  qui 
jouit  de  la  propriété  suivante  :  quel  que  soit  le  nombre  naturel  p, 
pour  un  certain  nombre  x  appartenant  à  (X)  et  un  certain  nombre 
naturel  n  >  /)  on  a  \f{x)  — fn  {x)  \  ^  a.  Soit  &^  l'ensemble  des 
valeurs  de  x  appartenant  à  (X)  auxc[uelles  on  peut  ainsi  associer 
un  nombre  naturel  n  "^  p,  en  sorte  que  l'inégalité  précédente  soit 
vérifiée. 

La  suite  des  ensembles  (8^,)  {p=  i,  9,  3,  ...),  tous  contenus  dans 
(X),  est  de  la  nature  de  celles  que  l'on  a  considérées  à  la  fin  du 
n"  156  ;  d'un  autre  côté,  il  ne  peut  pas  y  avoir  de  point  A"  com- 
mun à  tous  ces  ensembles^  car  un  tel  point  appartiendrait  à  (X)  et 
l'inégalité  |/(/v)  — fn  [k)  \  è  y.  qui  devrait,  pour  ce  point,  se  trou- 
ver vraie,  quel  que  fut  p,  pour  une  valeur  de  n  su^^érieure  à  p, 
est  incompatible  avec  la  supposition  lim.  /,  (A)  =f[k).  Soit  (8w) 

l'ensemble  (fini  ou  clos)  des  points  d'accumulation  communs  à 
tous  les  ensembles  8^,  (y:*  =  i,  2,  3,  ...). 

Tout  point  k  de  cet  ensemble  (8w)  est  un  point  d'accumulation 
de  (X),  appartenant,  ou  non,  à(X).  Un  tel  point  A  est  caractérisé  par 
la  propriété  que  voici  :  il  y  a  des  couples  de  nombres  x,  n  dont  le 
premier  appartient  à  (X)  et  est  aussi  voisin  de  A  qu'on  le  veut, 
dont  le  second  est  un  nombre  naturel  aussi  grand  qu'on  le  veut, 
pour  lesquels  on  a  \f  {oc)  — /„  (x)  |  ^  a.  Cet  ensemble  8w  dépend 
du  nombre  positif  a  ;  pour  marquer  cette  dépendance,  désignons-le 
par  8w  (^-).  Si  fj  est  un  nombre  positif  plus  petit  que  a,  l'ensemble 
8oj  (a)  est  contenu  dans  l'ensemble  8w  (p).  Soit  (8'a))  l'ensemble  des 
points  qui  appartiennent  à  quelque  ensemble  Cu,  (a)  où  a  est  un 
nombre  positif  :  en  d'autres  termes,  un  point  A  de  (8w)  est  caracté- 
risé par  cela  même  qu'il  correspond  au  nombre  k  un  nombre  po- 
sitif a  tel  que  A  appartienne  à  l'ensemble  précédemment  défini 
8(j  (a).  C'est  aux  points  de(8'cù)quc  se  manifeste,  en  quelque  sorte  le 
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défaut  d'unirui'initc  dans  la  convergence  de  la  snile  J\(.i:),  fA-'')>  ••■ 
Celle-ci  est  nnirormément  convergente  dans  tout  enscnriblc  (\'), 
contenu  dans  (\),  dont  aucun  point  d'accumulation  n'appartient 
à  (8w),  en  particulier  dans  tout  ensemble  clos,  contenu  dans  (\) 
qui  n'a  aucun  point  commun  avec(8w)- 

180.  — Supposons  que  l'ensemble  (X)  des  valeurs  de  ./;  dans 
lequel  les  fonctions  /'„  (./;)  sont  délermlnées  soit  clos.  Si  la  fonction 
J],  (x)  est  continue  (n"  162)  dans  l'ensemble  (\)  et  si  elle  converge 
uniformément  (môme  au  sens  large)  vers  sa  limite  /"  (./■),  celle-ci 
est  aussi  continue  dans  l'ensemble  (X). 

Soit  en  elTet  £  im  nombre  positif  quelconque;  on  [jouir<i,  en 
raison  de  la  convergence  uniforme,  lui  faire  correspondre  un 
nombre  naturel  n  tel  que  l'on  ait,  quels  que  soient  les  nombres 
X,  X  de  l'ensemble  (X), 

puis,  en  raison  de  la  continuité  de  la  fonction  fn  {x),  un  nombre 
positif  y;,  assez  petit  pour  que  l'on  ait 

|/.(^')-/.(^)l<H. 

sous  la  condition  \xl  —  :c  |  <<  "/;.  Comme  on  a 

\J{x')  -Jix)  I  ^  !/(.■')  -/„;x' .  I  -^  I/4X')  -/„Gr)  I  +  1/,  ::r)  -J{x)\, 

on  aura,  sous  la  seule  condition  que  x'  et  x  appartiennent  à  l'en- 
sembh^  (X)  et  vérifient  l'inégalité  \x  —  x |  <;  y;, 

La  continuité  delà  fonction  y"  (a'),  dans  l'ensemble  (X)  est  démon- 
trée. 

Ainsi  qu'on  l'a  vu  par  un  exemple,  cette  continuité  n'est  pas 
assurée  par  la  seule  continuité  des  fonctions  /li  (x). 

Dans  le  cas,  signalé  plus  haut,  où  la  fonction  limite  f{x]  fait 
partie  de  la  suite  y,  (;/.'),  y"^  (x),  ...,  le  théorème  précédent  est  un 
simple  truisme. 

De  même  l'inégalité 
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permet  de  montrer  en  supposant  toujours  que  (X)  soit  clos  et  que 
la  fonction  y],  (œ),  continue  dans  (X),  tende  uniformémient  vers  sa 
limite /(a;),  aussi  continue  dans  (X),  que,  quel  que  soit  le  nombre 
positif  £,  on  peut  lui  faire  correspondre  un  nombre  positif  Vy  et 
un  nombre  naturel  n  tels  que  l'on  ait 

l/«W-/(:0|<^ 
pourvu  que  x  et  x'  appartiennent  à  l'ensemble  (X)  et  qu'on  ait 

La  proposition  qu'on  vient  d'établir  est  très  importante  ',  il  im- 
porte toutefois  d'observer  que,  lorsqu'on  suppose  lim./i  (ce)  =f{x), 

71  =  CO 

et  que  l'on  suppose  continues  les  fonctions /,  (a;)  {n  =  i,  2,  ...), 
la  convergence  uniforme  de  la  suite/,  (x),  /"„  (x),  ...,  n'est  pas  une 
condition  nécessaire  pour  la  continuité  de  la  fonction /(œ). 

181.  —  Il  convient  de  remarquer  en  passant  qu'une  fonction  de 
X  telle  quef,^[x),  définie  dans  l'ensemble  (X)  pour  chaque  valeur 
du  nombre  naturel  n,  est  au  fond  une  fonction  de  deux  variables 
X  et  n  définie  pour  chaque  couple  de  nombres  x  et  n  dont  le  pre- 
mier appartient  à  (X),  le  second  à  l'ensemble  des  nombres  naturels. 
Il  est  clair  qu'on  peut  étendre  quelque  peu  les  notions  qui  pré- 
cèdent en  remplaçant  ce  dernier  ensemble  par  un  autre  ensemble. 
Considérons  une  fonction  f{x,  y)  de  deux  variables,  déterminée 
pour  chaque  couple  de  nombres  x,  y,  dont  le  premier  appartient 
à  l'ensemble  (X)  et  le  second  à  l'ensemble  (Y).  Pour  chaque  valeur 
de  y  appartenant  à  l'ensemble  (Y),  f{x,  y)  est  une  fonction  de  x 
déterminée  dans  (X).  Soit  b  un  point  d'accumulation  de  (Y)  et 
supposons  que  x  étant  regardé  comme  un  nombre  déterminé, 
d'ailleurs  quelconque,  pourvu  qu'il  appartienne  à  l'ensemble  (X), 
f{x,  y)  ait  une  limite  pour  j  =  6,  quand  y  s'approche  de  b  en 
restant  dans  l'ensemble  (Y),  en  sorte  que  l'on  puisse,  en  désignant 
pary(£c)  cette  limite,  déterminée  ainsi  pour  chaque  nombre  x  de 
l'ensemble  (X),  écrire  l'égalité 

l[m.f{x,y)=f{x), 

y=b 

à  laquelle  on  donnera  le  sens  du  n°  151  ',  f{x)  peut  être  regarde 


CHAPITRE     V.     CONVERGENCE    UMKOKME  289 

comme    vme   fonction   tic   x   définie   par   celte  égalité  dans  l'en- 
semble (X). 

On  pourra  dire,  en  entendant  toujours  que  y  s'approche  de  h  en 
restant  dans  (Y)  : 

/(£c,  y)  tend  uniformément  vers  sa  limite  f{x)  si  à  chaque 
nombre  positif  c,  quelque  petit  qu'il  soit,  correspond  un  nomjjre 
positif-/^  tel  que  l'on  ait  \f{x,  y)  — f[x)  \  <Z  s,  pour  tout  système 
de  nombres  (x,  y)  dont  le  premier  appartient  à  (X),  dont  le  second 
appartient  à  (Y)  et  vérifie  la  condition  |  y  —  b\  <ir,. 

A  côté  de  celte  définition,  on  pourrait,  comme  au  n''  179, 
placer  une  définition  delà  convergence  uniforme  «  au  sens  large  ». 
Au  surplus,  la  plupart  des  propositions  et  considérations  déve- 
loppées au  n°  179  pourraient  être  reprises  de  ce  nouveau  point  de 
vue,  je  ne  m'y  arrêterai  pas  et  je  me  contente  de  signaler,  en 
raison  de  sa  grande  importance,  le  théorème  correspondant  à 
celui  du  n"  189. 

La  fonction  y  (x,  y)  peut  être  regardée  comme  une  fonction  de 
X  définie  dans  l'ensemble  (X)  pour  trouver  les  valeurs  de  y  qui 
appartiennent  à  l'ensemble  (\).  Supposons  que  l'ensemble  (X)  soit 
clos  et  que,  pour  chaque  valeur  de  y  appartenant  à  l'ensemble  (Y), 
la  fonction  f[x,  y),  considérée  comme  une  fonction  de  x,  soit  ime 
fonction  continue  de  x  dans  l'ensemble  (X).  Si  f{x,  y)  tend  uni- 
formément vers  sa  limite /i  a;)  quand  y  s'approche  du  point  d'accu- 
mulation h  de  (Y)  en  restant  dans  cet  ensemble,  on  peut  affirmer 
la  continuité  de  la  fonction  /  {x)  dans  (X) .  La  démonstration  est  la 
même  qu'au  n°  180. 

Inversement,  si  f{x,  j)  est  une  fonction  continue  des  deux 
variables  x,  y  dans  l'ensemble  (XY)  dont  les  éléments  sont  les 
couples  de  valeurs  de  x,  y  qui  vérifient  les  conditions  A  ^  x  <  A', 
B  <  y  S  B'  et  si,  en  regardant  x  comme  un  nombre  fixe  de  l'in- 
tervalle (A,  A'),  on  suppose  que  y,  toujours  assujetti  à  appartenir 
à  l'intervalle  (B,  B')  tende  vers  une  valeur  y^,  appartenant  aussi  à 
cet  intervalle,  il  est  clair  que  l'on  aura 

lim./(x,  y)=/(a;,  y„), 

et  que  y(a3,  y)  tendra  uniformément  vers   sa  limite /(j:,  y^)  pour 
toutes  les   valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'intervalle    (A,  A), 

Tamnert  I.  —  luti'Oiiuction  à  la  théorie  des  fonotioDS  1^ 
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puisque,  en  vertu  de  la  définition  de  la  continuité  (n"  164)  la 
diflerence  f(x,  y)  — /(œ,  y^)  peut  être  supposée  moindre  en  valeur 
absolue  que  tel  nombre  positif  s  que  l'on  voudra,  pourvu  que 
y  —  jo  soit  moindre,  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  yj, 
convenablement  choisi,  et  cela,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x, 
pourvu  qu'elle  appartienne  à  l'intervalle  (A,  A'). 

Laissons  de  côté  cette  généralisation,  et  revenons  au  cas  de  fonc- 
tions yi;  {pc)  déterminées  dans  un  ensemble  (X)  pour  chaque  valeur 
du  nombre  naturel  n. 

182.  —  Considérons  une  suite  infinie  iii,  1I2,  ..,  ihi,  •■■  de 
fonctions  de  x  dont  chacune  est  une  fonction  déterminée  de  a?  dans 
l'ensemble  (X)  et  supposons  que,  pour  chaque  valeur  de  x  appar- 
tenant à  cet  ensemble,  la  série 

(«)  «j  H-  u^  +  ...  +  «„  H-  ... 

soit  convergente  :  la  somme  de  cette  série  pourra  être  regardée 
comme  une  fonction  y  (a?)  déterminée  dans  l'ensemble  (X)  et  cette 
fonction  pourra  être  regardée,  au  sens  qui  a  été  expliqué  au 
n°  179,  comme  la  limite,  pour  n  infini,  de  la  somme 

fn  (œ)  =  «1  +  «2  +  ...  +  Un 

des  72  premiers  termes  de  la  série,  somme  qui  est  déterminée  dans 
(X).  Soit  d'ailleurs  Rn  =f[x)  — Jn{x)  le  reste  de  la  série  limitée 
au  72°  terme  ;  R„  est  aussi  une  fonction  de  x  déterminée  dans  (X). 

La  série  (u)  sera  dite  uniformément  convergente  dans  (X)  si  à 
chaque  nombre  positif  s  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  na- 
turel p  tel  que  l'on  ait  |  R,i  |  <<  £  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui 
appartiennent  à  (X)  et  pour  toutes  les  valeurs  du  nombre  naturel  n 
supérieures  ou  égales  h  p.  Si  la  série  (m)  est  uniformément  conver- 
gente^ il  en  est  de  même  de  son  reste  R„,  considéré  comme  la 
somme  de  la  série  u,j^_  ^  h-  u^^o  +  •••»  et  cela  quel  que  soit  n. 

On  définira,  si  l'on  veut,  la  convergence  uniforme,  au  sens 
large,  en  disant  qu'à  chaque  nombre  positif  s  doit  correspondre  un 
nombre  naturel  n  tel  que  l'on  ait  |  R,^  (x)  j  -<  s,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  (X). 

11  n'y  a  aucune  différence,  même  au  point  de  vue  de  la  généralité, 
entre  ces  notions  et  celles  que  l'on  a  exposées  au  n°  179,  puisque, 
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d'une  part,  si  l'on  se  donne  les  fondions  /{,,  u.,,  ...,  iin,  ...,  on 
peut  en  déduire  les  fondions  y, , /*,,  ...,/),,  et  que,  d'autre  part,  si 
l'on  se  donne  ces  dernières  fonctions,  on  peut  en  déduire  les  pre- 
mières (n"  89),  en  sorte  que  les  exemples  donnés  au  n°  179,  per- 
mettent de  construire  des  séries  qui  ne  seront  pas  uniformément 
convergentes,  soit  au  sens  large,  soit  au  sens  propre. 

Si  l'ensemble  (X)  est  clos,  si  la  série  (a)  est  uniformément  con- 
vergente, même  au  sens  large,  dans  cet  ensemble,  et  si  ses  termes 
Li^,  u^,  ...,  ii„,  ...  sont  des  fonctions  continues  de  x  dans  (X),  il 
en  sera  de  même  des  fonctions/»  (x),  sommes  d'un  nombre  fini  de 
ces  termes,  et  la  somme /(ic)  de  la  série  sera  continue  dans  (X). 

183.  —  Soit 

(a)  tti  +  Og  +  . . .  +  0^  -h  . . . 

une  série  convergente  dont  les  termes  sont  des  nombres  positifs. 

I.  —  Soit,  comme  plus  haut  [u)  une  série  dont  les  termes 
Mj,  u,^,  ...,  Il  ,  ...  sont  des  fonctions  de  x  déterminées  dans 
l'ensemble  (X).  Supposons  qu'on  ait  |  Wg^  |  ^  ci^  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X  appartenant  à  cet  ensemble  et  pour  toutes  les  valeurs  du 
nombre  naturel  a  ;  on  peut  affirmer  que  la  série  [u]  est  absolument 
et  uniformément  convergente  dans  l'ensemble  (X)  :  la  convergence 
absolue  de  la  série  {ii)  est  évidente,  l'uniformité  de  la  convergence 
résulte  évidemment  de  ce  que  le  reste  de  la  série  [u)  est,  en  valeur 
absolue,  au  plus  égal  au  reste  de  la  série  (a),  qui  peut  être  supposé 
aussi  petit  qu'on  le  veut.  D'ailleurs,  cette  proposition  a  été  déjà 
énoncée,  sous  une  autre  forme,  au  n°  179,  à  propos  des  limites. 
Pourvu  que  les  fonctions  ii^,  ii^,  ...,  soient  bornées  dans  (X),  la 
proposition  subsiste  évidemment  si  l'inégalité  (u^)  ^  a^  n'a  pas 
lieu  pour  les  premiers  termes  de  la  série,  en  supposant,  bien 
entendu,  qu'elle  soit  vérifiée  par  tous  les  termes,  à  partir  d'un  cer- 
tain rang. 

Si  l'ensemble  (X)  est  clos  et  si  les  fonctions'  ii^,  u^,  ...,  u^,    ... 

sont  continues  dans  cet  ensemble,  il  en  est  de  même  de  la  somme 
de  la  série  (u). 

II.  —  On  a  parfois  à  appliquer  le  théorème  précédent  dans  un 
cas  particulier^  sur  lequel  il  convient  de  s'arrêter  un  peu,  afin  de 
voir  qu'il  est  bien  compris  dans  le  cas  général. 
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Conservons  à  la  série  (a)  la  même  signification  ;  c'est  une  série 
convergente  dont  les  termes  sont  des  nombres  positifs. 

Supposons,  en  désignant  par  m  un  nombre  naturel,  qu'on 
veuille  chercher  la  limite  pour  m  infini,  d'une  somme 

S  (m)  =  Uj  (m)  H-  v^  (m)  -+-  ...  -h  u^  (m), 

dont  chaque  terme  v^  (m)  a,  pour  m  infini,  une  limite  v^. 
L'existence  et  la  valeur  de  la  limite  apparaissent  immédiatement 
quand  r  est  un  nombre  fixe.  Il  n'en  est  plus  de  même  quand  le 
nombre  naturel  r  dépend  de  m  et  croît  indéfiniment  avec  m  :  pour 
indiquer  cette  dépendance  je  poserai  /'  =  '-p  {m)  :  on  a,  d'après  la 
supposition   précédente,  lim.  o  (m)  =  -h  00  .  Jl  est  tout  naturel  de 

rechercher  si  la  somme  S  [m)  n'aurait  pas  pour  limite,  quand  m 
croît  indéfiniment,  la  somme  S  de  la  série 

y.  H-  Ug  +  ■'-'3  +  •••' 

lorsque  cette  série  est  convergente.  Mon  but  est  de  démontrer  qu'il 
en  est  ainsi  lorsqu'on  a,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  a, 
V    (m)  I  <  a^.  ce  qui  implique  évidemment  |  l'^c  |  :^  ^^a- 

Il  convient  d'abord  d'observer  que,  jusqu'à  présent,  v^  (m)  n'a, 
pour  une  valeur  donnée  du  nombre  naturel  a,  de  sens  que  si  m  est 
assez  grand  pour  que  9  (m)  soit  au  moins  égal  à  ry.,  ce  qui  finit 
toujours  par  avoir  heu  en  vertu  de  l'hypothèse  hm.  9  (m)  r=:r  ^-  00  , 

m  =  00 

Afin  que  la  fonction  i'^  (/n)  soit  définie  pour  chaque  valeur  du 
nombre  naturel  m,  je  conviendrai  de  poser  v^(m)  =  o  pour  toute 
valeur  de  m  telle  que  ç;  (7?ï)  soit  inférieur  à  a  :  cette  supposition 
laisse  évidemment  subsister  les  conditions 

lim.  v^  (m)  =  v^,  I  v^  (m)  \  S  a^; 

m  =  00 

la  somme  S  [m)  apparaît  alors  comme  la  somme  d'une  série  con- 
vergente dont  tous  les  termes  à  partir  de  celui  qui  occupe  le  rang 
p  — r  rç)  (^m),  sont  nuls.  Nous  nous  rapprochons  évidemment  du  théo- 
rème démontré  clans  la  première  partie  du  présent  numéro. 
Considérons  maintenant  l'ensemble  clos  (X)  dont  les  éléments  sont 
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le  nombre   celles  inverses  des  nombres  naturels;    cet   ensemble 
(X)  admet  pour  point  unique  d'accumulation  le  point  o  :  posons, 

pour  ic  =:  —  et  pour   toutes    les   valeurs  du  nombre  naturel  a, 

y«  ('»)  =  "a  (•*■)'     puis     lim.  v^  (m)  =  v^  =  u^  (o). 

La  fonction  u  [x]  est  définie  dans  l'ensemble  (X),  elle  y  est  con- 
tinue au  point  d'accumulation  o  ;  on  a  d'ailleurs  |  ii^  {x)  |  <  a^^  pour 
chaque  nombre  naturel  a  et  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  (X)  ; 
le  théorème  I  s'applique  donc,  la  somme  de  la  série  {u),  qui,  pour 

X  =  ~ ,  est  égale  à  S  (m),  est  une  fonction  continue  de  x  dans  (X), 

sa  valeur  pour  aj  =  o  est  la  somme  S  de  la  série  l'j,  +  y^  -H  ...  et  il 
est  bien  prouvé  qu'on  a 

lim,  S  (m)  =  S. 

184.  —  Je  vais  donner  immédiatement  une  application  impor- 
tante de  la  proposition  I  du  numéro  précédent  aux  séries  de  la 
l'orme 

(i)  «0  +  a^x  H-  a.,x-  ^-  ...  -+-  fl„a-"  -f-  .... 

qui  ont,  en  analyse,  une  importance  considérable  :  ûf,,  a,,  ...,  a,,,  ... 
sont  des  coefficients  numériques  et  x  une  variable  :  on  dit  qu'une 
telle  série  est  ordonnée  suirant  les  puissances  entières  et  positives 
de  X  ;  on  la  désigne  encore  sous  le  nom  de  série  entière  en  x,  ou 
de  série  de  Taylor.  Lorsqu'elle  est  convergente  pour  toutes  les 
valeurs  de  x,  on  dit  que  sa  somme  est  une  fonction  (transcendante) 
entière  de  x  (^). 

Soit,  en  général^  a!n  la  valeur  absolue  du  coefficient  a,,  de  la 
série  (i)  :  supposons  que  l'on  connaisse  un  nombre  positif  A  tel 


(')  Conformément  à  l'usage  adopté  par  plusieurs  auteurs,  je  supprimerai  à 
1  occasion  i'épitliète  «  transcendante  ».  Il  y  a  toutefois  lieu  de  prévenir  une 
confusion  possilile  :  en  disant  série  entière  en  .t,  je  ne  supposerai  pas  que  la 
série  soit  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  a;  ;  en  disant  fonction  entière 
de  X,  je  suppose  essentiellement  que  la  série  (entière  en  x)  qui  représente  cette 
fonction  soit  convergente  quel  que  soit  x. 
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que  la  série  à  termes  positifs 

(2)  <  +  «;  A  +  a;A2  +  ...  +  f4A"  +  ... 

soit  convergente  :  on  est  sûr  alors  que  la  série  (i)  est  absolument 
et  uniformément  convergente  clans  l'intervalle  ( —  A,  A),  où  sa 
somme  est  ime  fonction  continue  de  x.  Cette  fonction  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(3)  «0  H-  a^x  -\-  ...  H-  o„_ia;»-i  H-  a„x"  -\-  6»;"+  ^ 

analogue  à  celle  d'un  polynôme  :  6  désigne  une  fonction  de  x, 
donc  on  peut  affirmer  qu'elle  reste,  dans  l'intervalle  (■ —  A,  A)  in- 
férieure ou  égale,  en  valeur  absolue,  à  la  somme  de  la  série  conver- 
gente 

a'n  + 1  H-  «;,  +  2  A  -h  aj,  _L  3  A-  -h  ... 

On  a  insisté  au  n°  173  sur  diverses  propriétés  des  fondions  de 
la  forme  (3)  où  Q  reste,  comme  ici,  inférieur  en  valeur  absolue  à 
un  nombre  ûxe.  En  particulier,  on  sait  que  deux  expressions  de 
celte  forme,  qui  se  terminent  à  une  même  puissance  de  x,  ne  peu- 
vent sans  être  identiques  terme  à  terme,  être  égales  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  x  voisines  de  o.  On  en  conclut  que  deux 
séries  entières  en  x,  qui  seraient  toutes  deux  absolument  conver- 
gentes pour  X  =  A,  ne  peuvent  sans  être  identiques,  terme  à  terme, 
représenter  la  même  fonction  de  x  dans  l'intervalle  ( —  A,  A).  C'est 
là  une  proposition  qiie  l'on  complétera  plus  tard. 

185.  —  Enfin  je  veux  dire  un  mot  des  séries  telles  que 

?i  K  j)  +  ?2  (^'  j)  +  •••  +  ?"  (•^'  y)  +  ••• 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  de  deux  variables,  en  me  bornant 
au  cas  où  ces  fonctions  sont,  comme  on  l'a  expliqué  au  n°  165, 
définies  dans  l'ensemble  (XY)  dont  les  éléments  sont  les  couples  de 
valeurs  x,  y  qui  satisfont  aux  conditions 

(1)  a  <,x  ^a!,  b  ^y  ^b'  ; 

si  pour  chacun  de  ces  couples,  la  série  est  convergente,  il  est  clair 
que  sa  somme  définit  une  fonction /(a-,  y)  dans  (XY)  :  la  série  sera 
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dilc  uniformément  convergente,  clans  ce  même  ensemble,  si  à  chaque 
nombre  positif  £  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  naturel  p 
tel  que  l'on  ait,  en  désignant  par  /'„  (;/;,  y)  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  série  proposée, 

l/(^^'..r)-/"(^0')l<^. 

sous  la  condition  n'^p,  et  sous  les  conditions  (i).  C'est  ce  qui 
arrivera,  en  particulier  si,  la  série  à  termes  positifs 

«1  -h  «2  +  •••  4-  «n  4-  ... 

étant  convergente,  on  a^  sous  les  conditions  (i),  et  quel  que  soit  n, 

1  'i„  {x,  y)  1  ^  a„. 

Si  la  série  proposée  est  uniformément  convergente,  dans  l'en- 
semble (XY)  et  si,  en  outre,  les  fonctions  ©„  (x,  y)  sont  continues 
dans  le  même  ensemble,  la  somme  f{x,  y)  sera  aussi  continue 
dans  (XY),  et  l'on  pourra,  à  chaque  nombre  positifs  faire  corres- 
pondre un  nombre  naturel  p  et  un  nombre  positif  Tj  tel  que  l'on  ait 

\f{x,y)-f,.{x'.y')\<z, 

sous  les  conditions  n^  p,  \x'  —  œ  |  <C  "//,  |  j'  —  J  |  <^  "'y  ^^  so^'s 
les  conditions  (i). 

La  démonstration  est  la  môme  que  pour  les  séries  dont  les  termes 
ne  dépendent  que  d'une  A^ariable. 

186.  — -Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  la  considération  des  pro- 
duits infinis  donne  lieu  à  des  propositions  toutes  pareilles  à  celles 
qu'on  vient  de  développer  pour  les  séries. 

Si  u,,  11^,  ...,  Un,  ...  désignent  des  fonctions  de  x  déterminées 
dans  l'ensemble  clos  (X),  et  si,  pour  chacune  des  valeurs  de  x  qui 
appartiennent  à  cet  ensemble^,  le  produit 


<7(^; 


= H  (i  ^  "")' 


est  absolument  convergent,  il  définit  une  fonction  de  j;,  déterminée 
dans  (X),  qui  pourra  être  regardée  comme  la  limite,  pour  n  infini, 
du  produit  g,,  (x)  des   n  premiers  facteurs  du   produit  infini.   Ce 
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dernier  sera  dit  uniformément  convergent  dans  l'ensemble  (X)  si, 
à  chaque  nombre  positif  s,  on  peut  faire  correspondre  un  nombre 
naturel  p  tel  que  l'on  ait, 

I  9n  {x)  —  g{x)\<:t, 

pour  toutes  les  valeurs  du  nombre  naturel  n  >•  p  et  pour  toutes  les 
valeurs  de  a?  qui  appartiennent  à  (X). 

Si  le  produit  est  uniformément  convergent  dans  (X)  et  si,  dans 
le  même  ensemble,  les  fonctions  ll^,  11^,  ...,  «„,  ...  sont  conti- 
nues, il  en  est  de  même  de  la  fonction  g  {x). 

Si,  en  particulier,  on  connaît  une  suite  infinie  de  nombres  posi- 
tifs Oj,  a^,  ...,  ttn,  ...,  tels  que  la  série  >  «„  soit  convergente,  et 
que  l'on  ait  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  (X) 
\iin\  <C  a„,  on  est  assuré  que  le  produit  infini  est  absolument  et 
uniformément  convergent. 

n  =  00 

En  effet  le  produit  infini  à  termes  positifs  j  |   (i  +  an)  est  alors 

;i  =  I 

convergent,  et  si  l'on  désigne  par  A„  le  produit  de  ses  n  premiers 
facteurs,  il  est  aisé  de  voir  (n"  119)  que,  si  l'on  suppose  m  >  n, 
on  a  I  gm  (x)  —  gn  (x)  |  ^  A,„  —  A„  ;  on  est  ramené  à  la  proposi- 
tion du  n"  179. 


Par  exemple  le  produit   i  |(  i  —  -1]  est  absobunent  et  unifor- 


11' 

n  =  I 

mément  convergent  dans  tout  intervalle   :   il  définit  une  fonction 
de  X  continue  dans  tout  intervalle. 

La  proposition  II  du  n"  183  a  aussi  sa  correspondante  ici.  En 
reprenant  les  hypothèses  et  les  notations  de  ce  n°  183,  on  peut 
affirmer  que  le  produit 

P  (m)  =  [i  +  V,  (m)]  [1  -H  v,{m)]  ...  [i  -h  v,{m)] 

a  une  limite  el  que  cette  limite  est  la  valeur  du  produit  absolu- 
ment converg'ent 


P  -  n  (^ + t'j. 
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Les  explications  que  l'on  a  données  an  n"  183  suffi senl  à  mon- 
trer que  celle  pro[)osition  esl  un  cas  parliculier  de  celle  qui  pré- 
cède. 


II.  —  FOINGÏIONS  l-LEMEMAIRES 


187.  —  7\près  avoir  élabli  ces  propositions  générales,  je  vais 
m'arrêler  un  peu  sur  quelques  fondions  parliculières,  qui  serviront 
d'exemples,  et  c|r.i  tiennent  d'ailleurs,  en  analyse,  un  rôle  essentiel. 

Considérons  d'abord  la  série 


^    ^    ^  I  1.2  l.  2   ...  Il 

on  a  vu  au  n"  95  que,  si  A  était  un  nombre  positif  quelconque,  la 

série 

A        A^  A" 

1  H 1 1-   ...  H !-  ... 

I  1.2  I  .  2  ...  71 

était  convergente.  La  série  proposée  est  donc  absolument  et  uni- 
formément convergente  dans  l'intervalle  ( —  A,  A),  c'est-à-diie 
dans  tout  intervalle  :  sa  sommey(£c)  est  une  fonction  continue  dans 
tout  intervalle.  La  règle  de  multiplication  des  séries  permet 
(n"  115)  de  reconnaître  que  cette  fonction  jouit  de  la  propriété 

en  sorte  que  la  fonction  f{x)  est  de  la  forme  a'  (n°  177),  en  dési- 
gnant par  a  un  nombre  positif,  que  l'on  déterminera  en  remarquant 
qu'il  doit  être  égal  à  /"(i),  c'est-à-dire  à  la  somme  de  la  série 

1+    -  +  ■ h.. .H \-  .... 

I        1.2  1. 2  ...  n 

Cette  somme  est  un  nombre  que  l'on  désigne  babituellement 
par  e  et  qui  joue  un  rôle  considérable  en  analyse  :  on  a  calculé  au 
n°  95  une  expression  approcbée  du  reste  des  séries  de  l'espèce  con- 
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sidérée,    et   l'on   conclut  de   suite   de   cette  forme  que  l'on  peut 
écrire 

1,1  1  0 

e=iH \ \-  ...  H -+- 


I         1.2  1 .  2  ...  n        i .  2  ...n.  n 

6  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  i  ;   cette   formule  permet 
de  calculer  e  avec  telle  approximation  que  l'on  veut  :  on  a 

6=1:2,71828182845904523536... 

La  même  formule  montre  que  e  est  irrationnel  ;  si  en  effet  il 
était  éffal  à  la  fraction  irréductible  — ,  on  aurait 

mil  I  G 

~  ■ —  I 


n  I  1,2  I,  2  ...  7Î  I.  2  ...  71.  71 

en  multipliant  les  deux  membres  par  i.  2  ...  n,  le  premier  devien- 

A 

drait  entier  ;  le  second  se  réduirait  à  -  quantité  qui  ne  peut  jamais 

être  un  nombre  entier,  même  nul.  On  doit  à  Ch.  Hermite  d'avoir 
établi  que  e  est  un  nombre  transcendant,  c'est-à-dire  que  e  n'est 
racine  d'aucune  équation  algébrique  entière  à  coefficients  ration- 
nels. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'oa  a 


1  .  2  ...  71 


X 

+ 

X- 
1,  2 

X 

I 

H- 

a;2 
1.  2 

ces  égalités,  valables  quel  que  soit  x,  sont  particulièrement  avanta- 
geuses quand  on  veut  calculer  e''  pour  de  petites  valeurs  de  x.  On 
voit  par  exemple  qu'on  peut  prendre  0,9  pour  valeur  approchée  de 

— -p. ,  avec  une  erreur  par  défaut  moindre  que  — - . 
10/  '  ^  ^      200 

V  '        .  .    .      . 

Je  reviendrai  bientôt  sur  cette  fonction  e^. 


188.  —  Considérons  encore  la  série 

/  ^        ,    m  mim — 1)    ,   ,  ,    m{m — i)...{m  —  71+1) 

^  '  I  1,2  1,2  ...  n 
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qui,  lorsque;  m  est  un  nombre  naturel,  se  réduit  à  un  polynôme 
en  X,  le  développement  de  (i  -+-  x)'".  Si  l'on  regarde .«  et  m  comme 
des  variables,  ses  termes  sont  des  polynômes  par  rapport  à  ces 
deux  variables. 

Soient  A  un  nombre  positif  quelconque  et  a  un  nombre  positif 
plus  petit  que  i ,  la  série  à  termes  positifs 

A  A(A-f-i)    0  A(Ah- i)  ...  (A -f-n  —  i)    „ 

I  1,2  1 ,2  ...  /i 

est  convergente,  car  le  rapport  du  (n  -h  i)"  terme  de  cette  série  au 
ïf  tend  vers  o  quand  n  augmente  indéfmiment.  Or,  pourvu  que 
l'on  ait  I  m  I  <  A,  I  a;  I  <  a,  les  termes  de  la  série  proposée  sont, 
en  valeur  absolue,  inférieurs  ou  égaux  aux  termes,  tous  positifs,  de 
la  série  qu'on  vient  d'écrire.  D'où  les  conclusions  suivantes  : 

La  série  (i)  est  uniformément  convergente  dans  l'ensemble  (MX) 
des  couples  de  valeurs  de  m  et  de  x  qui  vérifient  les  conditions 
I  m  I  <  A,  I  .X  I  <  a  ;  elle  est  continue  dans  le  même  ensemble.  Elle 
est,  par  conséquent,  continue  quand  on  fixe  l'une  des  variables  et 
qu'on  la  regarde  comme  une  fonction  de  l'autre.  Enfin  si  l'on  veut 
avoir  la  valeur  de  la  somme  pour  un  système  particulier  de  valeurs 
a?',  m',  satisfaisant  aux  conditions  imposées,  il  suffira  de  prendre 
assez  de  termes  et  de  donner  aux  variables  x,  m  des  valeurs  suf- 
fisamment approchées  de  x'  et  de  m'  pour  obtenir  une  valeur 
aussi  voisine  qu'on  voudra  de  la  somme  cherchée. 

Je  vais  montrer,  d'après  Abel  (*)  que  la  somme  de  la  série  (i) 
est  égale  à  (i  -+- x)"\  pourvu  que  la  valeur  absolue  de  x  soit 
inférieure  à  i. 

Regardons,  en  effet,  x  comme  une  constante,  inférieure  à  i  en 
valeur  absolue  ;  la  somme  de  la  série  (i)  est  alors  une  fonction  de 
m  définie  pour  toute  valeur  de  m,  et  continue  dans  tout  intervalle, 
puisque  dans  les  raisonnements  précédents,  A  est  un  nombre 
positif  quelconque.  Multiplions,  en  appliquant  la  règle  dun°114, 
la  série  (i)  par  la  série 

(2)  ©  (n)  =  I  +  -  a-  +  -i ^^  .T=  +  ..., 

'  1  1.2 


(^)  Œuvres,  2°  édition,  t.  I,  p.  219. 
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l'application  de  cette  règle  est  légitime,  puisque  les  deux  séries  (i), 

(2)  sont  absolument  convergentes  ;  on  aura 

(D  (m)  X  (p{n)  =  I  +  Aj.T  +  A^x^-  +  ...  +  kj,xP  h-  ..., 

Ai,  Aj,  ...,  A;j  étant  des  fonctions  de  m  et  de  n  qu'il  est  facile  de 
former.  Si  la  proposition  énoncée  est  vraie,  il  est  clair  qu'on  doit 
avoir 

(3)  œ  [m)  X  ®  [n)  =  ©  (m  +  n). 

Aj,  doit  donc  être  égal  au  coefficient  de  x''  dans  ©  (m  +  n),  c'est-à- 
dire  qu'on  doit  avoir 

/o,  *     (m  -I-  n)  (m  -h  n  —  i)  •.■  (m  -\-  n  —  p  H-  i) 

^  ^  ''  1.2  ...  p 

C'est  ce  qu'il  est  bien  aisé  de  vérifier  pour  les  petites  valeurs  de 
p,  et  de  démontrer  ensuite  par  induction.  Mais  cette  démonstration 
n'est  pas  nécessaire.  En  effet  d'une  part,  l'égalité  (3)  est  certaine 
quand  m  et  n  sont  des  nombres  naturels,  puisque  dans  ce  cas, 
©  (m),  ©  [n],  ©  (m  +  n)  ne  sont  autre  chose  que  les  développements 
(limités)  de  (i  +  x)'"-,  (i  +  x)'\  (i  +  x)'"  +  ",  et  le  coefficient  de 
X''  dans  le  développement  de  (i  +  £c)'"  +  "  doit  être  égal  au  coeffi- 
cient de  aï''  dans  le  produit  du  développement  de  (i  4-  a;)'"  par  le 
développement  de  (i  H-  x)'\ 

Dans  le  cas  général,  les  deux  membres  de  l'égalité  (3)  sont 
comme  il  est  aisé  de  le  voir,  des  polynômes  en  m,  n,  de  degré  p  ; 
ces  polynômes  prennent  des  valeurs  numéi-iques  égales  pour  toutes 
les  valeurs  entières  et  positives  de  m,n  :  il  est  bien  aisé  d'en  con- 
clure qu'ils  sont  identiques. 

L'égalité  (3)  est  donc  établie. 

Donnons  à  x  une  valeur  fixe,  plus  petite  que  i  en  valeur 
absolue  ;  ©  (m)  est  une  fonction  de  m  continue  dans  tout  intervalle 
et  la  propriété  de  cette  fonction  qu'exprime  l'égalité  (3)  montre 
(11°  177),  que  l'on  a  ©(m)  =  A'",  A  étant  une  certaine  constante 
positive  qu'on  déterminera  immédiatement  en  faisant  m  ^  i  ;  on 
trouve  ainsi  A^©(i)=i-[-£C,  l'égalité 

I  1.2  1.2  ...  p 
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csl  donc  démon Ircc.  qncl  qno  soit  m,  pourvu  que  la  valeur  absolue 
de  :r  soit  inférieure  à  i,  C'est  la  formule  connue  sous  le. nom  de 
formule  du  binôme. 

Notons,  comme  cas  particuliers^,  les  égalités 

(i  — .r'— ™  ■z= 
I         '  1.2         "  ■"    '  I.  y  ...  /> 

ou,  lorsque  m  est  entier. 

I.2.3...f»! l)  0/  N  o,  9/-/  \      0     , 

— —  =i.2.ô...(»?  —  i)-l-2.3./|...m.r  +  ô./i.o...fm  +  i)a--l- 

+  (7^  +  0  {P  +  2)  (p  -+-  3)  ...  (p  +  m  —  i)  o-J'  -+-  ...  ; 


,    T    ,       1.3    ,        1.3.5    s  T.3.5...f2n — t)    ,, 


y/l  _  .r-  ^  ^-^^  2.4.6"  •■■     '  2.4.ti-..2/) 

La  première  a  été  utilisée  aux  n""  131,  133. 

189.  —  On  parvient  à  la  série 

^  /y»  2  rptl 

©  (  .r)  ^=  I  H-  -  +  ~ !-  . . .  H h  . . . , 

'       ^  I         1.2  i.  2  ...  n 

dont  on  a  prouvé  plus  haut  qu'elle  était  égale  à  e^,  en  cherchant  la 


limite,  pour  n   infini,  de  (  i  -+--)    .  Je  n'invoquerai  pas,  dans  ce 

qui  suit,  le  fait  que  la  somme  ç:  ;  j/i  de  cette  série  est  égale  à  e'"  :  ce 
fait  résultera  à  nouveau  de  la  démonstration  même. 

Si   l'on  suppose  ]  n  |  >>   x,   on  peut    appliquer  la   formule   du 
binôme,  et  écrire 

_         nx  ,   »(?;  —  !) .r^   ,  ,   n(n—i)...n—p—i)xP   ^ 

—  I  -\ i ^  -j-  . . .  — I -f- . . . , 

m  1 . 2      R-  \.  2  ...  p  n^ 

Si  n  est  un  nombre  naturel,  tous  les  termes  de  degré  supérieur 
à  n  ont  des  coefficients  nuls,  mais  la  formule  est  valable  dans  tous 
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les  cas  ;  en  remplaçant  n  par  -,  elle  devient 


0'=/(^'  ^)' 


(i: 


en  posant 


H hfi 

I 


■^y 


J{x,  z)  = 

,+(i-z)(i-2.)...[i-(p-i; 


XP 


+ 


Si  l'on  désigne  par   a,  6  deux  nombres   poiitifs  fixes,  la  série  à 
termes  positifs 


(2)  i-f--+(i  +  6;- 


-(n-6)(i+36)...[n-(p— 1)6]^-^^  + 


est  convergente  pourvu  que  l'on  ait  a6  «<  i,  puisque  le  rapport  du 

(p  -+-  2)"  terme  au  (p  -+-  i)"  est  "        et  que  la  limite  de  ce 

rapport  pour/)  infini,  est  a6.  En  supposant  donc  a6<<i,  on 
voit  que  la  série  (i)  est  absolument  et  uniformément  convergente 
dans  l'ensemble  (XZ)  dont  les  éléments  sont  les  couples  de  valeurs 
de  X  et  de  2:  qui  satisfont  aux  conditions  \x\<a,  \z\^b..  Dans 
ce  même  ensemble  la  fonction  des  deux  variables  f{x,  z)  est  con- 
tinue ;  sa  limite  pour  z  ^  o  s'obtient  simplement  en  faisant  z  =  o 
dans  les  coefficients  delà  série,  elle  est(p[x).  De  plus,  quelque 
petit  que  soit  le  nombre  positif  s,  on  peut  lui  faire  correspondre 
un  nombre  positif  y;  tel  que  l'on  ait.  pourvu  que  x,  x'  soient 
moindres  en  valeur  absolue  que  a, 

cp(a-)  —  (i  -H  zx')""  <  c, 

sous  les  conditions  \x  —  £c'  |  <  yj,  |  z  |  <  v^. 

Il  revient  au  même  de  dire  qu'on  peut  faire  correspondre  à 
chaque  nombre  positif  s  deux  nombres  positifs  yj  et  P  tels  que  l'on  ait 


cp(a;)  -^ 


X' 

I  -] 

n 


<£ 


sous  les  conditions  j  £c  |  <  a,  j  £c'  [  <C  a  I  £c  —  x'  \  <^  Y],  |  n  |  >>  P  ; 
on  peut  prendre  P  égal  ou  supérieur  à  -  • 
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La  démonslralioii  précédente  subsisterait  si  l'on  votilait  se  borner 
à  considérer  des  valeurs  naturelles  de  n,  de  manière  à  n'utiliser  la 
formule  du  binôme  que  pour  ce  cas.  Seulement,  alors,  la  variable 
z  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  appartenant  à  l'ensemble  des 

fractions  -,  ensemble  qui  admet  o  pour  point  d'accumulation  ('). 

On  pourrait  aussi,  dans  ce  cas  appliquer  la  proposition  II  du  n"  183. 

190.  —  Si   a,  fj  tendent  vers  o  de  manière  que  le  rapport  g 

tende  vers  une  limite  ).,  l'expression  (14-  a)  P  tendra  vers  la  limite 
(p  (X)  :  il  suffit,  pour  le  voir,  de  supposer  dans  la  proposition  qui 
précède 

aî'  =  3,       2  =  P,       x  =  X. 

Enfin  dans  tout  ceci,  on  ne  s'est  point  servi  de  ce  que  (p{x)  était 
égal  à  e^',  et  cette  proposition  peut  être  regardée  comme  une  con- 
séquence de  ce  que  l'on  vient  de  dire. 

En  effet,  si  l'on  regarde,  comme  onl'afait  plus  haut,  C9  (i)  comme 
la  définition  du  nombre  e,  il  est  clair  que  l'on  aura 

I  \  '*  — 

lim.  (j  -t-  2)''  =  (i,  (i)  =  e. 


On  a  d'ailleurs,  en  posant-  =  a, 


(■+!)"=[(■  +  '•')']  = 


si  n  augmente  indéfiniment,  ou  si  a.  tend  vers  o,  la  quantité  entre 
crochets,  dans  le  second  membre,  tend  vers  e,  et  le  second  membre 
tend  vers  e^,  à  cause  de  la  continuité  de  la  fonction  x"^  ;  on  a  donc 


(0  (x)  =  lim.   (  I  H — ] 


(')  Dans  rintroduction  des  Eléments  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  que 
j'ai  publiée  avec  M.  Molk  (t.  I,  p,  loi),  j'ai  reproduit  une  démonstration  très 
simple,  relative  au  cas  où  n  croit  par  valeurs  entières  et  positives,  qui  est  due 
à  M.  Darboux. 
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191.  —  On  a  vu  comment  la  propriété  fondamentale 
de  la  fonction  e"  apparaît  sur  la  série 


e^  =  I  H 1 h 


I         1.2  1. 2 .,.  n 

Sur  cette  même  série,  la  continuité  apparaît  aussi  facilement 
(n"  184)  ;  enfin,  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x  étant 
positifs,  on  voit  que  e'  est  une  fonction  croissante  pour  x  positif;  il 

en  est  de  même  pour  x  négatif,  à  cause  de  l'égalité  e—^  =  ~  ;   quand 

X  croît  de  —  oo  à  -h  oo  ,  e'"  toujours  positif,  croît  de  o  à  +  oo  ; 
é',  lorsque  x  croît  par  valeurs  positives,  croît  plus  vite  que  n'ira- 

porte  quel  polynôme  g  {x)  ;  on  entend  par  là  que  le  rapport  "^—y- 

tend  vers  o  ;  il  suffit,  pour  le  voir,  de  remplacer  e^  par  la  somme 
des  /)  -t-  I  premiers  termes  de  la  série,  en  supposant  p  supérieur 
au  degré  de  g  {x)  ;  on  a  ainsi  une  fraction  rationnelle,  plus  grande 

Q  (  iï"  ) 

en  valeur  absolue  que  -—  ,  et  qui  tend  vers  o.  Cette  dernière  pro- 
priété s'étend  évidemment  à  toute  fonction  de  x  qui  serait  définie 
par  une  série  entière  en  £c,  convergente  quel  que  soit  x,  et  ayant 
ses  coefficients  positifs.  On  voit  aussi  que  l'on  a  quelque  soit  le 
polynôme  g  (x) 

On  verrait  de  même  que,  quel  que  soit  le  nombre  positifs, 
l'expression  -j  ou  £c'"e— ^  tend  vers  o  quand  x  augmente  indéfini- 
ment. 

Il  résulte  de  là  qu'aucune  relation  de  la  forme 

Ae«^  +  B'^  -h  ...  +  Le^''"  +  M  =  o, 

oùa, /3,  ...,  X  sont  des  constantes  et  A,  B,  ...,  L,  M  des  poly- 
nômes en  X,  ne  peut  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  En 
effet,  il  est  permis,  sans  diminuer  la  généralité,  de  supposer  dans  la 
relation  précédente  que  tous  les  nombres  a,  p,  ...,  X  sont  négatifs, 
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puisqu'on  ramènerait  la  relation  précédcnlo  à  ce  cas  en  divisant  les 
deux  membres  de  la  relation  picccdentc;  [)ar  colle  des  fonctions 
e^^ ,  e^^ ,  ...,  6'"^,  qui  correspond  au  plus  f^nvuid  des  nombres 
a,  |3,  ...,  /.  On  peut  aussi  supposer  7.  <.  fj  <i  ...  -<  À.  Jmi  faisant 
croître  x  indéfiniment,  on  voit  que  si  l'égalité  précédente  était 
vraie,  M  devrait  tendre  vers  o,  cela  n'est  possible  que  si  M  est  iden- 
tiquement nul  ;  en  multipliant  ensuite  l'identité  précédente  par 
e  —  'kx  et  en  raisonnant  de  la  môme  façon,  on  voit  que  L  doit  être 
identiquement  nul,  etc.  En  particulier,  on  voit  qu'il  ne  peut  exister 
aucun  polynôme  /'(x,  y)  entier  en  x  et  y  qui  devienne  nul  pour 
toutes  les  valeurs  de  ./;  quand  on  y  remplace  y  par  c',  c'est  ce 
qu'on  exprime  en  disant  que  e''  n'est  pas  une  fonction  algébrique 
de  x,  ou  que  <?'  est  une  fonction  transcendante. 

192.  —  On  appelle  logarithme  naturel  ou  logarithme  népérien 
d'un  nombre  positif  x  le  logarithme  de  ce  nombre  pris  dans  la 
base  e  ;  le  symbole  log  sera  réservé  désormais  aux  logarithmes 
naturels  ;  on  a  ainsi^  par  définition, 

e^°S  •^-  =  .T. 

En  désignant  par  loga  x  le  logarithme  du  nombre  x  dans  la 
base  a  et  en  prenant  les  logarithmes  naturels  des  deux  membres 
de  la  formule 

on  trouve 

°°"  loga' 

et  l'on  voit  comment   on  peut  passer  du  système  de  logarithmes 
naturels  à  un  système  de  logarithmes  quelconques. 

Le  nombre  i— ;^; —  ,  par  lequel  il  faut  multiplier   les  logarithmes 

naturels  pour  avoir  les  logarithmes  vulgaires  (à  base  lo)  est 


M  =  0,4342944819...; 
on  passe  des  logarithmes  vulgaires  aux  logarithmes  naturels  en 
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multipliant  les  premiers  par 

—  =z  2,3o2585o93o 

(valeur  approchée  par  excès) . 

On  a  en  désignant  par  m  un  nombre  positif  quelconque  et  en 
supposant  que  la  variable  x  reste  toujours  positive, 

lim.  a?'"  loa-  ce  :=  o,  lim.      — 2 —  =  o  ; 

comme  on  le  voit  de  suite  en  posant  a;  =  e%  et  en  faisant  tendre 
z  vers  —  co  ou  vers  -H  00  .  Le  même  changement  de  variable 
montre  aisément  que  log  x  ne  peut  être  une  fonction  algébrique 
de  X. 

L'identité 

qui  devient  évidente  en  prenant  les  logarithmes  naturels  des  deux 
membres,  montre  que  l'on  a,  quel  que  soit  le  nombre  positif  a, 

X  lo2'  a         (x  I02;  aY  (x  I02;  aY 

I  1.2  1.2  ...p 

De  cette  égalité  on  déduit  la  suivante  : 

ce  —  Il              X  (I02;  aY                 xv  —  ^  (loe;  aV 
=  log  a  ^ '^    ^    -h  ...  H ^    ^     '    -h  .... 

X  ^  1.2  I.2...p 

dont  le  second  membre  est  une  fonction  continue  de  x  ;  en  faisant 
tendre  x  vers  o,  on  voit  que  le  second  membre  a  pour  limite 
log  a  ;  telle  est  donc  aussi  la  limite,  pour  x  ^=  o,  de 

g'' — I 

X 

En  remplaçant  x  par  —  et  a  par  x,  on  arrive  à  la  conclusion  sui- 
vante :  lorsque  m  augmente  indéfiniment  par  valeurs  naturelles, 
l'expression 

m  [^y/x  —  I  j, 

OÙ  X  est  un  nombre  positif  quelconque,  a  pour  hmite  log  x.  Celte 
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propriété  du  logatillime  népérien  répond  à  la  propriété  dee'  d'être 
la  limite  de 

X 

1  -I 

m 

quand  m  augmente  indéfiniment. 

193.  —  Soit  X  un  nombre   positil'  plus   petit   que   i   en   valcuj 
absolue,  on  vient  de  voir  qu'on  a 

log  (i  +  x)  ^=  lim.  r^ ; 


la  quantité,  dont  il  faut  prendre  la  limite  pour  2  =  0,   n'est  autre 
(n"  188)  que  la  somme  de  la  série 

I         ^  ^2  ^  '   \  ■ij    i 

z\         1  z      \  xJ' 


Or,  si  l'on  désigne,  par  a,  h  deux  nombres  positifs  dont  le  pre- 
mier est  plus  petit  que  ],  on  voit  de  suite  en  comparant  le //' 
terme  au  précédent,  que  la  série  à  termes  positifs 

_  +  (,  +6) -  +  (!+&)  /i+-j^  +  . .. 

+  (n-6)     I  +-    ...     1  + 


est  convergente  ;  on  en  conclut  que  la  fonction  'j>  {x,  z)  est  continue 
dans  l'ensemble  (XZ)  dont  les  éléments  sont  les  couples  de  valeurs 
de  X,  z  qui  vérifient  les  conditions  |  ic  |  ^  a   |  -  ]  ^  ^• 

En  particulier  la  limite  de  sa  somme,  pour  z  =  o,  s'obtiendra 
en  remplaçant  simplement  z  par  o  dans  les  coefficients;  on  aura 
donc 

(I)  loo.(i+:.)=^_^^+|_...  +  (_i)i-^  +  .... 

Le  second  membre  est  encore  convergent  pour  x  =  j  ;  i\  résulte 
d'une  proposition  qui  sera  établie  plus  tard  que  la  somme  de  la 
série 

III  (—  iV'  — ' 
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est  bien  log  2  ;  pour  a?  =  —  i  le  second  membre  de  l'égalité  (  1  ) 
est  une  série  divergente  ;  au  surplus  log  (i  -t-  x),  pour  x  ■=  —  i, 
n'a  pas  de  sens. 

Si  dans  la  formule  (i)  on  remplace  x  par  —  x,   on   trouve,   en 
supposant  toujours  |  ce  |<C  1, 


log  (l   £C)  = -5- 

on  a  donc 

,       I  H-  a;  fx        x^        x"" 

loo.    :=   ,    (   ^    _^     _    _,.     ^_ 


en  remplaçant  dans  celte  formule  x  par j,  on  obtient  la  for- 
mule suivante  qui,  lorsqu'on  y  regarde  n  comme  un  nombre  natu- 
rel et  h  comme  un  nombre  plus  petit  que  i,  permet  de  justifier  la 
règle  bien  connue  pour  l'interpolation  et  qui,  lorsqu'on  y  fait 
A  =  I,  permet  de  calculer  de  proclic  en  procbe  les  logarithmes 
des  nombres  entiers 

1      /         /\      1  r      /'  i        h^  I        /i''  1 

log(n  +  /0-logn  =  .[-:p^^+3^^^^_^^^^,  +  .^^^^^p;p  +  ...J. 


194.  — Lorsque  .r  est  positif  et  plus  petit  que   i,  log  (i   h-  x) 

x'^ 
est  compris  entre  x  et  a; (n°  137).  On  peut  donc  écrire 

log  (l   -Y  X^  ^  X  —  %x^, 

d  étant  une  certaine  fonction  de  x,  dont  la  valeur  reste  comprise 
entre  o  et  -;  en  désignant  par  n  un  nombre  naturel  et  en  rempla- 
çant dans  cette  formule  x  par  -  et  6  par  On,  elle  devient 

û 

log  (n  +  i)  —  log  71  = r,, 

d'où,  en  remplaçant  successivement  n  par  i,  2,  ...  et  en  ajoutant, 

11  II/         X      6,      6.,  e„ 

12  n  ^  ^  ^1-2-  71- 

si  l'on  fait  croître  n  indéfiniment,  le  second  membre  tend  évidem- 
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t  vers  une  limite,  uiiisquc  la  série    >   -^  dont  les  termes  sont 


ment  vers  une  limite,  puisq 


positifs  et  moindres  que  les  termes  de  la  série  ^  -^  est  convergente. 
Le  premier  membre  ou,  si  l'on  veut,  la  diflcrence 

II  I        , 

-\-      +  ...  -I lo^/( 

1-2  II  ^ 

tend  par  conséquent  vers  une  limite,  évidemment  positive.   Cette 
limite  porte  le  nom  de  constante  d'Euler  :  sa  valeur  est 

C  =  0,57721506/1901 532... 

Cet  important  résultat  met  bien  en  lumière  la  possibilité  d'iippro- 
clier  d'une  limite  quelconque,  en  intervertissant  l'ordre  des  termes 
de  la  série  non  absolument  convergente  ; 

I        I         I 

I H  o  —  >   H-  •..  : 
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si  l'on  pose  en  effet 


p  =  n 


V    I 


P=  • 


?•  =  1  r  ^  i 

on  aura  Km.  a  [n)  =■  o,  puis 

SI                   ou    c              ^   c  -^  c 

2)!  —  1    '-'2/J   '^2)î  9        "  9        '-' 

^  2  ^'^S'  |]  +  log  2  4-  T  (2  n)  —  ^-  O  (n)  —  ^-  o  (p), 

et  il  est  clair  que  si  n  etp  augmentent  indéfiniment  de  façon  que 
le  rapport  -  tende  vers  une  limite  h,  la  limite  du   second  membre 

sera  log  2  +     log  h. 

195.  —  On  appelle  cosinus  hyperbolique^   sinus  hyperbolique, 
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tangente  hyperbolique  de  x  les  fonctions  définies  par  les  formules 


,,      _  e^  -H  e  — ^                , 

e>- 

—  e-"-- 

2             ' 

,            shx        e^  —  e^^ 

2 

ctiœ        e^  -\-  e~^ 

qui,  en  posant  e"^  =zy,  deviennent 


i\  .!,.._  ]/,,__   M. 


ch  ce  :=  -  (  y  H —  ) ,         sha:  =  -  (  y  —  -  ) 


Ûix 


y>  2    Y  yl  J-    ^-    I 

Les  fonctions  shx,  cha:,  th  x  sont  continues  dans  tout  intervalle  ;  en 
se  rappelant  que  lorsque  x  croit  de  o  à  +  X)  ,  j  croit  de  i  à  +  ao  , 
on  voit  de  suite,  que  dans  les  mêmes  conditions,  cha?  croit  de 
I  à  H-  ce  ,  sha;  de  o  à  4-  co  ,  th  a;  de  o  à  i .  Les  formules 

ch  ( —  x)  =  chj",  sli( —  x)=  —  shx,  th( — x)  ■=■  tlix, 

achèvent  de  faire  connaître  la  façon  dont  varient  ces  mêmes  fonc- 
tions quand  x  est  négatif. 

Des  définitions  de  ces  fonctions  on  tire  de  suite  les  relations 

e^  =  chx+  shx,  g  — ■^=  chx  —  shx; 

d'oLi  l'on  déduit 

gx  +  y      -_-  (^chx  H-  shx)  (chj  +  shj)  =  ch  {x  -{-  y)  -f-  sh  (x  H-  j). 
e~^~y  =  (chx  —  shx)  (chj  —  û\y)  ■=  ch  [x  -\-  y)  —  sh  (x  — y): 

en    ajoutant,    retranchant,    divisant   membre   à   membre,    faisant 
j;  =  —  y,  ...,  on  obtient 

ch  (x  -h  y)  =  chx  chy  -f-  shx  shj, 
sh  (x  +  y)  =  shxchj  -+-  chx  shj, 

,    ,  ,         thx  -h  thy 

th  X  -h  y)  =  — —T — TT^  , 
^  "^  '        iH-thxtlij 

I  =  ch-x  —  sh^x. 
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Notons  encore  les  formules 

dix  =  1  -t h    „-    4-  ..., 

1.2  1.  2,  O. 4 

,  X  x'^  x'' 

sha; 


I  ^  1.2.:^,    '     i.ri.3.4.ô 
qui  mettent  aussi  en  évidence  le  sens  de  la  variation  de  cli  .x,  sh.x;. 

196.  ■ —  De  l'étude  des  variations  des  fonctions  sh.r,  th.x',  il  ré- 
sulte qu'il  existe  une  valeur  de  x  et  une  seule  qui  fait  acquérir  à  la 
première  une  valeur  donnée  z  quelconque,  à  la  seconde  une  valeur 
donnée  z  comprise  entre —  i  et  H-  i,  ces  >aleurs  sont  respecti- 
vement 


los:  (  2  -H  J ~J  -H  I  ),  log 


Vr 


en  donnant  aux  radicaux  la  signification  arithmétique  :  telles  sont 
les  fonctions  inverses  de  shx,  th  .r  ;  ces  fonctions  inverses  sont  du 
même  signe  que  r  et  croissent,  de  —  x  à  h-  x  ^  quand  r,  pour  la 
première,  croit  de  —  oo  à  4-  x  ,  et  pour  la  seconde,  de  —  i  à 
H-  I.  Quant  à  c\\x,  il  y  a  deux  valeurs  symétriques  de  x  qui  lui 
font  acquérir  une  valeur  donnée  z,  que  l'on  doit  supposer  jdIus 
grande  que  i  ;  la  valeur  positive  est 


]0g(,    +\/-2_i)^ 

en  donnant  toujours  au   radical  sa  signification  arithmétique  :   on 
peut  choisir  la  fqnction  précédente  comme  étant  la  fonction  inverse 
de  ch  X  ;  elle  croit  de  o  à  -t-  oo  ,  quand  z  croit  de  i  à  H-  x  . 
Si  l'on  veut  rappeler  l'origine  des  fonctions  de  z 


log  [z  +  V^z^  +  I  ),  log  V'tÎ^-!  '  log  (z  +  /z2  _  I  ]^ 

que  l'on  vient  de  définir,  on  pourra  les  désigner  respectivement  par 
les  symboles 

aslix,  athcc,  ach  :c. 

197.  —  Une   méthode    analogue  à  celle  que   l'on  a   suivie  au 

/  x\" 

n."  189   pour   obtenir  l'expression  de  la   limite  de  (  i  -+-  -  )    peut 
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servir,  ainsi  qu'Euler  l'a  montré  (*),  à  déduire  des  propositions  les 
plus  élémentaires  de  la  trigonométrie  les  développements  en  série 
des  fonctions  cos  x  et  sin  x  ;  tout  en  suivant  la  même  marche, 
c'est  à  un  point  de  vue  un  peu  différent  que  je  me  placerai. 

On  définit  les  fonctions  sin  x  et  cos  œ,  au  début  de  la  trigono- 
métrie, par  des  considérations  géométriques  ;  il  y  a  un  intérêt 
évident  à  introduire  dans  l'analyse  le  moins  possible  de  données 
expérimentales,  et  il  importe  par  conséquent  de  donner  des  fonc- 
tions sin  x  et  cos  x  une  définition  qui  repose  uniquement  sur  la 
notion  de  nombre  et  n'emprunte  rien  à  l'idée  d'espace. 

On     établit   encore  par    des    considérations    géométriques    lus 

formules 

i    cos  [a  H-  5)  =  cos  a  cos  h  —  sin  a  sin  h, 
(i) 

/    sin  (a  H-  6)  r=  sin  a  cos  h  -t-  cos  a  sin  h. 

Je  vais  montrer  (en  supposant  d'abord  leur  existence)  comment 
on  peut  déterminer  toutes  les  fonctions  continues  ç ''ic),  ^\i{x)  qui 
jouissent  des  propriétés  définies  par  les  formules 

(    tp  (a  +  6)  =  cp  (a)  cp  (6)  —  J;  («)  •];  {h), 
(2)  ( 

'     J;  (a  -h  6)  =  J;  (a)  cp  (6)  +  iL  (6)  o  (a), 

et  satisfont  en  outre  à  une  autre  condition  qui  sera  introduite  plus 
tard. 

Sij  après  avoir  élevé  au  carré,  on  ajoute  les  équations  (2)  membre 
à  membre,  on  obtient 

o"  (a  +  h)  -v  ^y-  {a  -{-  b)  =  [f  (a)  4-  ^  {a)]  [f  [b)  -h  «L^  (h)]. 

Cette  égalité  montre  cpie  la  fonction  f  (x)  =  (d'^  (x)  h-  'J;-  [x) 
jouit  de  la  propriété  f  {x  -+-  y)  z^zz  f  {x)  X  f  [y)  ;  si  on  exclut  le  cas 
où  cette  fonction  serait  identiquement  nulle,  on  voit  (n°  177) 
qu'elle  est  de  la  forme  A'",  ou,  ce  qui  revient  au  même,  e'^,  g  étant 
une  certaine  constante  numérique. 

Mais  il  est  clair  que,  si  les  fonctions  ©  [x),  'h  (.r)  jouissent  des 
propriétés  qu'expriment  les  équations  (2),  il  en  est  de  même  des 

fonctions  e~'i^  cp  [x),  e~î''  <|  (ce)  :  si  l'on  pose 

(/  _  r/  ^  . 

e      1^-  o  {x)  =  cos  X,  e     'i''  'l  (a;)  =  sin  x, 

(1)  Introduclio  in  analjsin  infinitoniin,  §  134. 
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:u'6 


en  désignant  par   ces  x   et  sin  x   tics  fondions    dont  on  sii[)[)Osc 
seulement  qu'elles  sont  continues  et  qu'elles  satisfont  aux  équa- 
tions (i),    on    devra,  à  cause   de  la   relation  '>'■' (;/;)  -H  'b'^  [x)  =  e»', 
avoir 
^3)  sin^  X  -f  cos^  X  ==  I  ; 

tout  revient  à  déterminer  les  fonctions  inconmies  sin  x  et  cos  x  par 
les  relations  (i)  et  (3).  Si  d'ailleurs  on  fait  6  =  0  dans  les  équa- 
tions (i)  et  que  l'on  résolve  par  rapport  à  cos  o  et  à  sin  o  les 
équations   que    l'on  obtient,    on  trouve   cos   0=1,   sin  o  r^=  o  ; 

.,  .  .  T  •  1  sin  ./:  , 

j  ajoute  mamtenant  cette  condition  que  le  rapport   -      ,  quand  on 

fait  tendre  x  vers  zéro,  ait  l'unité  pour  limite. 

L'application  répétée  des  formules  (i)  conduit,  par  un  procédé 
bien  connu,  aux  relations  suivantes  : 

cos(«  +  b  -\-  ...  +  /j  =  cos  a  cos  6  ...  cos  /  [    1  —  i:^  +-  -4  —  ...]• 
sin  («  -f-  6  H-  ...  -(-  l]  =-■  cos  a  cos  6  ...  cos  /  [x^  —  X.^  +  S..  —  ...]» 

où,  en  supposant  Igx  mis  pour  abréger  à  la  place  de ,  on  re- 
garde Z,,  S^,  Z3,  ...,  comme  la  somme,  la  somme  des  produits 
deux  à  deux,  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  ..  ,  des  quan- 
tités tga,  lg6,  ...,  tg/;  en  supposant  les  quantités  a,  6,  ...,  /  en 
nombre  égal  à  m,   en  les  prenant  toutes  égales  et  en  remplaçant 

ce 
enfin  a  par  —  ,  les  formules  précédentes  deviennent  (^)  : 

.    xV  I        x's'* 

"lis—  )         .  >  ,  „  .  1  mtg-j 


cos"  — 


I  \  \     ^  ml        /         I 
1 '- —  ■   '  •  — 


mj       \.-i  \         inj\         injy         m    1.2. '6. 


m\s  —  .  ^    ,  ml"  — 

^  ,„  X  I  \  m     \  m        1.2.6 

cos 


m 


■  -lU.-^'^^-     3^^-     '' 


mis  — 


inj  V  m/  \  ml   \  m'   i.  2.  à.  li.5 


(')  Ces  formules,  à  la   vérité,  n'auraient   pas  de  sens  si  cos  -  était  nul  ;  mais 
on  va  l'aire  grandir  ni  indéfiniment  ;  quel  que  soit  ,r,  le  nombre  -  6nit  par  de- 
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I  X 

Les  seconds  membres,  quand  on  y  remplace  —  par  z  et  m  tg  —  par 
II,  deviennent  respectivement 

«P(î.„)  =  ?-(l-,.)(l-2:)-J^  +  (,-:)(l-3--)(,-3:)(.-4.)-^ij-5 

si  z  représente  l'inverse  d'un  nombre  naturel,  les  développements 
ainsi  obtenus  sonl  essentiellement  limités  :  mais  rien  n'empêche 
de  regarder  z  comme  étant  quelconque,  les  développernents  qui 
figurent  dans  les  seconds  membres  comme  des  séries  contenant  une 
infinité  de  termes  qui  suivent  la  même  loi  que  les  termes  écrits,  et 
•i»  [z,  u),  W  [z,u)  comme  les  sommes  de  ces  séries,  pourvu  qu'elles 
soient  convergentes  :  en  regardant  c  comme  l'inverse  d'un  nombre 
naturel,  ces  séries  se  réduiront  aux  développements  limités  que 
l'on  a  particulièrement  en  vue.  Or,  il  résulte  du  n"  189  que  si  l'on 
désigne  par  A,  B,  des  nombres  positifs  quelconques  satisfaisant  à 
la  condition  /VB  <^  i,  les  séries  $  (r,  u),  W  {z,  u)  seront  absolu- 
ment et  uniformément  convergentes,  et  représenteront  des  fondions 
continues  des  deux  variables  z,  ii  dans  l'ensemble  (ZU)  dont  les 
éléments  sont  les  couples  de  valeurs  z,  u  qui  vérifient  les  conditions 
I  2  I  ^  B,  1  u  I  ^  A  ;  si  z  tend  vers  o  et  a  vers  une  limite  x,  les 
fonctions  0  {z,  u),  W  {z,  u)  tendrontrespectivement  vers  des  limites 
que  l'on  obtiendra  simplement  en  remplaçant  dans  les  séries  ::  par 
o  et  «  par  x,  et  qui  seront 

<î)  (o,  x)  =^  i H 

\  /  T        o 


W  (o,  x) 


1.2  1.2.3.4 

X'' 


1.  2.  '6        1.2.3.4-5 


Or,  quand  m  croît  indéfiniment  par  valeurs  naturelles,  r  =  — 


tend  vers  o  et 

tg;.x         sin  zx 


X 


venir  très  pelit,  et  jDar  conséquent  cos  —  linit  par  être  très  voisin  de  i,  puisque 
cos  X  doit  être  une  l'onction  continue  de  x  et  c[ue  l'on  a  cos  o  =  i. 
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Icnd  vers  ./;  puisque  le  premicf  laclcur-  du  deinicr  membre  tend 
par  hypothèse  vers  j  ,  cl  (juc  le  second  l'aclour  lend  vers  ./;  en  vertu 
de  la  continuité  de  la  fonction   cos  ./;,  ([ui  d(jit  se  réduire  à  i  pour 


ce  ==  o. 

On  doit  donc 

avoir 

lim. 

cos  X 

X 

cos'"  — 
m 

lim. 

sm  X 

/?(  =  -jj 

X 

cos'"   - 
m 

*         ^±1  _ 
TT^  +  1T2T374  ' 

X^  X^ 


I      '  I.2..)        [.a.3./|.5 
Il  est  maintenant  aisé  de  prouver  que  l'on  a 


cos"'  — 
m 


En  effet  les  relations  (i)  et  (3)  fournissent   aisément  la    relalion 


cos  a  =  I  —  2  sin'     ,  d'où  l'on  déduit 


•2 


X         V  .    ,:xl 

5"'  --  =  I  i  —  2  sm-  — 
ml  2  Ji 


en  remarquant  que  le  rapport 


.  ^  zx  .    zx 

$\n^  —  sm  — 

2                      2    [       .     zx 
9  =: X  sin  — 

z  zx      '  " 


a  pour  limite  o  quand  r  tend  vers  o,  et  en  se  reportant  au  théorème 
du  n"  190,  le  résultat  annoncé  ressort  immédiatement. 

Si  donc  il  existe  des  fonctions  continues  cos  x,  sin  x  vérifiant 
les  équations  fonctionnelles  (1),  (o)  et  satisfaisant  à  la  condition 


lim.  s"^  ■''  ^  j 

u  =  o       X 


elles  doivent  être  définies  par  les  formules 
(        ,  .  x^  x'' 

[      o    {x)=    l + ^^  —   . 

)      '     ^     '^  1.2  t. 2. 0.4 

J     ,         .  X  X-'  X'^ 

[  V  [^)  —  -  —  yj:^  +  1.2.3.4.5 


(3) 
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et  il  ne  reste  plus  qu'à  montrer  que  les   fonctions   ainsi  définies, 
satisfont  effectivement  à  ces  conditions. 
On  a  d'abord 


^    I: 


I  X'  X* 


I        1.2.3        1.2.3.4.5 


La  série  qui  figure  dans  le  second  membre  est  absolument  et 
uniformément  convergente  ;  elle  est  donc  continue  pour  toute  va- 
leur de  X,  en  particulier  pour  o,  ce  qui  montre  que  le  pre- 
mier membre  a  pour  limite  l'unité  quand  x  tend  vers  o.  ^Notons  en 
passant  que  cette  proposition  entraîne  la  suivante  : 

Si  a,  h  sont  des  constantes  quelconques,  dont  la  seconde  n'est 
pas  nulle,  on  a 

lim.  '^  C«^)        « 


:  o  <h  {px)        h  ' 


en  vertu  de  l'égalité 


D"- 


^  {ax)  _a        <\>  (ax)  bx 

—  z-    X        „„       X 


<]/  {bx)  ~  b  ^      ax      ^  ^  [bx) 

L'application  de  la  règle  pour  la  multiplication  des  séries  aux 
fonctions  ©  (j;\  d/ (x),  permet  de  vérifier  sans  peine  les   formules 

(  ?  (^  +  r)  =  o  {x)  o  (j)  —  'h  (x)  <];  (j), 
(5)  ]'^  {x+  j)  =  J-  (^)  ?  (y)  +  '^  (J)  ?  i^)' 

(  [<,{x)Y-^[^{x)Y  =  i. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  développer  ces  calculs,  d'autant  qu'ils 
sont  aisés  et  qu'on  aura  plus  tard  l'occasion  de  déduire  ces  for- 
mules de  la  définition  de  (D  {x)  et  de  d;  (x)  par  une  autre  voie.  Je  me 
bornerai  à  montrer  comment  on  peut  établir  la  périodicité  des 
fonctions  ©  (ce)  et 'J;  (x)  en  partant  des  formules  (3)  et  (4).  Il  faut 
tout  d'abord  arriver  à  la  notion  du  nombre  tî. 

198.  —  La  série  qui  définit  '}  (j')  peut  s'écrire  : 

^  {x)  =  x^i-  ^  +  j-^^  [1  -  §^^  +  ... 

a^"  -'  '  r :c^ "1 

■^  1.2  ...  [hn  +  i)  1/         [liii  Hr  2)  [liii  +  i)]  "^  ■••  ' 


I 
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loulcs  les  quanlilcs  cnlrc  croclicls  sont  é\iilciiimcnl  pûsili\eà 
si  l'on  a  .r-  <^  (i  et  a  forliori  si  l'un  a  |  x  \  ^  'i  ;  ainsi  'i>  (x)  a 
une  valeur  Inujouis  [xisilive  si  ./;  est  compris  enlic  o  et  :i  ;   il  en 

est  de  même  de  ^-^— si  ./;  esl   compiis  entre  — -   -i  et     -    >.    D  un 
,/■ 

autre  coté  les  rorniules  (3)  donnent  sans  peine  régalilé 

«  C'  \ 

h  h       '    ^  vtj 

•2 

qui  montre  que  le  premier  membre  est  toujours  négatif  si  x 
et  ./;  +  h  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  2)  ;  car  alors  x  -r-  -  appar- 

h 
tient    a   ce    même  intervalle  et  -  est  cerlainement  compris  entre 

—  I  et  H-  I  :  donc  les  deux  fadeurs  qui  figurent  dans  le  second 
membre  sont  positifs  ;  ainsi  dans  l'intervalle  (o,  2)  la  fonction  'S,  {x) 
est  décroissante  ;  mais  cette  fonction  se  réduit  à  la  valeur  posi- 
tive +  I  pour  X  =:  o  :  en  l'écrivant  sous  la  forme 

x'-     .T*  x^       r        .-f-  "I 

^  ~  T  ^  i4  "~  1.2. ci. 4. 5. 6  L^  ~~  T^J  ~  ■■■ 

a-^"-^        r x-i       "I 

1.3  ...  (4n  —  2)  |_^  ~  [[\n  —  x)  AnJ  ■■ 

on  voit  que  toutes  les  quantités  entre  crochets  sont  positives  pour 
.T  =  2  et  l'on  constate  que,  pour  la  même  valeur  de  x,  la  quantité 

x'-        x^ 
I  —  —  H-  .^  est  négative  :  on  en  conclut  s  f  2  1  <  o.  La  fonction  ç;  {x), 

continue  et  décroissante  dans  l'intervalle  (o.  2),  positive  pour 
.T  =  G.  négative  pour  ./;  =  2.  admet  donc  une  racine  et  une  seule 

comprise  dans  cet  intervalle  ;  désignons  la  par  -•  La  formule 


montre  que  l'on  a 

et  la  supposition  'b  ^'j  =  _  i  doit  être   exclue  puisque  la  fonc- 


^^)  =  ±. 
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tion  d»  (œ)  est  positive    entre  o  et  2.   Les    formules    (3)   donnent 
ensuite 

?  (^  +  ^)  =  —  'l'  (^)'         '^  ("^  +  J)  —  ï  H' 
d'où 


Ci  (a;  H-  tt)  =  —  'M  a:  H-   -  j  •=  —  cp  (a:), 

(L  (a;  +  tt)  ==  4-  -^  /  X  +  -  j  =r  —  J;  (œ), 
ç  (a;  +  27:)  =  cp  (a;),      (L  (a?  +  27i)  =  d>  (x),      etc.,  

D'ailleurs  les  séries  mêmes  qui  définissent  (p  (x)  et  ^  (x)  montrent 
que  ©  {x)  est  une  fonction  paire  et  'J>  (x)  une  fonction  impaire,  c'est- 
à-dire  que  l'on  a 

o  ( —  x)  =^  o  (x),      <\i  ( —  x)=  —  (L  (x)  ; 

par  suite,  les  formules  précédentes,  par  le  changement  de  a:  en  —  x, 
donnent 


a"  I  =  —  il  ( —  x)  ^^  <ii  (a;) , 
=:  cp  ( —  x)  =  o  [x)  ; 


de  même 

?(-- 

-  a;)  =  —  (ç  (x). 

cp  (371:  - 

-  a;)  =  cp  (a-), 

cL  (tt  —  x]  r=  J;  (a;), 

'Il  (27:  —  a")  =  —  <li  (a;). 

De  ces  diverses  formules,  et  de  ce  fait,  établi  plus  haut,  que  la 

fonction  ©  {x)  décroit  de  i  à  o  quand  as  croît  de  o  à  -,  on  déduit 

sans  peine  la  façon  dont  varient  les  fonctions  ç  [x),  (|  (ïc)  ou  cos  x, 
sin  X,  quand  x  varie  dans  un  intervalle  quelconque. 

De  la  périodicité  de  ces  fonctions,  il  est  aisé  de  conclure  qu'elles 
ne  peuvent  être  des  fonctions  algébriques  de  x. 

Cette  périodicité  montre  aussi,  lorsque  x  tend  vers  -h  20  ,  ou 
vers  —  ce  ,  que  ni  cos  x,  ni  sin  x  ne  peuvent  tendre  vers  une  limite. 

Enfin  les  propositions  établies  aux  n"^  30  et  31  montrent  que  si 

le  rapport  —  est  irrationnel,  on  peut  trouver  des  nombres  entiers 
aussi  grands  qu'on  le  veut,  ?n  et  n,  tels  que  l'égalité  ma  —  2nz  =  b 
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soil  vrridéo  avec  ra[)[)foxiinalioii  ([n'uii  vciil  :  11  en  sera  de  niènH- 
des  égaliU's  cos  ma  —  cos  h,  sin  ma  =  siii  h.  Il  on  résulte,  en 
particulier,  que  lorsque  m  croît  indéliniincnt  par  valeurs  entières, 
ni  cos  ma,  ni  sin  ma  ne  peuvent  avoir  de  limites  lorsque  a  est  in- 
commensurable à  K. 

199.  — De  ce  que  cos  ,â  est  une  fonction  continue  et  décrois- 
sante dans  l'intervalle  (o,  tt)  et  qui  varie  de  +  i  à  —  i,  il, résulte 
que  l'équation  en  y 

(i)  ?  (j)  =  '^'^^  J  =  ^' 

admet,  lorsque  x  appartient  à  l'intervalle  ( —  i,  i),  une  racine  et 
une  seule  appartenant  à  l'intervalle  (o,  tt)  ;  cette  équation  définit 
donc  y  comme  une  fonction  continue  et  décroissante  de  x  dans  l'in- 
tervalle ( —  I,  i);  la  valeur  de  cette  fonction,  qui  sera  désormais 
représentée  par  arc  cos  x  (arc  dont  le  cosinus  est  x),  est  toujours 
comprise  entre  o  et  ;:,  bornes  qui  sont  atteintes  pour  ./:  =  i  et 
x  =  — i;  toutes  les  solutions  de  l'équation  (i)  sont  d'ailleurs 
données  par  la  formule 

y  =z  ■jUTi  zh  arc  cos  x. 

Il  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

On  verra  de  même  que,  x  étant  toujours  supposé  appartenir  à 
l'intervalle  ( —  i.  i)»  l'équation  en  y 

(2)  '^  (y)  ="  sin  y  =:  X 

admet  une  racine  et  une  seule  comprise  entre  —  9  ^'"^  Ô'  ^^^^^ 
équation  définit  y  comme  une  fonction  continue  et  croissante  de  x 
dans  l'intervalle  ( —  i,  i)  ;  la  valeur  de  cette  fonction  esl  toujours 

comprise  entre  —  7  et  +  -;  ces  bornes  sont  atteintes  pour  x=  —  i 
et  £c  ^=  +  I  ;  on  représentera  cette  fonction  par  arc  sin  x  (arc  dont 
le  sinus  est  x)  :  toutes  les  solutions  de  l'équation  (2)  sont  données 
par  les  formules 

y  =  amr  +  arc  sin  x,         y  =:  (2/1  +1)-  —  arc  sin  x, 
n  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 
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On  établira  sans  peine  les  formules 
arc  sin  ( —  x)  +  ai'C  sin  x  ^^  o,  arc  cos  x  +  arc  cos  ( —  x) 


arc  sin  x  -h  arc  cos  a;  =  - 

2 


Enfin  la  fonction  tg  x  se  définit  par  la  formule 

<V  (^)        sin  x 

tg  X  =  -~-  = ; 

°  cp  [x)        cos  a; 

les  variations  de  cette  jonction  se  déduisent  sans  peine  des  va- 
riations de  sin  x  et  de  cos  x  ;  elle  croît  de  —  oc  à  +  co  quand 

X  croît  de  —  -  à  -  ;  elle  est  continue  dans  tout  intervalle  auquel 

2         2  ^ 

n'appartient  pas  un  nombre  de  la  forme  (an  -h  i)  -,  n  étant  un 
nombre  entier  positif  ou  négatif.  L'équation  en  j 


2 


(3)  tg  j  =  X, 

admet,  quel  que  soit  x,   une  racine  et  une  seule  comprise  entre 

et  -  ;  cette  équation  définit  y  comme  une  fonction  continue  et 

croissante  de  x  dans  tout  intervalle  ;  cette  fonction,  dont  la  valeur 
est  toujours  comprise  entre et  H —  ,  se  représente  par  arc  tg  x 

(arc  dont  la  tangente  est  x)  ;  toutes  les  solutions  de  l'équation  (3) 
sont  fournies  par  la  formule 

y  z=  TiTz  -j-  arc  tg  x. 
Il  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif;  on  a 

arc  Ig  ( —  x)  +  arc  tg  .'c  =  o, 
quel  que  soit  x,  et 


arc  to-  X  -+-  arc  ta-  - 
^  ^  X 


suivant  que  x  est  positif  ou  négatif. 

Il  n'y  a  maintenant  aucune  difficulté  à  établir  les  formules  de  la 
trigonométrie  élémentaire,  que  je  supposerai  acquises  désormais. 

200.  —  La  méthode  employée  au  n°  196  va  nous  conduire  à  de 
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nouvelles  et  importantes  expressions  pour  les  fonctions  trigonomé- 
triques  (*). 

On  a  vu  au  n"  196  que  les  quantités 


cos"  - 
n 


sont  des  polynômes  par  rapport  à  la  variable  z  =  \§  ~ .  Si,  par 

exemple,  n  est  impair,  le  premier  polynôme  est  de  degré  n  —  i, 
le  second  de  degré  n  ;  les  racines  du  second  sont  les  valeurs  de  z 
pour  lesquelles  sin  x  s'annule  ;  on  les  obtient  en  donnant  à  a,  dans 


rj.TZ 


l'expression   tg  ^- =  2:^,    toutes  les  valeurs  entières  qui   vont   de 


;  en  décomposant  donc  en  facteurs  le  polynôme 


considéré  (n"  173),  on  aura  la  relation 


^=An(-----,)=A.n(='- 


cos"  - 

n      ^  — 


A  est  une  constante  dont  on  détermine  immédiatement  la  valeur 
en  divisant  les  deux  membres  par  z  =  tg  -  et  en  faisant  tendre  x 
vers  G.  On  parvient  ainsi  à  la  relation 


cos"  - 
n 


^=-n('-l 


et  l'on  a  démontré  la  seconde  des  deux  formules  qui  suivent  ;  la 
première  s'établit  de  la  même  façon  ;  dans  les  deux  on  suppose 
impair  le  nombre  /i  =  2  /n  H-  i . 


cos"  — 
n 


n 


t"- 


to-^t 


.1),= 


cos"  - 
n 


X  ^  Il 


n 


.2  ^  \ 


Is 


n 


(I)  EuLER.  —  Iiitrodixciio,  etc.,  §  178. 

Tannery  I.   —  Inlroduclion  à  la  Uiooi'ie  des  fonctions 


21 
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Je  regarderai  dans  ces  formules  x  comme  une  constante,  en 
excluant,  pour  un  moment,  le  cas  où  x  serait  un  multiple  impair 

de-,  afin  qu'il  n'y   ait  pas  de  valeur  de  n  pour  laquelle  cos - 

soit  nul  et  les  formules  privées  de  signification. 

On  va  maintenant  supposer  que  n  grandisse  indéfiniment  :  les 
premiers  membres  tendront  respectivement  vers  cos  x  et  sin  x. 
Considérons  la  seconde  formule  par  exemple,  ou  plutôt  le  produit 
de  m  facteurs, 

n  —  I 

n   -if} 

Il  est  tout  naturel  de  lui  appliquer  le  théorème  du  n°  186,  ana- 
logue, pour  les  produits,  à  la  proposition  II  du  n"  183-  Le  nombre 

r  est  égal  à  m  =  — ; — ,  la  quantité  L'a  (/»)  est 

+     2   ^ 
tg2   - 

^a  ('")  =  — 


°       71 


dont  la  limite  l'a,  pour  m  ou  n  infini  est 


X- 

a-Ji- 


Enfin,  la  série    >    ~^^^   a  ses  termes  positifs  et  est  convergente. 

Ot=  I 

Pour  être  sûr  que  le  théorème  s'applique,  il  suffit  d'avoir  une 
série  convergente^^  «x  dont  les  termes  soient  des  nombres posili(s_, 
tels  que  l'on  ait 

tg2  £ 

°     n 

tg     — 

au  moins  à  partir  d'une  certaine  A^aleur  de  a  ;  on  peut  prendre 

.    x^ 
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■en  désignant  par  ).  une  constante  que  l'on  dclciminc  par  la  condi- 
tion 


^     -2-1   > 


). 


t,r2 


,   OU 


to-2   _ 

°     a 


i^^ 


■celte  condition  sera  certainement  vérifiée  si  Ion  a 

^'  17^  >  *8-  n 
puisque  —  est  un  nombre  positif,  plus  petit  que  - ,  et  que  l'on  a  par 

conséquent,  tg  —  >  —  (^).  Or,  pourvu  qu'on  prenne  /.  >■  i,  l'iné- 
galité finit  par  être  vérifiée  à  partir  d'une  valeur  2M  -+-  i  de  n, 
comme  on  le  voit  en  l'écrivant  sous  la  forme 


X> 


et  en  se  rappelant  que  le  second  membre,  quand  n  augmente  indé- 
finiment, a  une  limite  égale  à  i. 

L'existence  de  la  série  ^  Oa  étant  établie,  il  n'y  a  plus  qu'à  ap- 
pliquer le  théorème  que  l'on  a  rappelé  tout  à  l'heure,  et  il  est  clair 
que  l'on  parvient  ainsi  à  la  relation 


lim. 


n 


n 


,i_2 


en  se  reportant  à  la  signification  du  premier  membre,  en  chan- 
geant X  en  ~x  et  en  remplaçant  a  par  n,  on  voit  qu'on  a  établi  la 
seconde  des  deux  formules  qui  suivent  ;  la  première  s'établirait  de 
la  même  façon  : 


Il  =  JO      1^ 


COS  T.X  =z 


n 


,  sin  T.x  =  T.x    \l    [^  —  ~i 


(1)  L'inégalité  tg  x  >  x,  pour  x  positif,    plus  petit  que  -  est  bien  connue  Ju 


A  la  vérité,  si  l'on  se  rappelle  la  restriction  faite  au  début  sur  la 
valeur  dex,  on  voit  que  la  seconde  formule  n'est  établie  que  lorsque 
x  n'est  pas  un  multiple  impair  de  -  ;  mais  le  dernier  membre  est, 
comme  le  premier,  une  fonction  continue  dex  dans  tout  intervalle  : 
si  l'on  fait  tendre  x  vers  une  valeur  exclue,  les  deux  membres  ne 
peuvent  tendre  que  vers  une  même  limite,  La  seconde  égalité 
est  établie  dans  tous  les  cas  ('). 

201.  —  En  conservant  les  mêmes  notations  que  dans  le  numéro 

T            cos  'X            sm  oc 
précédent,  on  voit  que  le  quotient  ^^  de ^  par -,  est  une 


cos"  —         cos"  - 
n  n 


fraction  rationnelle  en  z  =  tg  '--,  dont  le  numérateur  est  de  degré 

pair  n  —  i  et  le  dénominateur  de  degré  impair  n  ;  on  connaît  les 
racines  Ca  du  dénominateur  :  en  appliquant  donc  à  la  fraction  ration- 
nelle, la  formule  de  décomposition  en  éléments  simples  (n°  174), 

on  voit  que  -■ —  peut  se  mettre  sous  la  forme 


n —  I 


Aa  désignant  une  constante  dont  la  valeur  est  évidemment  la  limite 
vers  laquelle  tend,  lorsque  z  s'approche  de  2»,  le  produit  du  second 
membre  par  z  —  Zy.  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  limite  de 

.      X  —  aTT 
^  sni  

cos  X  l ^    X        ,     a7r\               cos  x  n 

'te ta-  —  = X 


sin  x\^  n         ^   n  x         otr.  sm  x       '      • 

^  ^         cos  --  cos  — 

n  n 

lorsque  x  s'approche  de  «tt.  Dans  ces  conditions,  le  premier  fac- 

leur  du  second  membre  tend  vers —;  quant  au  second  facteur, 

cos-  — 
n 

lecteur.  Il  n'y  a  pas  de  difficiilté  à  l'établir  sur   les   séries  qui   définissent  sin  x 
et  cos  X, 

(1)  Il  est  aisé  d'en  déduire  la  première  en  y  changeant  x  en  a:  +  -  • 
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en  y  faisant  x  =  avr  +  h  et  en  faisant  tendre  h  vers  o,   on  voit  de 

suite  qu'il  tend  vers  — -^  :  on  a  donc  Aa  = —,  puis 

n  cos-  — 
;i 


1=   2 


I 


a-n:          X         ,     «^ 
„— I  /î  cos^  —     Ig  -  Ig  — 


OU,  en  mettant  à  part  la  fraction  qui  correspond  à  la  valeur  a  =  o, 
et  en  réunissant  les  fractions  qui  correspondent  à  deux  valeurs 
symétriques  de  a, 


«= X 

^  2/1  tg  - 


sui  X            ,     X             ^^        /      .  aTiX-               o  a~  /     ,     •''" 

71  te-           ot  —  I        'î  sin  —      —  cos-  —     n  te-  - 

^  n              "         \  «  /                    /i    V          " 

En  posant  n  =  2/?î  +  i,  et 

I  cos  X 

,     X  sin  a: 
"  ^S  n 


2n  tg  - 
°  /i 


on  peut  encore  écrire 


S  (/«)  =   y 


/i  sui  —      ■ —  cos-  —  I  /i  tir 
n  I  I 


la  première  expression  de  S  (m),    montre  que  la  limite  de  cette 

quantité  pour  n  ou  m  infini  est  —  (  —  —  -■ — ^  )  ;  quant  à  la  seconde 

i  ■  i  2.r  \  J-.        sin  xf      ^ 

elle  est  préparée  pour  appliquer  la  proposition  II  du  n"  183  ;  le 
nombre  r  est  ici  égal  à  m,  et  l'on  a 

^a  ("0 


n  sin  —      —  cos-  —     ;;  te;  - 

Il  /  Il     \      "-  n, 


i'a  =   lim.  i'«  (m)  =  -^ 
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X  doit,  comme  dans  le  numéro  précédent,  être  regardé  comme  un 
nombre  fixe. 

On  exclura  les  valeurs  de  x  qui  seraient  des  multiples  de  -  afin 

d'éviter,   d'une  part,  les  valeurs  de  n  qui  rendent  tg  -  infinie,  et, 
d'autre  part,  les  termes  infinis  dans  la  série    ^    y^^,  laquelle,  pour 

a=  I 

les  valeurs  ds  x  autres  que  les  multiples  de  tï,  est  absolument  con- 
vergente. 

L'application  de  la  proposition  II  du  n"  183  conduira  évidem- 
ment à  la  formule 

a  =^  co 
S  =    lim.    S„,  =      > 


a  =  I 

cette  application  sera  légitime  dès  que  l'on  aura  prouvé  l'existence 
d'une  série  convergente    ^  a^  dont  les  termes  soient  des  nombres 

a=  I 

positifs,  tels  que  l'on  ait,  au  moins  à  partir  d'une  certaine  valeur 
de  a,  I  Ux  {m)  s  a^. 

Observons  d'abord  que,  lorsque  .r  est  compris  entre  o  et  - ,  — — -  est 

.7'2  ,  1        . 

plus  grand  que  i  —  -,.-  et  par  suite  que  -  ;  il  en  résulte  que  l'on  a,, 
quels  que  soient  les  nombres  naturels  /i  et  a  ■<  -, 

V  '"'  "^j    ~  '°''  ^  ("  '°  a)     >  -X  -  ("  '-  n)   ' 

Puisque  n  tg  -  a  pour  limite  x  quand  n  augmente  indéfiniment,^ 

il  existe  un  nombre  positif  impair  aM  H-  i  tel  que  l'on  ait  sous  la 
condition  m  ^M, 

(«tgï)'<.M. 

en  désignant  par  A  un  nombre  supérieur  à  [  a-  |  .Si  donc  on  ne 
considère  que  des  valeurs  de  m  supérieures  à  M,  on  aura 

n  sni  —     —  cos-  —    /i  to-  -      >.  _- A-, 
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le  premier  membre  sera,  a  fortiori,  plus  grand  que  ).a--',  pourvu 
que  l'on  ait  "^^  <.t  —  ~2~i-  Supposons  qu'onait  détermine  un  nombre 
naturel  |'3  tel  que  le  second  membre  de  cette  dernière  inégalité  soit 
positif,  pour  a  =  fj,  et  qu'on  choisisse  X  inférieur  à  la  valeur  de  ce 
second  membre  pour  a  =-  ^-j,  l'inégalité  subsistera  pour  a  >  fj. 
Dans  ces  conditions,  en  supposant  m  >-  M,  a  >  j'B,  on  aura 

et  l'on  pourra  donc  prendre  a^  =  y^^iZ-i  ■  L'application  de  la  propo- 
sition n  du  n"  183  est  légitimée  et  il  est  par  là  même  démontré 
que  l'on  a 

2x  \x        ts  xj  "^^     a---  —  X' 

c'est,  sauf  le  changement  de  x  en  xx  et  de  a  en  n,  la  première  des 
formules  qui  suivent  ;  les  autres  s'obtiennent  de  mêmeparladécom- 
position  en  éléments  simples  des  fractions  rationnelles  en  z  qui  sont 

X 

cos"  - 
respectivement  égales  aux  quantités -^  — — —  '  et  par  1  applica- 
tion de  la  même  proposition.  Les  seconds  membres  sont  des  séries 
absolument  et  uniformément  convergentes  dans  tout  intervalle  qui 
ne  contient  pas  une  valeur  de  x  qui  rende  un  terme  infini.  Dans 
un  tel  intervalle  la  série  qui  figure  au  second  membre  est  une  fonc- 
tion continue  de  x.  Le  fait  que  la  première  formule  par  exemple, 
subsiste   pour  les   valeurs  de  x  qui   sont  des  multiples    impairs 

de  -,  exclues  dans  la  démonstration,  résulte  de  la  continuité. 


t:  cot  T.x  =  - 

X 


-  to-  -KX 


V 


I  "^       { l)"2JT 
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Au  reste  les  deux    dernières  formules  se  déduisent  très  simple- 
ment de  la  première,  en  se  servant  des  relations 


tg 

nx 

= 

col 

-RX 

— 

2  cot  2TiX 

] 

[ 

= 

cot 

2 

— 

cot  TIX  ('), 

si  a 

T.X 

202.  —  Les  formules  que  l'on  vient  d'établir  sont  très  précieuses 
parce  qu'elles  metlent  en  évidence  des  propriétés  des  fonctions 
sin  X,  cos  X,  tg  X  qui  n'apparaissent  pas,  au  moins  de  suite,  sur 
les  séries  que  l'on  a  prises  comme  définition. 

Considérons,  par  exemple,  la  formule 


ûa^x=^x    Y[    (ï  -^J; 


tout  d'abord  elle  met  en  évidence  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles 
sin  X  s'annule  ;  elle  permet  aussi,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  de 
reconnaître  le  signe  de  sin  tcx  ;  si,  en  effet,  on  suppose  x  positif  et 
si  l'on  désigne  par  p  la  partie  entière  de  x,  on  pourra  écrire 


n  =  p 


\n.x  =  T.xl[    (i-^)x    n 

n  =  1  ;i  =  p  -)-    I 


x^ 

ï 2 


tous  les  facteurs  du  produit   infini  sont  positifs  ;  ce  produit  est 

n  =  / 

lui-même  positif;  les  /)  facteurs  qui  figurent  dans  TT 


x' 


n  : 


sont  négatifs  ;  on  voit  donc  que  sin  nx  est  du  signe  de  ( —  i)p  ;  en 
s'appuyantsur  ceque  la  fonction  sin  ûx  est  impaire,  on  voit  aisé- 
ment que  ce  résultat  est  vrai,  quel  que  soit  le  signe  de  x,  pourvu 
que  p  désigne  la  partie  entière  (positive,  nulle  ou  négative)  du 
nombre  x. 


(1)  J'ai  reproduit  clans  l'introduction  des  Eléments  de  la  Théorie  des  fonctions 
elliptiques  (t.  I,  p.  loi),  une  autre  démonstration,  due  à  M.  Darboux,  des  for- 
mules établies  dans  les  deux  derniers  numéros,  et  même  de  formules  plus  géné- 
rales. Cette  démonstration  est  particulièrement  adaptée  au  cas  où  la  variable  x 
est  imaginaire. 
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'  La  périodicité  de  la  fonction  sin  r.x,  qu'il  a  fallu  quelque  effort 
pour  établir  au  n°  198,  s'aperçoit  sans  peine  sur  le  produit  infini, 
qui  montre  que  sin  tt.x  est  la  limite,  pour  n  infini,  du  produit 

I  —  X     :>.  —  X  n  —  X         \  -\- 


12  n  I  y  2 

en  changeant  dans  cette  formule  x  en  x  -^  i,  on  trouve  de  suite 

P«(-^'  +  i) n  H-  I  +.Y  ^ 

Pn(.-f)        ~'~~     n    —  x/ 

La  limite   du  second    membre,  pour  n  infini,  est  —  i  ;  on  a 

donc 

sin  Ti{x  -\-  i)  =  —  sin  -kx 

et,  par  conséquent, 

sin  TC  [x  H-  2)  r=  sin  r.x  : 

Ainsi  la  fonction  sin  rx  se  reproduit  quand  on  y  remplace  x 
par  a:  +  2. 

Des  conclusions  analogues  s'obtiendraient  évidemment  sur  le 
produit  infini  qui  donne  l'expression  de  cos  ttx.  Je  me  borne  à 
remarquer,  sur  ce  produit  infini,  qu'il  met  en  évidence  le  sens  de 

la  variation  de  cos  nx  quand  x  croît  de  o  à  -  ;  en  effet,  on  voit  de 
suite  que,  dans  ces  conditions,  chaque  facteur  du  produit  infini 
est  positif  et  décroît  ;  on  en  conclut  aisément  que  le  produit  infini 

est  lui-même  positif  et  décroissant  ;  quand  x  croît  de  o  à  -,  cos  r.x 
décroît  de  i  à  o.  De  la  périodicité  de  cos  TiX,  et  des  formules 

cos  izx  =  cos  71  ( —  x),  cos  71  (i  —  x)  =r  • —  cos  7t:/-, 

qui  résultent  très  aisémant  de  la  considération  du  produit  infini, 
on  déduit  ensuite  sans  peine  le  sens  de  la  variation  de  cos  t.x,  et 
par  suite  de  sin  tïx,  dans  n'importe  quel  inteivalle. 

Sur  l'expression  de  sin  kx  on    reconnaît  aussi  que  la  fonction 

—^^ —  ,  à  laquelle  on  peut  pour  x  =  o  attribuer  la  valeur  i ,  décroît 
quand  x  varie  de  o  à  i . 
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Sans  doute  tous  ces  résultats  sont  bien  familiers  au  lecteur  ;. 
peut-être  était-il  cependant  utile  de  lui  montrer,  sur  un  exemple 
simple,  comment  certaines  propriétés  des  fonctions  se  groupent  en 
quelque  sorte  autour  de  certaines  expressions  de  ces  fonctions. 
Les  considérations  si  aisées  que  je  viens  d'indiquer  à  propos  des 
fonctions  circulaires  s'appliquent  d'ailleurs  à  des  fonctions  plus 
compliquées. 

Je  ferai  encore,  sur  l'expression  de  cot  Tix  comme  somme  d'une 
infinité  de  fractions  rationnelles,  une  observation  qu'il  serait  aisé 
de  répéter,  en  faisant  les  changements  convenables,  sur  les  expres- 


sions de   sin  tix,  cos  tîx,  -^        ,  i^ 

sm  Tix      ° 

finis  ou  sommes  de  fractions  rationnelles 


En  remplaçant 


->  par 


,  tg  Ttx,  ...  comme  produits  in- 
-  ,  on  voit  qu'on  peut 


écrire 


TT  cot  tZX 


=   lim. 

n  •=  ce 


|_3?  X  I  X 


+    'j 


p=n 

V   _ 

J^     X 
p  =1 —  (l 


lim. 


p  =  n 

y 


X  ^  p 


V      I 

; 

-^-J  X  —  p 

P  =  i         ^J 

.       I             ï 

mais  les  séries  dont  les  /)"'  termes  sont  ^  

gentes,  il  faut  bien  se  garder  d'écrire  (n°  101). 


étant  diver- 


■K   cot  T.X=       2        — 
p=—CC 


p  =  co 

-  V 

p  —  I 


p  =  co 

"^    Âj   X  — p' 
p=i 


j'aurai  l'occasion  de  montrer  plus  tard  comment  ces  formules,  qui 
sont  dénuées  de  sens,  peuvent  être  remplacées  par  d'autres  qui  s'en 
rapprochent  beaucoup,  mais  dont  l'emploi  est  légitime,  et  comment 
l'expression 


p  =  ;i  p  =:m 

V  __L_  ,  y  _î 

jiLi  X  -^  p  -^  X  —  p 

p  =  i          ^  p  =  i 
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peut  tendre  vers  telle  limite  qu'on  veut  quand  n  et  m  grandissent 
indéfiniment. 

203.  —  J'appliquerai  encore  le  théorème  II  du  n°  126  u  la  dé- 
monstration de  l'identité 


n=  x 

n  =  +  x. 

+  7-"  ^ 

-'x)    JJ  (\  +ry2"- 

1  x- 

-')=^7"^'^ 

Il  =■- 1 

(1  =  70 

(1-7"')  n  ( 


où  ([  désigne  un  nombre  plus  petit  que  r  en  valeur  absolue  et  x  un 
nombre  quelconque,  autre  que  o.  Les  règles  que  l'on  a  données 
dans  le  chapitre  m  permettent  de  reconnaître  immédiatement  que 
les  produits  infinis  et  la  série  qui  figurent  dans  les  deux  membres 
sont  absolument  convergents. 

Soit,  en  désignant  par  /'  un  nombre  naturel  quelconque, 

/„(,r)  =  (!-}-  qx)  (i  +  ry\r)  ...  (i  -+-  ry^"-  '.r) 

X  (i  +  ryx-i)  ([  4-  ry^.r— ')  ...  (i  ^f—Kr-% 

Il  est  clair  que  l'expression  fn  (j?)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

y"(,r)  =  Oo  4-  f/i  (ic  +  a?  — 1)  +  «2  C^'  +  ^  ~  ^)  +  •  •  •  ■+  "«  (•'""  +  ic  -  ")» 

où  «0,  ai,  ...,  an  sont  des  polynômes  en  q  que  je  vais  d'abord  déter- 
miner ;  on  aurait  pu  aussi  bien  écrire 


a  =:  ;i 


/»o^)=  s  ''-'''■ 


en  convenant  de  supposer  aa  =  a_a.   On  a  évidemment  a»  =  fj"' . 
En  changeant  x  en  ^'-£C  dans  la  première  expression  de  /'(j;),  on 
parvient  de  suite  à  la  relation 

(i)  {q:c  +  rf')fn{rf-x)  =  (1+  r/'^"  +  ^r) /„(.'), 

qui,  en  remplaçant  f  n{x),  fn  i^'x)  par  leurs  expressions  ordonnées 
suivant  les  puissances  de  x  et  égalant  dans  les  deux  membres  les 
coefficients  de  a;^,  fournit  une   relation  entre  cix  etoa-u  à  savoir 

,,      ,  T  —  r/^"- 25^  +  2 

a,  =  Oa  _  .  Q       "'      ^ r^rr; 
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d'où  l'on  déduit 

et,  en  particulier  pour  a  =  n,  en  se  rappelant  que  a„  est  égal 
à  q"^ 

—  vy    (j  _ci'n-vt^^  (i  _^2n  +  4)...^i  —</'") 

et,  par  suite 

_     ^2(1—  g2n  +  2a  +  2)  (  j-  _  (^2»,  +  2a  +  4^  ^^^  (^^  —  Ç^") 
^^  —  ^l  (i  _  q^){i  —  q')  ...  (i  —  f/"-2^) 

On  reconnaît  de  suite  que  le  second  membre  garde  la  même 
valeur  quand  on  change  a  en  —  a. 

Regardons  maintenant  ^  et  £C  comme  des  nombres  donnés  ;  dans 
l'égalité 

/„  (x)  =  a,  +a,  (x  +  0-  -  1)  +  a,  {x'  +  x  -  2)  ....  +  a,,  (rr«  ■+  x'  "), 

où  tto,  tty,  ...,  an  ont  les  valeurs  que  l'on  déduit  de  l'expression  de  ciy. 
en  y  faisant  a  =  o,  i,  ...,  /i,  faisons  tendre  n  vers  H-  00  ;  dans 
l'expression 

(l    _  ^^2n  +  2a  +  2)   (^    _(^2n+2a+4^   _,,    (j    —  Ç^^") 
(l-î=)(l-f)    ....   (I    -  g^'^-^») 

le  dénominateur  a  pour  limite  la  valeur  du  produit  convergent 
TT  (i  —  ry-"),  et  la  limite  du  numérateur  est  i,  à  cause  de  la 

;i  =  I 

convergence  du  même  produit  ;  on  a  donc 


lim.   \a^  (x^  +  a-  -  «)  ]  =:  2^^ 


^''/^»_i_   ^-3CN 


»i  =  a; 


;i  =:  I 

et  l'on  sera  certain  que  la  limite,  pour  n  infini,  dey^j  [x)  est  la 
somme  de  la  série  dont  on  vient  d'écrire  le  terme  de  rang  a  +  1, 
dès  que  l'on  connaîtra  une  série  convergente 

A^  4-- Al  -+-    ..  +  Aa  +  .... 


CHAPITRE    V. lOT^CTIONS    ÉLÉMENTAIRES  «"'33 

dont  les  termes  soient  des  nombres  positifs,  tels  que  l'on  ait,  pour 
toutes  les  valeurs  de  n  et  de  a, 

en  désignant  par  a;'  et  (/  les  valeurs  absolues  de  x  et  de  7  il  sufTira 
de  prendre 

Il  =x 

Aa  =  r/-  ^^ {x'-  +  x'--). 

Il    (^  -  ^/ 


,l-2n\ 


(^) 


Il  est  donc  bien  démontré  que  l'on  a 


71  :=  I 


en  posant 

l/(.r)=  lim.   fnix)=  U  (i+q^-'Kr)X    JJ  (1  + ry^"  - '.r  - ') 

]  ^  n  =  I  n  =  I 

(3) 


11=  00 


Voici  quelques  propriétés  de  la  fonction /(.r)  ('),  ou  de  la  fonction 
^      q"'^x",  qui  n'en  diffère  que  par  un  facteur  indépendant  dea^  : 


11= — 00 


(')  Cette  fonction  joue  un  rôle  considérable  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques ;  et  c'est  dans  cette  théorie  que  la  portée  de  la  proposition  précédente 
apparaît  nettement  :  Voir,  par  exemple,  le  tome  II  des  Éléments  déjà  cités,  qui 
est  presque  entièrement  consacré  à  cette  fonction,  et  qui  est  loin  d'en  contenir 
toutes  les  propriétés.  La  démonstration  qu'on  vient  de  lire,  qui  est  due  à 
M.  BiEiiLER,  mais  dont  le  principe  appartient  à  Cauchy,  s'y  trouve  page  lo. 


334  INTRODUCTION    A    LA.    THÉORIE    DES    FONCTIONS 

ces  propriétés  résultent  immédiatement  de  l'analyse  précédente. 

La  fonction /(ic),  définie  pom- toute  valeur  de  x  autre  que  o, 
est  continue  dans    tout  intervalle  qui  ne  contient  pas  o  :  elle  ne 

change  pas  quand  on  change  ce  en-. 
On  a 

qxfi^rfx)  =  f{x), 

comme  il  résulte  de  l'égalité  (i)  en  faisant   croître  n  indéfiniment. 
La  fonction /(x)  s'annule  pour  x  =  —  cf  ~  ^  en  désignant  parp 
un  nombre  entier  positif,  nul  ou  négatif,  et  ne  s'annule  que  pour 
ces  valeurs  de  x. 


CHAPITRE  VI 


DÉRIVÉES 


I.  —  DEFINITIONS.  CALCUL  DES  DÉRIVÉES 


204.  —  Lorsqu'on  veut  étudier  la  marche  d'une  fonction 
donnée /(ce),  continue  dans  un  intervalle  [a,  b),  il  est  naturel  de 
comparer  les  variations  de  la  fonction  aux  variations  de  x,  et  de 
considérer  les  rapports  tels  que 

où  Xq,  Xi  sont  des  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'inter- 
valle considéré  et  où  le  dénominateur  Xi  —  x^,  le  numérateur 
f{xi)  — /(-^o)'  peuvent  être  regardés  comme  les  accroissements 
respectifs  de  la  variable  x  et  de  la  fonction /(ôc)  quand  on  passe  de 
la  valeur  Xq  à  la  valeur  Xi.  Un  tel  rapport  est,  en  quelque  sorte, 
l'accroissement  moyen,  ou,  si  l'on  veut,  le  taux  de  l'accroisse- 
ment, quand  on  passe  de  la  valeur  x^  à  la  valeur  Xi.  Observons  de 
suite  que  le  polynôme  du  premier  degré  en  x 

qui  prend  pour  x  =  x^  et  x  =  Xi  les  mêmes  valeurs  que  la 
fonction /(x),  est  une  fonction  de  a;  qui  a  le  même  accroissement 
moyen  que  la  fonction /(jc). 

Imaginons,    en  supposant    a  <i  b,   qu'on  ait   partagé  Tinter- 
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valle  (ai  b)  en  intervalles  partiels,  en  intercalant  entre  a  et  6  des 
nombres  croissants  et  supposons,  par  exemple,  qu'on  ait 

a  =  a^o  <  crj  <  o"^  ...  <  .r„  _  j  <  a',,  =  6. 

On  peut,  en  intercalant  entre  a  et  6  assez  de  nombres  suffi- 
samment rapprochés,  faire  en  sorte  que,  dans  chaque  intervalle 
partiel,  l'écart  de  la  fonction  y  (a?)  soit  très  petit  (n°  162)  :  si  donc 
on  considère  une  fonction  F  (a?) ,  dont  la  valeur,  lorsque  x  appartient 
à  1  intervalle  [xi,  Xi.<^  i)  [f  =  o,  i,  a,  ...  n  —  i],  soit  égale  à  celle 
du  polynôme  du  premier  degré  en  x 

cette  fonction  F  {x),  qui  est  évidemment  continue  dans  l'intervalle 
(a,  5),  et  qui  coïncide  avec  f{x)  pour  les  valeurs  x^,  Xi,  ...,  x„ 
de  X  différera  toujours  très  peu  de  f{x)  ;  elle  pourra  être  re- 
gardée comme  une  expression  approchée  de/(j;),  pourvu  que  les 
intervalles  partiels  soient  suffisamment  petits. 

Si  l'on  se  place  au  point  de  vue  géométrique  qui  a  été  expliqué 
au  n°  172,  et  si  l'on  convient  de  regarder  comme  une  courbe,  re- 
présentative de  la  fonction  f{x),  l'ensemble  des  points  du  plan 
dont  les  coordonnées  x,  y  vérifient  l'équation  y  z=  f[x),  lorsque  x 
varie  de  a  à  6,  la  substitution  de  la  fonction  F  {x)  à  la  fonction 
f{x)  reviendra  à  substituer  à  celte  courbe  la  ligne  brisée  dont  les 
sommets  successifs  sont  les  points  dont  les  coordonnées  sont 
respectivement  aj^,,  jo  ;  Xi,  ji  ;  ...  ;  Xn,  yn,  en  posant 

Y;  =  /(■?;)  (i  =  o,  I,  2,  ...  n). 

La  ligne  brisée  s'écartera  très  peu  de  la  courbe.  On  est  ainsi 
amené  à  considérer  lex  expressions  de  la  forme 

^i  +  1   ^l 

qui  sont  les  coefficients  angulaires  des  côtés  de  la  hgne  brisée, 
pour  des  valeurs  Xi,  cci  +  i  qui  diffèrent  très  peu. 

Plaçons-nous  à  un  point  de  vue  légèrement  différent  :  soit 
f[x)  une  fonction  définie  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  Xç^, 
ou,  comme  l'on  dit,   aux  environs  de  Xq  ;  j'entends  par  là  qu'on 
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peut  fixer  un  intervalle  {xq  —  a,  x^  -h  a)  dont  x^  soit  le  centre, 
et  dans  lequel  la  fonction  f{x)  soit  définie  :  il  en  sera  évidemment 
ainsi  toutes  les  fois  que  le  point  .Xq  sera  intérieur  à  un  intervalle 
où  la  fonction  f{x)  est  définie.  Si  l'on  désigne  par  h  un  nombre 
au  plus  égal  en  valeur  absolue  à  a,  en  sorte  que  la  fonction 
f{x)  soit  définie  pour  x^  -{-  h,  et  si  l'on  regarde  ce  nombre  h 
comme  un  accroissement  donné  à  la  valeur  x^^  de  la  variable  x, 
l'accroissement  correspondant  de  la  fonction /(.z;)  sera/fx^  +  h), 
et  le  rapport 

/(.ro  +  /t)-/(.r„) 

sera  l'accroissement  moyen  de  la  fonction  f{x)  quand  on  passe  de 
Xo  à  Xq  +  h.  La  connaissance  de  ce  rapport,  pour  les  petites 
valeurs  de  h,  renseigne  sur  l'allure  de  la  fonction  y(a:)  au  voisinage 
dexo',  si  l'on  savait,  par  exemple,  qu'il  est  toujours  positif,  lorsque  h 
est  moindre  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  fixe,  on  saurait 
que  la  fonction  est  croissante  pour  x  =  j;,,  (n"  167). 

Le  précédent  rapport  peut  être  considéré  comme  une  fonction 
de  la  variable  h,  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  Ii  qui  satisfont 
aux  conditions  o  <i  \  h  \  ^  a.,  ou,  si  l'on  veut,  pour  toutes  les 
valeurs  de  h,  autres  que  o,  qui  appartiennent  à  l'intervalle  ( —  a,  a) . 
Ces  valeurs  forment  un  ensemble  ('5C),  dont  le  point  o,  qui  ne 
lui  appartient  pas,  est  un  point  d'accumulation. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  f{x)  soit  continue  au 
point  Xo  ;  lorsque  le  dénominateur  h  du  rapport  tend  vers  o,  il  en  est 
de  même  du  numérateur /(x^  H- /i)  — /  [xq),  en  vertu  de  la  conti- 
nuité; si,  dans  ces  conditions,  le  rapport  tend  vers  une  limite, 
si,  en  d'autres  termes,  il  existe  un  nombre  Xq,  tel  qu'on  ait,  au 
sens  qu'on  a  expliqué  au  n"  151, 

■        i;„,./(^-o  +  /0-/G^-u)^Xo, 
h=o  " 

on  dit  que  la  fonction /(j:")  admet  une  dérivée  pour  x  =  Xq  et  la 
valeur  de  cette  dérivée  n'est  autre  que  le  nombre  Xq. 

En  se  reportant  au  n"  151  et  à  la  signification  attribuée  au  mot 
limite,  on  voit  que  cette  définition  peut  être  remplacée  par  la 
suivante. 

Tannert  I.  —  Inli'oduclion  à  la  tbéorie   des  fonctions  22 
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Dire  que  la  fonction /(a?)  admet  la  dérivée  X^  pour  x  =  cc^,, 
c'est  dire  qu'à  chaque  nombre  positif  e,  si  petit  qu'il  soit,  cor- 
respond un  nombre  positif  v^  tel  que  l'on  ait,  sous  les  conditions 

o  <  I  A  I  <  v? 


j^ 


<e. 


L'existence  de  la  limite  Xq  suppose  évidemment  la  continuité  de 
la  fonction  en  Xq,  puisque  l'inégalité  qui  précède  entraîne 
celle-ci 

\f(:r,  +  h)-f(x,)\<\h\   X  (|XJ+s). 

qui  montre  bien  clairement  que  la  différence /(^c^  +  h)  —  /(a?o) 
peut  être  supposée  aussi  petite  qu'on  Aoudra,  en  valeur  absolue, 
pourvu  que  h  soit  lai-même  suffisamment  petit,  en  A^aleur  absolue. 
Lors  donc  qu'on  sera  assuré  de  l'existence  de  la  limite  Xo,  on 
sera,  par  cela  même,  assuré  de  la  continuité  de  la  fonction. 
Les  égalités 

,.        a''  —  I        ,  ,.         sin  h 

htn.    — , =lo"ot.        Il  m.   — i —  =  i, 

dont  la  première  suppose  a  >  o,  peuvent  être  interprétées  en 
disant  que  les  fonctions  a'^,  sin  x,  ont  pour  x  =  o  des  dérivées 
égales  respectivement  à  log  a  et  i . 

205.  —  Il  convient  maintenant  de  dire  quelques  mots  du  cas 
où,  malgré  la  continuité  de  la  fonction  f{x)  pour  x  =  x^,  la 
limite  Xq  n'existerait  pas. 

On  a  dit  plus  haut  que,  si  la  fonction  f{x)  était  définie  dans 
l'intervalle  [xq  — 'y.,  X(,  -j-  a),  la  fonction  de  h 

était  définie  dans  un  ensemble  (■'}€),  qui  n'est  autre  que  l'intervalle 
( —  a,  a)  d'où  l'on  aurait  exclu  le  point  o,  lequel  est  évidemment 
un  point  d'accumulation  de  l'ensemble  (-îC). 

Soit  £  un  nombre  positif,  moindre  que  a  et  soit  ê  (s)  l'ensemble 
des  valeurs  distinctes  que  prend  la  fonction  ©  [h)  quand  on  suppose 
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o  <;  /i  â  î-  Si  l'on  suppose  que  la  ronclion  ç/  [h)  soit  bornée  dans 
l'ensemble  (5C),  l'ensemble  8  (c)  est  aussi  borné  ;  on  voit  de  suite 
que  cet  ensemble  satisfait  aux  conditions  du  n''  156,  et  qu'il 
existe  un  ensemble  8  (o)  comprenant  un  nombre  fini  ou  infini  de 
points  k  dont  cliacun  jouit  de  la  propriété  suivante  :  il  y  a  des 
valeurs  de  Ii  aussi  petites  qu'on  le  veut,  en  valeur  absohie,  et  pour 

lesquelles  le  rapport -^-^^-^ ''.- ZJjii  est  aussi  voisin  de  /.•  qu'on 

le  veut. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction  x  sin-;    elle   n'est   pas 

définie  pour  x  =  o  :  attribuons  lui,  pour  x  =  o,  la  valeur  o  ; 
elle  est  alors  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  et, 
comme  il  est  aisé  de  le  voir,  continue  pour  cbacune  de  ces  valeurs, 
en  particulier  pour  £c  =  o.  La  fonction  o  [h),  en  prenant  x^  =  o, 

se  réduit  ici  à  sin  j  ;  elle  ne  tend  vers  aucune  limite  quand  h    tend 

vers  o,  et  il  est  aisé  de  reconnaître  que  l'ensemble  8  (o)  coïncide 
avec  l'intervalle  ( —  i,  4-  i). 

Au  lieu  de  considérer  à  la  fois  toutes  les  valeurs  de  h  qui  sa- 
tisfont à  la  condition  o  <<  |  /i  |  S  s,  on  peut  considérer  à  part  les 
valeurs  positives  et  les  valeurs  négatives  qui  vérifient  cette  con- 
dition, puis  les  deux  ensembles  8i  (î),  8^  (î)  dont  l'une  est  l'en- 
semble des  valeurs  distinctes  que  prend  ©  (h)  pour  les  valeurs  de  h 
qui  satisfont  aux  conditions  o  •<  h  ^  z,  et  le  second  l'ensemble  des 
valeurs  distinctes  que  prend  o  [h)  pour  les  valeurs  de  h  qui  satisfont 
aux  conditions  —  î  ^  /i  <C  o  ;  ces  deux  ensembles,  dont  la  réunion 
constitue  8  (s),  donnent  naissance  à  des  ensembles  8i  (o),  8^  (o)  : 
chacun  des  points  k  du  premier,  par  exemple,  jouit  de  la  propriété 
suivante  :  il  y  a  des  valeurs  positives  de  h,  aussi  petites  qu'on  le 
veut,  pour  lesquelles  (d  (h)  diffère  de  k  aussi  peu  qu'on  le  veut. 
On  donne  quelquefois  aux  bornes  supérieure  et  inférieure  de 
l'ensemble  8i  (o),  qui  font  partie  de  cet  ensemble  (n"  156)  les  noms 
de  dérivées  supérieure  et  inférieure  à  droite  delà  fonction y(a;), 
pour  x  =  Xq  ;  de  même  les  bornes  inférieure  et  supérieure  de 
l'ensemble  8^  (o)  seront  les  dérivées  inférieure  et  supérieure  à 
gauche  de  la  fonction  f{x)  pour  x  =  x^.  Ces  quatre  dérivées 
existent  toujours  pourvu  que  l'ensemble  8  (c)  soit  borné  pour 
une  valeur   suffisamment  petite  de  z.    Il  est  presque  inutile  de 
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dire  qu'elles  se  réduisent,  comme  les  ensembles  &  (o),  8^  (o),  8^  (o), 
au  seul  nombre  Xq,  quand  la  dérivée,  au  vrai  sens  du  mot,  existe. 
Dans  la  considération  de  l'ensemble  8i  (s),  les  valeurs  de  la 
fonction  ©  [h)  pour  les  Valeurs  négatives  de  h,  ou  de  la  fonction 
f[x)  pour  les  valeurs  de  x  plus  petites  que  x^,  n'interviennent  pas  : 
en  sorte  que,  pour  parler  de  cet  ensemble,  il  n'est  pas  nécessaire 
de  supposer  que  la  fonction /(œ)  soit  définie  dans  tout  l'intervalle 
(Xg  —  a,  Xq  H-  a),  mais  seulement  dans  l'intervalle  (xq,  x^  +  a). 
On  dit  que  la  fonction  /(œ)  admet  une  dérivée  à  droite,  pour 
X  =  Xq,  quand  l'ensemble  81  (o)  se  réduit  à  un  seul  point,  ou  ce 
qui  revient  au  même,  quand  le  rapport 

tend  vers  une  limite  lorsque  h  tend  vers  o  par  valeurs  positives. 
De  même,  en  supposant  que  la  fonction  f{x)  soit  définie  dans 
l'intervalle  ix^  —  a,  x^),  on  dira  qu'elle  admet  une  dérivée  à 
gauche,  pour  a?  =  aîg,  quand  le  précédent  rapport  tend  vers  une 
limite  lorsque  h  tend  vers  o  par  valeurs  négatives  ;  s'il  en  est  ainsi 
l'ensemble  8^  (o)  se  réduit  à  un  seul  point. 

Enfin,  quand  l'ensemble  8i  (s)  n'est  pas  borné  en  haut,  par 
exemple,  pour  aucune  valeur  positive  de  s,  il  peut  bien  exister 
encore  un  ensemble  8i  (o)  de  points  k  dont  chacun  jouit  de  la 
propriété  qu'on  vient  d'expliquer,  mais  on  peut  en  outre  affirmer 
qu'il  y  a  des  valeurs  positives  de  s  aussi  petites  que  Ton  veut, 
pour  lesquelles  ©  [h)  est  aussi  grand  qu'on  le  veut  :  c'est  ce  qu'on 
exprime  en  disant  que  la  dérivée  supérieure  à  droite  de  la  fonction 
f{x),  pour  X:=  Xq,  est  égale  à  +  x>  .  Le  cas  où  la  dérivée  inférieure 
à  droite,  ou  à  gauche,  serait  égale  à  —  00  s'expliquerait  de  la 
même  façon. 

Enfin,  je  remarque  que  les  notions  précédentes  peuvent  s'ap- 
pliquer à  une  fonction  /"(a?)  définie,  non  plus  dans  un  intervalle, 
mais  dans  un  ensemble  clos  (X)  :  si  x^^  est  un  point  d'accumu- 
lation de  cet  ensemble,  pour  lequel  la  fonction /(a?)  soit  continue, 
fa  considération  des  valeurs  que  prend  l'expression 

.f(x)—f{^o) 
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pour  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'ensemble  (X)  et  qui 
sont  voisines  de  ccu,  conduira,  comme  tout  à  l'heure^  à  la  notion 
des  dérivées  supérieures  ou  inférieures,  à  droite  et  à  gauche,  de  la 
fonction /(.x)  au  point  x^.  Je  n'auiai  pas  l'occasion  d'utiliser  cette 
dernière  extension,  et  en  parlant  de  la  dérivée  d'une  fonction,  il 
sera  toujours  sous-entendu  qu'il  s'agit  d'une  fonction  déterminée 
dans  un  intervalle.  Même  dans  ce  cas,  les  notions  des  dérivées 
supérieures  ou  inférieures,  à  droite  et  à  gauche,  n'interviendront 
guère  dans  la  suite  du  présent  Livre  ;  je  ne  les  ai  données  que 
pour  mettre  en  lumière  ce  qu'a  de  restrictif  la  supposition  de 
l'existence  d'une  dérivée  ;  sauf  avis  contraire,  quand  je  parlerai 
d'une  fonction y(j?)  admettant  une  dérivée  pour  x  =  Xq,  le  mot 
dérivée  sera  entendu  avec  la  signification  du  n°  204,  qui 
suppose  d'une  part  l'existence  des  dérivées  à  droite  et  à  gauche 
(sans  autre  épithète),  c'est-à-dire  l'existence  de  limites  vei^ 
lesquelles  tendent  respectivement  les  rapports 

h  '  —h 

quand  h  tend  vers  o  par  valeurs  positives  et,  d'autre  j)art,  l'égalité 
de  ces  deux  limites. 

Toutefois  ces  dernières  notions  de  dérivées  à  droite  ou  à  gauche 
(sans  autre  épithète)  interviendront  naturellement  quand  Xq  est 
l'une  ou  l'autre  des  bornes  de  l'intervalle  {a,  b)  où  la  fonction /(x) 
est  déterminée  ;  si  a  est  la  borne  inférieure,  quand  on  parlera  de 
la  dérivée  en  a,  c'est  la  dérivée  à  droite  que  l'on  entendra,  puisqu'il 
ne  doit  pas  être  question  des  valeurs  de  x  moindres  que  a  ;  de 
même,  en  parlant  delà  dérivée  en  b,  c'est  la  dérivée  à  gauche  que 
l'on  entend,  puisqu'il  ne  doit  pas  être  question  des  valeurs  de  x 
supérieures  à  b. 

206.  —  Considérons  maintenant  une  fonction  /  [x),  continue 
dans  l'intervalle  (a,  6)  ;  supposons  qu'elle  admette  une  dérivée 
pour  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle  et  autre  que 
ses  bornes  :  on  est  bien  alors,  pour  une  telle  valeur,  dans  le  cas  du 
n°  204,  puisque  la  fonction /(cv)  est  continue  pour  cette  valeur,  et 
définie  aux  environs.  On  pourra  dire  alors  que  la  fonction  /'  [x) 
admet  une  dérivée  à  l'intérieur  de  l'intervalle  (a,  b),  et  cette  dérivée 
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sera  une  fonction  de  x,  f'[x),  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui 
vérifient  les  conditions  a  <<  a-  <<  6.  Si  cCq  est  une  telle  valeur,  le 
rapport 

'  ^  ''  h 

est  une  fonction  de  h  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  h,  autres 
que  o,  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (a  — x^,  h  —  x^\  pour 
h  =  o,  attribuons-lui  la  valeur  limite/'  (rCo)  ;  g  [h)  sera  alors  une 
fonction  définie  dans  tout  l'intervalle  (a  —  x^,  b  —  x^)  ;  ce  sera 
une  fonction  continue  dans  tout  cet  intervalle  ;  elle  est  en  effet 
continue  pour  h  =  o,  d'après  la  convention  qu'on  vient  d'adopter, 
elle  est  continue  pour  chacune  des  autres  A'aleurs  de  h,  puisqu'elle 
est  le  quotient  de  deux  fonctions  continues  dont  la  seconde  n'est 
pas  nulle  (n°'  162,  170). 

Si,  en  outre,  les  fonctions  de  h 

/(a  +  /0-/(a)  /(6-/0-/(b) 

h  '  h 

admettent  des  limites  quand  h  tend  vers  o  par  valeurs  positives  ; 
si,  pour  employer  le  langage  du  numéro  précédent,  la  fonction /(ac) 
admet  une  dérivée  à  droite  en  a,  une  dérivée  à  gauche  en  6,  on 
dira  que  la  fonction  f{x)  admet  une  dérivée  dans  tout  l'inter- 
valle (a,  6). 

Si  on  appelle  courbe  l'ensemble  des  points  du  plan  dont  les 
coordonnées  x,  y  vérifient  l'équation  y  =  f{x),  quand  x  varie  de  a 
à  b,  on  dira  alors  que  cette  courbe  admet  une  tangente  en  chacun 
de  ces  points,  et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  sera  précisé- 
ment la  valeur  de  la  dérivée  pour  l'abscisse  x^  du  point  considéré. 
Il  est  manifestement  la  limite  du  coefficient  angulaire  de  la  droite 
qui  joint  le  point  d'abscisse  x^  au  point  d'abscisse  x„  -+-  h  quand 
h  tend  vers  o  (').  Toutefois,  l'ensemble  de  points  considéré  ne 
mérite  guère  le  nom  de  courbe  que  si  l'on  ajoute  aux  suppositions 
déjà  faites,  la  supposition  que  la  dérivée  est  une  fonction  continue 
dans  l'intervalle  Ça,   b),  au  moins  en  général. 

Si  la  fonction  y  =  f  {x),  continue  dans  l'intervalle  (a,  b)  admet 


(i)  Le  lecteur  interprétera  de  suite  la  signification  géométrique  de  la  dérivée 
à  droite  ou  à  gauche. 
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une  dcrlvcc  dans  cet  inlcrvallc,  on  a  dit  plus  haut  que  celle  dérivée 
élait  une  foncllon  de  x  définie  dans  cet  intervalle,  c'est  làfonclion 
dérivée  ;  on  la  représente  habituellement  par  l'un  ou  l'autre  des 
symboles 

/(..).    i!^^,    D,/(..),    /,   ;;^,    D,,.. 

Il  peut  se  faire  que  !la  fonction  y'  =  f  {x)  soit  continue  dans 
l'intervalle  [a,  b)  ou  dans  une  partie  de  cet  intervalle,  et  quelle  y 
admette  elle-même  une  déri^ée  ;  on  représentera  celle-ci  par 

n-r),         ^,        D;/(:r),        y",         g.        D|  j. 

Celte  nouvelle  fonction  prend  le  nom  de  dérivée  seconde  de  la 
fonction  proposée/ (.r)  ;  on  arrivera  de  même  à  la  notion  des  dé- 
rivées troisième,  quatrième,  ...,  /i%  que  l'on  représentera  paj 
quelqu'un  des  symboles, 


/"  (-). 

/"■  l-^).          •• 

..,      /W(J^): 

d\f{:c) 
d:r'~     '        ■' 

d-f(x)  . 

D^/H. 

D.^ /(•'■).      . 

...        D!î/(.r); 

J'"'. 

j-, 

)''», 

d'y 

d'y 
dj'^  ' 

d'\Y  . 

Div, 

Div. 

..,      d:v. 

La  classe  des  fonctions  qui  admettent  des  dérivées  n'est  sans 
doute  qu'une  faible  partie  des  fonctions  continues  ;  c'est  toutefois  à 
cette  classe  de  fonctions  qu'il  convient  de  s'attacher  dans  les  élé- 
ments, en  raison  de  leur  simplicité.  Ce  n'est  guère  qu'à  ces  fonc- 
tions que  j'aurai  affaire.  Toutefois,  le  cas  oii  une  fonction  qui  a,  en 
général,  une  dérivée  se  trouve  ne  pas  en  avoir  pour  quelques  va- 
leurs particulières  de  la  variable  se  rencontre  assez  fréquemment. 

207.  —  On  a  défini  au  n"  173  le  polynôme  dérivé  d'un  poly- 
nôme/'(.r)  comme  le  coefficient  de  h  dans  le  développement  de 
f  [x  -h  h)  ordonné  suivant  les  puissances  de  h  ;  il  suffit  de  se  rap- 
peler qu'un  polynôme  en  h  est  une  fonction  continue  de  /;  pour  re- 
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connaître  que  ce  polynôme  dérivé   du  polynôme /(a?)  n'est  autre 
que  la  dérivée  du  premier  ordre  àe,  f(x),  au  sens  du  n°  204. 

J'observe  à  ce  propos   que  si  l'on  désigne  par  x' ,   h'  les  valeurs 
absolues  de  x  et  de  h  ;  on  aura 


h 


=  h'~ 


on  le  voit  de  suite  en  supposant  que  les  deux  membres  soient  res- 
pectivement ordonnés  suivant  les  puissances  de  h  et  de  h ,  on  voit 
de  plus,  sur  la  même  forme,  que  l'on  a 

208.  —  Considérons,  comme  au  n°  184,  une  série  entière  en  x 

Ou  H-  aj  a-  -h  ..,  -h  «rt  ^'c"  H-  ..., 

qui  reste  convergente  quand  on  remplace  tous  les  coefficients  nu- 
mériques «0»  «1'  •••»  «"?  •••  Ptii'  leurs  A'aleurs  absolues  ao,  a!,  ..., 
a'n,  ...  et  la  variable  x  par  le  nombre  positif  A  ;  cette  série  est  ab- 
solument convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartien- 
nent à  l'intervalle  ( —  A,  A),  et  sa  somme  définit  dans  cet  intervalle 
une  fonction  continue  /  ix) 

Soit  Xq  une  valeur  de  x  telle  que  l'on  ait 

^'o  =  1  -^0  I  <  A 
le  rapport 

/(x„  +  /0-/-(.r„) 
/(. 

sera  défini  pour  toutes  les  valeurs  de  h,  autres  que  o,  qui  satisfont 
à  la  condition  A'  =  [  /i  |  ^  B,  en  désignant  par  B  le  nombre  po- 
sitif A  —  cc'o  ;  la  valeur  de  ce  rapport  sera  égale  à  la  somme  de  la 
série  convergente 


(.)  o  (/.)  =  V  „.  (^0  +  A)..  -  .; 


dont  les  termes  sont  inférieurs    ou  égaux  aux  termes  correspon- 
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dants,  tous  positifs,  de  la  série  convergente 


{■^] 


"v   a'    ^^"  +  '''"  —  <" 


et,  a  fortiori,  inférieurs  ou  égaux  aux  termes,  tous  positifs,  de  la 
série  également  convergente 

n=  ce 
V^       .     A"  —  .r/" 

(3)  Z  ""  — ir^' 

n  =  I 

Les  relations  d'inégalité  entre  les  termes  correspondants  de  ces 
séries,  vraies  pourvu  que  h  ne.  soit  pas  nul  et  vérifie  la  condition 
/i'  <B,  subsistent  quand  on  attribue,  pour  /<  =  o,  à  la  fonction 
de  h 

(:r„  +  hy  -  X': 
h 

qui  n'est  pas  définie  pour  h  =  o,  sa  valeur  limite  nxl''~^  ;  mais  cette 
fonction  devient  alors  une  fonction  continue  de  /(  dans  l'intervalle 
( —  B,B)  :  La  série  (  i)  est,  dans  cet  intervalle,  uniformément  conver- 
gente (n"  183)  ;  sa  somme  est  une  fonction  continue  de  h,  dont  la 
valeur  pour  /;  =  o  s'obtient  simplement  en  remplaçant  /*  par  o  dans 

chaque    terme,     c'est-à-dire    en    remplaçant  — j^ -"  par 

njCù"""'  ;  cette  valeur  est  donc  la  somme  de  la  série 


dont  il  est  certain,  par  la  démonstration  même,  qu'elle  est  abso- 
lument convergente,  puisque  ses  termes  sont  moindres,  en  valeur 
absolue,  que  les  termes  correspondants  de  la  série  (3). 

Ainsi  la  fonction  f(.:r)  a  une  dérivée  à  l'intérieur  de  l'intervalle 
( —  A,  A)  et  cette  dérivée  est  la  somme  de  la  série  absolument  con- 
vergente 

f  (.-c)  =  Oj  -h  2^2  X  -h  Sflg  X-  -{-...  H-  non  j-"~'  -i    ... 
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dont  les  termes  sont  respectivement  les  dérivées  des  termes  de  la 
série  y  (œ).  Si  A'  désigne  un  nombre  positif,  aussi  voisin  qu'on 
voudra  de  A.  mais  plus  petit,  la  série  f'{x)  reste  convergente,  d'après 
ce  qu'on  vient  de  dire,  quand  on  remplace  les  coefficients  numé- 
riques par  leurs  valeurs  absolues  et  x  par  A'  ;  on  peut  donc  raison- 
ner sur  cette  série  /'  (a;)  et  sur  l'intervalle  ( —  A',  A')  comme  on  a 
fait  sur  la  série/  {x)  et  l'intervalle  ( —  A,  A;.  La  fonction  f  {x)  a 
donc  une  dérivée,  à  l'intérieur  de  l'intervalle  ( —  A',  A'),  et  par 
conséquent  à  l'intérieur  de  l'intervalle  ( —  A,  A),  puisque  A'  dif- 
fère de  A  aussi  peu  qu'on  le  veut  :  cette  dérivée  est  la  somme  de  la 
série 

y"  (x)  =  1 . 3  «2  H-  2 .3  a.^x  -\-  ...  -\-  [n  —  i)  nan  x'^~^  -h  . . . , 

absolument  convergente  pourvu  que  Ton  ait  x'  «<  A  ;  il  est  clair 
que  l'on  peut  continuer  ainsi  indéfiniment  .  la  série 

1.2.  ...  p  a^j  H-  2.3  ...  (p  +  i)  «^4. 1  .r  +  ... 
-+-  (/i — p  H-  i)  (a  —  p-h  2)...  /îa„.r"  — î'+  ..., 

est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  x  intérieure  à 
l'intervalle  ( —  A,  A)  et  sa  somme  est  la  dérivée  p",  f  ^  (x),  de  la 
fonction /(j;),  A  l'intérieur  de  cet  intervalle,  la  fonction /(œ)  a 
donc  des  dérivées  de  tous  les  ordres. 

L'expression  de  la  dérivée  /)-  montre  que  l'on  a 

«.  =  — ^ f\o), 

'        I  2  ,..  p^        ^ 

€n  sorte  que  la  série  proposée  peut  s'écrire  sous  la  forme 

/(■'■)  =/(o)  +  f /'  (o)  H-  ^f"  (o)  +  ...  4.  -_^^/H(o)+  ...; 

c'est  la  généralisation  manifeste  d'une  formule  du  n"  173,  relative 
aux  polynômes. 

Si,  en  particulier,  la  fonction  f{x)  est  une  fonction  entière 
(11°  184),  A  peut  être  pris  aussi  grand  qu'on  le  veut.  Une  fonction 
entière /(ic)  admet,  dans  tout  intervalle,  des  dérivées  de  tous  les 
ordres  qui  se  déduisent  delà  série  qui  définit  cette  fonction y(x) 
par  les  règles  qu'on  vient  d'expliquer. 
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209.  —  Tel  est  le  cas  pour  les  fondions 

é^j         sîn  X,         cos  .r,         sh  x,         ch  x, 

dont  les  dérivées,  comme  on  le  reconnaît  immédiatement  par  l'ap- 
plication de  la  règle  précédente,  sont  respectivement 


cos  X, 


ch  X,         sh  X. 


La  dérivée  n"  de  e'  est  e^  ;  celles  de  sin  x,  cos  x  sont  respective- 
ment  sin  (a^  H )  et  cos  (x  -+-  —-),  celles  de  sh  x  et  ch  x  sont 

irespectivement  ch  x  et  sh  x,  ou  sh  x  et  ch  x,   suivant  que  n  est 
Impair  ou  pair. 
Les  relations 

log{x+h)  —  logx  _  i  ,      /,    ,    ^\  _  I  /^     ,     ^i!    ... 

h  —  Il     '-^  V  ~^  h     -x^^'-^  Sx'      ' 


/i 


\_I    X 


où  dans  la  seconde  m  est  un  nombre  quelconque,  oili  l'on  suppose 
dans  toutes  les  deux,  pour  qu'elles  soient  valables,  x  >  o,  [  /i  |  <C  x, 
montrent,  puisque  les  derniers  membres  sont  des  fonctions  conti- 
nues de  h,  pour  /i  =  o,  que  les  dérivées  respectives  de  log  x  et  de 


.£c'"  sont  respectivement  -  et  mx"' 


210,  —  On  a  utilisé,  pour  ces  di^-ers  exemples,  les  développe- 
ments en  série  établis  dans  le  chapitre  précédent  ;  le  lecteur  trou- 
vera dans  les  divers  livres  qui  traitent  de  la  matière  d'autres  procé- 
dés pour  obtenir  les  dérivées  des  fonctions  simples  que  l'on  a  con- 
sidérées dans  les  derniers  paragraphes  ;  il  démontrera  sans  peine 
les  propositions  suivantes  où  ii,  v,  w,  .  .  désignent  des  fonctions  de 
la  variable  x,  en  nombre  fini,  admettant,  pour  toutes  les  valeurs  de 
.X  qui  appartiennent  à  un  intervalle  [a,  b)  des  dérivées  ii',  v',  w' ,  ... 

Si  A,  B,  C,  ...  désignent  des  constantes,  la  fonction  de  jî 

y  :=  A.II  -u  Bu  -h  Cw  -h  ... 
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admettra,  clans  l'intervalle  considéré,  une  dérivée  et  celte  dérivée 
sera 

/  =  Au'  -+-  Bd'  +  Civ'  +  .... 

La  fonction 

y  =  UV 

admet,  dans  le  même  intervalle,  une  dérivée,  et  cette  dérivée  est 

y  =z  u'v  H-  uv'. 
On  peut  encore  écrire 

y         u   ~^  V 

Si  l'on  désigne  sous  le  nom  de  dérivée  logarithmique  d'une 
fonction  le  rapport  de  la  dérivée  de  cette  fonction  à  la  fonction 
elle-même,  on  peut  donc  dire  que  la  dérivée  logarithmique  d'un 
produit  de  deux  facteurs  est  égale  à  la  somme  des  dérivées  loga- 
rithmiques de  ces  facteurs  ;  cette  proposition  s'étend  au  cas  de 
trois,  quatre,  ...  facteurs  :  elle  est  générale. 

Par  exemple,  si  l'on  suppose 

y  =  iivw 
on  aura,  en  désignant  par  y'  la  dérivée  de  y 

y'        u'        v'        iv' 

-  = 1 h  -  5 

j         a         V         10 

ou 

y'  rr=   li'im   -+-   llv'lU  H-    IIVIU' . 

Si  l'on  suppose 

y  =  11"^, 

m  étant  un  nombre  entier  positif,  on  aura 

y'  II' 

—  =  ;ïi  —  , 
y  u 

OU 

y'  =  mil'"  ~  hi'. 
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La  fonclion 


II 

j        7» 


admet  une  dérivée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à 
Tintervalle  {a,  h)  et  qui  n'annulent  pas  v  ;  cette  dérivée  est 


On  déduit  de  là  immédiatement  que  la  dérivée  logarithmique 
d'un  rapport  est  égale  à  la  dilTérence  entre  la  dérivée  logarithmique 
du  numérateur  et  la  dérivée  logarithmique  du  dénominateur. 

En  particulier  si  l'on  supposej  =  u~  '"=  —  ,  m  étant  un  nombre 
naturel,  on  aura 

j=~ '"!!"'         /  =  (- m)  «---•'«', 

ce  qui  permet  d'étendre  aux  exposants   entiers  négatifs   une  règle 
établie  précédemment  pour  les  exposants  entiers  et  positifs. 

Je  signalerai  encore  les  deux  formules  suivantes  où  m  désigne 
un  nombre  naturel  et  où  figurent  les  dérivées  des  fonctions  ii,  v, 
jusqu'à  l'ordre  m  dans  la  première,  jusqu'à  l'ordre  m  +  i  dans  la 
seconde.  Il  est  à  peine  utile  de  dire  qu'on  suppose  l'existence  de 
ces  dérivées.  Les  symboles  D'",  D  placés  en  tête  du  premier 
membre  signifie  la  dérivée  m",  ou  première,  de  la  quantité  placée 
entre  parenthèses,  ou  entre  crochets. 

^       ''  I  1.3  I  '  ' 

DJ^ijC")?;  — u('»-')i;'-f-H('"-  -)i'" — ...  +  (— l)'"-'H'y('"-i)+( — i)'»«i.("')l 
=  «("'+  ')v  -h  (  — l)'" «('('"  +  '). 

La  vérification  de  la  seconde  est  immédiate.  La  première  où, 
dans  le  second  membre,  les  coefficients  numériques  suivent  la 
même  loi  que  dans  le  développement  de  la  puissance  nf  d'un 
binôme,  s'établit  sans  peine  par  induction. 

211.  —  En  appliquant  la  règle  relative  à  un  rapport,  on  trouve 

que  la  dérivée  de 

sin  X 

t2   X  —.    


35o 
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:héor; 

est 

sin^  X  H-  cos^  x 

I 

cos-  X           ~ 

~  cos^ 

X 


=  1   +  tg^  X, 


pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  n'annulent  pas  cos  x. 
De  même,  la  dérivée  de 


cos  .T I 

siii  X        ia:  X 


est 


les  dérivées  de 


sont  respectivement 


('  ^  .i^) 


.1  sli  X  I 

th  X  =r  -  ,  -V 

cil  X  th  X 


=  1  —  th'2  X, 


ch"  X  '  sh'^  X'  th-  X 

On  sait  donc  trouver  les  dérivées  des  fonctions  entières  ou  ration- 
nelles, des  fonctions  ce",  a",  sin  x,  cos  x,  sh  x,  ch  a;,  log  x  et  de- 
celles  qu'on  déduit  de  ces  fonctions  par  addition,  multiplication, 
division,  élévation  aux  puissances  entières.  J'établirai  dans  les- 
deux  numéros  qui  suivent  deux  théorèmes  qui  permettent  d'obte- 
nir les  dérivées  des  fonctions  obtenues  par  d'autres  combinaisons 
de  ces  fonctions  simples. 

212.  —  Soit  II  ==f{x)  une  fonction  de  x  admettant  une  dérivée 
II'  dans  l'intervalle  (a,  b)  ;  soient  A  et  B  les  limites  inférieure  et 
supérieure  de  la  fonction  u  dans  cet  intervalle  ;  regardons  pour 
un  instant  u  comme  une  variable  indépendante  et  soit  cp  (ii)  une 
fonction  de  celte  variable  admettant  une  dérivée  ç'  [u)  ;  dans  l'inter- 
valle (A,  B)  ;  il  est  clair  qu'à  chaque  valeur  de  x  appartenant  à 
l'intervalle  (a,  b)  correspond  une  valeur  de  u  appartenant  à  l'inter- 
valle (A,  B)  et  par  conséquent  une  valeur  de  ©  (u)  :  en  ce  sens  ©  [u) 
peut  donc  être  regardé  comme  une  fonction  de  x  définie  dans 
l'intervalle  (a,  6)  ;  je  vais  montrer  qu'elle  admet  une  dérivée  égale 
à  cp'  [u)  X  u'. 
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Considérons,  en  cHet,  une  valeur  parliculicrc  x,,  appartenant  à 
l'intervalle  (a,  J>)  ;  soit  n^  ==:y(.ro)  la  valeur  correspondante  de  la 
première  fonction.  Si  l'on  donne  à  x  un  accroissement  h,  la  fonc- 
tion u  prendra  un  accroissement /.•  ^=/(xo -h  A) — /(•'^o)  •  ^^  s'agit 
de  montrer  que,  lorsque  //  tend  vers  zéro,  le  rapport 

({;(»„  +  /■•)—  cp(»J 
h 

tend  vers  une  limite,  et  d'évaluer  cette  limite. 

Supposons  d'abord  que,  pour  les  valeurs  de  |  /<  |  inférieures  à  un 
certain  nombre  positif'/;,  /;  ne  soit  pas  nul,  sauf  pour  /t  ^  o,  le 
précédent  rapport  pourra  s'écrire 

?("o  +  ^0  —  ?("»)    -,    ^'" 

k  ^  h  ' 

Si  l'on  fait  tendre  h  vers  o,  k  tend  aussi  vers  o,  à  cause  de 
la  continuité  de  la  fonction  ii,  et  le  facteur 

k       /(.■„  +  /0-/(.ro) 
A  —  h 

tend,  par  définition,  vers  la  valeur  u'^  de  la  dérivée  u'  de  la  fonc- 
tion Il  =f(^x),  qui  correspond  à  la  valeur  Xq  de  la  variable;  le 
premier  facteur 

k 

a  un  sens  pourvu  que  l'on  ait  o  <<  |  A  |  <C  v;  ;  lorsque  h  tend  vers  o, 
il  en  est  de  même  de  /.-,  et  le  rapport  a  pour  limite  la  valeur 
o'  («o)  de  la  dérivée  (p'  (a)  pour  ii  =  Uq  ;  la  dérivée  de  la  fonction 
©  (il)  de  X,  prise  par. rapport  à  x,  est  donc  le  produit  de  la  dérivée 
de  la  fonction  o{u),  prise  par  rapport  à  u,  par  la  dérivée  de  u, 
prise  par  rapport  à  x. 

Cete  proposition  subsiste  dans  le  cas  exclu,  le  cas  où,  pour  les 
valeurs  de  (h)  inférieures  à  n'importe  quel  nombre  positif,  il  y  au- 
rait toujours  des  valeurs  nulles  de  /.-. 

Soit  alors,  en  désignant  par  Vy  un  nombre  positif,  (H)  l'ensemble 
des  valeurs  de  h  pour  lesquelles  on  a  o  <C  |  A  |  <C  '/;  ;  soient  (H) 
l'ensemble  des  valeurs  de  h  qui  vérifient  ces  inégalités  et  pour  les- 
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quelles  k  est  nul,  et  (H")  l'ensemble  des  valeurs  de  h  qui  vérifient 
ces  inégalités  et  pour  lesquelles  k  n'est  pas  nul,  en  sorte  que  l'on  a 
(H)  =  (H')  +  (H").  Par  hypothèse,  o  est  un  point  d'accumulation 
de  (Il)et  de  (H')-  On  peut  se  bornera  examiner  le  cas  où  o  est  aussi 
un  point  d'accumulation  de  (H')  ;  si,  en  effet,  il  n'en  était  pas  ainsi, 
les  valeurs  de  h  suffisamment  voisines  de  o  ne  pourraient  apparte- 
nir à  (H"),  elles  appartiendraient  donc  à  (H')  ;  eu  d'autres  termes 
k  serait  nul,  pourvu  que  h  fût  suffisamment  voisin  de  o  ;  dans  le 
voisinage  dea'o,  la  fonction  ii  ^=  f{x)  serait  constante  ;  il  en  serait 
de  même  de  la  fonction  ©(«),  regardée  comme  une  fonction  de  x  : 
le  théorème  serait  évident.  Supposons  donc  que  o  soit  un  point 
d'accumulation  de  (H"),  ainsi  que  de  (H').  Tout  d'abord,  il  est 
clair  que  u^  est  nul  ;  en  effet,  quand  h  reste  dans  l'ensemble  (H), 
/»•  =f{JCo  -+-  h)  — f{xo)  est  nul,  on  a  donc 

lim.  /(J-Q  +  h)  —  f(x^)  ^  ^  . 
/(  =  o  h 

l'existence  de  la  dérivée/' (x)  étant  admise,  il  faut  bien  que 
W  =/' (aîfl)  soit  nul..  Il  suffit  donc,  pour  établir  la  proposition 
énoncée,  de  montrer  que  l'on  a 

lim.  '■?  ("n  +  ^'O  —  ?  ("o)  ^  o 

en  supposant  que  h  appartienne  à  (H).  Or  le  raisonnement  primi- 
tif, fondé  sur  l'égalité 

?K  +  k)  —  o{u,)  _  cp  f»o  +  k)  —  o  f »p)         k 
h  -  k  X  A' 

subsiste  lorsque  h  appartient  à  (H"),  et  il  en  résulte  qu'on  peut 
faire  correspondre  à  chaque  nombre  positif  s  un  nombre  rj.  <^y] 
tel  que  l'on  ait 

I  ?K  +  J^)  —  ?("o) 


sous  la  condition  que  h  appartienne  à  (H")  et  que  l'on  ait  |  h  |-<"/;i 
mais  l'inégahté  à  démontrer  subsiste  d'elle-même,  si  h  appartient  à 
(H'),  puisque,  alors,  k  est  nul  :  elle  subsiste  pourvu  que  l'on  ait 
o  •<  1  A  I  <<  vjj  ;  et  la  proposition  énoncée  est  établie. 
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Ce  théorème s'clcnd  sans  difficulté;  si,  on  conservant  les  notations 
précédentes  on  désigne  par  A,,  B,  les  limites  inférieure  etsupérieure 
de  la  fonction  «p  (a)  dans  l'intervalle  (  A  ,B)  relatif  à  la  variable  u  et  que, 
en  posant  v  =  rp  [u],  on  considère  une  fonction  'b  (i')  de  la  variable  v 
admettant  une  dérivée  <V  (î')  dans  l'intervalle  (A,,  13/)  relatif  à  la 
variable  ?',  on  pourra  regarder 'Ku)  comme  une  fonction  de  x; 
cette  fonction  admettra  une  dérivée  dans  l'intervalle  (a,  h)  et  celle 
dérivée  sera 

^'{v)  X  '^'{n)  X  u', 

etc..  Voici  quelques  applications  : 

La  formule  cos  £C  :=  sin  I  -  —  x\  montre  que  l'on  peut  regar- 
der cos  X  commie  le  sinus  de  la  variable  w  = x:  la  dérivée  de 

2 

cos  x  est  donc  égale  à  la  dérivée  de  sin  «  =  sin  (  -  —  x)  par  rap- 
port à  II,  c'est-à-dire  cos  n  --  cos  (  -  —  x\,  multipliée  par  la  déri- 
vée de  II,  c'est-à-dire  — •  i  ;  la  dérivée  de  cos  x  est  donc  —  sin  5C  , 
on  relie  ainsi  des  résultats  établis  précédemment. 

Si  II  désigne  une  fonction  de  x,  admettant  une  dérivée  ii,  les 
dérivées  des  fonctions  a",  log  u,  iV",  considérées  comme  des  fonc- 
tions de  X,    seront  à"u'  log  a,  -,  mu'"~^u',  puisque  les  dérivées 

de  a^,  log  X,  a;™  sont  a^  log«,  -,  mx"''^^. 

°  "  X 

Relativement  aux  fonctions  log  «,  iV",  on  doit  supposer  que,  pour 
les  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  considéré,  «  reste  positif  ; 
toutefois  celte  restriction  ne  serait  pas  nécessaire  pour  u'",  si  m  était 
égal  à  une  fraction  irréductible  à  dénominateur  impair  ;  en  con- 
venant de  prendre 

u™  =  —  ( —  uy» 

si  il  était  négatif.  Dans  ce  cas  encore,  la  règle  de  dérivation  serait 
la  même. 

213.  —  Soit/(j)  une  fonction  de  la  variable  y  admettant,  dans 
l'intervalle  (A.  B),  une  dérivée  f  (y) ',  considérons  l'équation 
J  (}')  ^^  ^'  ^''  supposons  qu'il  y  ait  une  fonction  continue  o  (ic),  con- 

Tanneby  I  —  lutroductiou  à  la  théorie  de8  fonctions  23 
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tlnue  dans  rinleivalle(a,  6)^  dont  les  bornes  inférieure  et  supérieure 
relatives  à  cet  intervalle  soient  comprises  entre  A  et  B,  telle  enfin 
que,  X  étant  une  valeur  quelconque  appartenant  à  l'intervalle 
(a,  h),  la  valeur  de  /(j)  soit  égale  h.  x  lorsqu'on  remplace}'  par 
(p  (x)  ;  une  telle  fonction  existera  certainement  (n°  169)  si  la  fonc- 
tion f{y)  est  croissante  dans  l'intervalle  (A,  B)  et  si  l'on  prend 
a  ^J'{^\y  b  =/(B).  Je  vais  montrer  que  la  fonction  y  =  'f  (£c). 
(\\[c  fonction  inverse  de  la  fonction _/"(}'),  admet  une  dérivée  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'intervalle  {a,  6)  et  qui 
n'annulent  pas/'(j)  :  cette  dérivée  est 

Considérons,  en  effet,  une  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle 
{a,  b)  et  la  valeur  correspondante  de  y  ;  si  l'on  donne  à  x  un  ac- 
croissement /(,  la  fonction  }'  ==.  ©  (.x)  prendra  un  accroissement 
k  =  ç{x  -\-  h)  —  (p  [x)  et  l'on  aura/ (3')  =  x,  f{y  ~\-  k)  =  x  -+-  h  ; 
ces  deux  égalités  montrent  d'abord  que  l'on  ne  peut  avoir  k  =  o 
sans  que  Ji  soit  nul  ;  on  en  tire  d'ailleurs 

f(y   .^    h\^   f.Y)    __    /( 
k""       ~"    —    k' 

A  cause  de  la  continuité  de  la  fonction  d  [x),  k  tend  vers  zéro  en 
même  temps  que  h;  dans  ces  conditions,  le  premier  membre  tend 
vers  la  limite/' (j)  ;  si  donc  celte  limite  n'est  pas  nulle,  le  rapport 

k o  (x  H-  /()  —  ti  (x) 

aura    pour  limite  jrfj.  lorsque  h  tendra  vers  zéro.   C'est  ce  qu'il 

fallait  démontrer. 

Ainsi  le  logarithme  naturel  y  d'un  nombre  positif  x  peut  être 
défini  par  l'équation  ev  =x;  la  dérivée  y'  de  log  x  est  donc  l'in- 
verse de  la  dériA^ée  de  e-'  par  rapport  à  y  et  l'on  a 

^         ey  .~  X  ' 
Les  fonctions  11  =  arc  sin  x,  v  =  arc  cosa?,  w  =  arc  tg  x  ont 
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été  définies  au  n"  199  ;  elles  véiifient  respeclivement  les  équations 

sln  u  =  .1',       cos  V  ■=■-  X,       i'^  v>  =  x, 
on  en  conclut  que  leurs  dérivées  sont  respectivement 


,  _     i T 

cos  u 


\/i  —x'  •^'"^'     ■   \/i  —x^  •  +^'" 

pour  les  deux  premières,  le  radical  doit  être  pris  avec  sa  significa- 
tion arithmétique,  puisque  les  arcs  a   et  v  doivent  être  compris 

l'un  entre  —  -  et  +  -,  l'autre  entre  o  et  tt  ;  en  sorte  que  cos  u  et 
siny  sont  certainement  positifs. 

214.  —  On  peut  évidemment  combiner  la  règle  qu'on  vient 
d'établir  avec  celle  qui  concerne  les  fonctions  de  fonction. 

Si,  par  exemple,  une  fonction  continue  ^(u)  vérifie  l'équation 
/(}')  ^^  ^''  po^^r  toutes  les  valeurs  de  u  comprises  entre  a  et  6,  et 
si  a  est  une  fonction  g  (x)  qui  admette  une  dérivée  dans  l'in- 
tervalle (a,  |S),  et  qui  reste,  pour  cet  intervalle,  comprise  entre 
a  et  h,  il  est  clair  que  la  fonction  7=  ©  [^  (œ)],  vérifiera  l'équation 
f  {y)  =  g  [x]  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  jS  et 

admettra  la  dérivée  ^,  ;  {,  pour  celles  de  ces  valeurs  qui  n'annu- 

J  (y)  ^ 

leront  pas/'  (j). 

Désignons,  par  exemple,  par  P  et  Q  deux  polynômes  en  x  et 
considérons  l'équation 

P 

tgj=^. 

En  conservant  au  symbole  arc  tg  la  signification  adoptée  au 
n"  199,  toutes  les  solutions  de  cette  équation  (en  y)  sont  données 
parla  formule 

,    P 

y  =  arc  tg  ^    -h  n  tt, 

n  étant  un  entier  arbitraire  ;   mais  il  importe  d'observer  que  la 

P 
fonction  arc  tg  ^ ,  évidemment  continue  pour  les  valeurs  de  x  telles 
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P        .  . 

que  la  fraction  rationnelle  q  soit  continue,  peut  n'être  pas  continue 

pour  les  valeurs  de  x  qui  annulent  Q  : 

Soit  a    une  telle  valeur,  qui  peut  d'ailleurs  annuler  aussi  le 
polynôme  P  (^);  il  y  a  lieu  de  distinguer  divers  cas  :   il   peut   se 

P 

faire  que,  x  s'approchant  de  a, la  fraction  ^=.  tende  vers  une  limite, 

c'est  ce  qui  arrivera  lorsque  a  sera  pour  le  polynôme  P  une  racine 
d'un  ordre  de  multiplicité  égal  ou  supérieur  à  l'ordre  de  multi- 
plicité de  cette  même  racine  pour  le  polynôme  Q  ;  rien  n'empêchera 

P  T        •  X  P 

d'attribuer  à  pr  cette  valeur  limite  pour  x  =  a  ;  dès  lors,  ^  et 
arc  tg  j^  seront  des  fonctions  continues  de  x  pour  x  =  a. 

S'il  en  est  autrement,  c'est  que,  lorsque  x  s'approche  de  a,  7=i  I 

augmente  indéfiniment  ;  il  peut  arriver  trois  cas  : 

p 
1°  Lorsque  x  croît  et  traverse  la  valeur  a,  v=r  conserve  le  même 

P 

signe  :  on  attribuera  alors  à  arc  tg  ^ ,   pour  x  =:  a,   la  valeur 

-h  -  ou  —  -,  suivant  que,  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  a,  ç< 

.  .  ,      .  p 

est  positif  ou  négatif  ;  arc  tg   ,   sera  une  fonction  continue  de   x 

pour  a;  =  a. 

P 

2°  Lorsque  x  croît  et  traverse  la  valeur  a,  ^  passe  de  —   oo    à 

H-  co  .    Alors,  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  petites  que  a, 

P  .    •  7T 

arc  tg  j  est  voisin  de  —  ''■,  et  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus 

P  •    •       1  7t  .  P 

erandes.    arc  t"-  -  est  voisin  de  h — ;  afin  que  la  fonction  arc  te:  /r 

u  -  o  Q  2  ^  y 

soit  toujours  définie,  convenons  de  lui  attribuer  la  valeur  h — ,  pour 

X  =  rj,. 

P 

3°  Dans  les  mêmes  conditions  -  passe  de  +  oo  à  —  oo  ;  pour 

p 

les  valeurs  àc  x  un  peu  plus  petites  que  a,  arc  tg  w   est  voisin  de 


(M    On    f;ourrait    écarter    cette    supposition,    en    supprimant    les     fact&urs 
communs  à  P,  Q. 
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~  P 

H-  -  ;  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  grandes  que  a,  arc  tg  - 
est  voisin  de ^  ;  convenons  de  lui    attribuer   cette   valeur  pour 

XT=:=.r/.. 

On  pourra  faire  en  sorte  que  l'expression 

,    P 

arc  tg  ^    +  n  r 

représente  une  fonction  continue  de  x,  pour  toutes  les  valeurs  de 
cette  variable,  en  regardant  n  comme  une  fonction  de  x,  qui 
n'admette  d'ailleurs  que  des  valeurs  entières  et  satisfasse  aux  con- 
ditions suivantes  :  elle  reste  constante  à  l'intérieur  de  tout  inter- 

|P 
valle  où  la  fonction  arc  tg  ^r  estcontmue,  en  adoptant  les  conventions 

précédentes  ;  elle  diminue  brusquement  d'une  unité,  ou  augmente 

■  P 

brusquement  d'une  unité,  lorsque  x  croissant,  la  fonction  arc  tg  j^ 

augmente,  ou  diminue,  de  ti  ;  en  sorte  que  cette  fonction  n  ne 
change  que  lorsque   x  traverse  en  croissant  une  valeur  a  qui  fait 

P 

passer  wde  —  ooà-f-co,oude-l-ooà  —  oo    :  pour  j;  =  a,  la 

fonction  n  prend  alors  une  valeur  inférieure  ou  supérieure   d'une 

unité  à  celle  qu'elle  avait  pour  x  un  peu  plus  petit  que  a,  et  garde, 

pour  X  un  peu  plus  grand  que  a,  la  même  valeur  que  pour  a;  =  a 

En  d'autres   termes  encore,    si  l'on  suppose  Xi  >  x.^  et  si  l'on 

désigne  par  ;ii,  n^  les  valeurs  de  n  qui  correspondent  à  x^,  x^,  la 

différence  n.^  —  n^  s'obtient  en  considérant  celles  des   racines  a 

de  l'équation  Q  =  o  qui  vérifient  les  conditions  cci  <C  a  g  X',  et 

p 
en  retranchant  du  nombre  de  ces  racines  pour  lesquelles  -^  passe 

p 

de  -h  00  à  —  00  ,  le  nombre  de  celles  pour  lesquelles  ^  passe  de 

—  oo  à  H-  00  .  Si  a^i  est  une  racine  du  polynôme  Q  pour  laquelle 

P 

Q  ne  change  pas  de  signe,  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en  occuper. 

Ces  conventions,  qui  compensent  la  discontinuité  de  la  fonction 

P  ., 

arc  tg     ,  fixent  entièrement  la  valeur  de  la  fonction  discontinue  n, 

pourvu  que  l'on  se  donne  la  valeur  /?„  de  celte  fonction  pour  une 
valeur  Xq  de  x.  L'entier  Rq  peut  être  choi&i  arbitrairement. 
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P 

La  fonction  continue  arc  tg  >-  +   nn,    ainsi  définie,  pourra,  si 

l'on  veut,  être  représentée  par  un  symbole  tel  que  Arctg  - ,   c'est 

P 

bienunarcdontlatangenteestégale  à  ^,  mais  il  est  indispensable 

P  . 

de  le  distinguer  de  la  fonction  arc  tg  ^ ,  toujours  comprise  entre 

et  H — ,  et  non  définie  pour  les  valeurs   de    x  qui  rendent 

P 

infinie  la  fraction  ^. 

Par  exemple,  on  pourra  définir  la  fonction  Arc  tg  -  ,  pour  toutes 
les  valeurs  de  x,  en  posant 

Arc  tg'  -  =  arc  ts  -  4-  mz, 

^  X  ^  X 

et  en  supposant  n  =  o  pour  x  nul  ou  positif,  et  n  =  i  pour  x 
négatif  ;  pour  x  =  o,  Arc  tg  -  doit  d'après  les  conventions  pré- 
cédentes être  pris  égal  à  ~  .  On  a  alors  Arc  lo;  -  =  -'  —  arc  tg  x. 

^2  °  X  2  ° 

Pour    une  valeur  de  x    qui  n'aïuiule  pas    Q,    la    dérivée  de 

P 

la  fonction  Arc  tg  ^  est,    d'après    le  numéro    précédent,  égale  à 

Ji'Q pQ' 

-pi ^~- ,  en  désignant  par  P'  et  Q'  les  dérivées  des  polynômes 

P,  Q.  Que  cette  même  formule  subsiste  pour  les  valeurs  de  x  qui 
annulent  Q,  c'est  ce  que  le  lecteur  n'aura  pas  de  peine  à  dé- 
montrer. Si  la  valeur  considérée  de  a  annulait  à  la  fois  P  et  Q,  on 

p/Q  pQ' 

devra  attribuer  à  -w^^ ~i-  sa  valeur  limite. 

p2   _,_    Q2 

Les  détails  dans  lesquels  je  viens  d'entrer  me  permettent  de  me 
borner  au  simple  énoncé  de  la  proposition  que  voici,  qui  est 
analogue  à  la  précédente,  mais  dont  la  démonstration  est  plus  facile 
en  raison  de  la  simplicité  des  résultats. 

Si  a  est  un  nombre  positif,  il  y  a  une  fonction  j  de  x  qui 
vérifie,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  l'équation 

tg  j  =  a  tg  X, 

qui  est  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  et  qui  s'annule  pour 
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a;  r=  o  ;  il  n'y  a  d'ailleurs  qu'une  fonction  qui  satisfasse  à  ces 
conditions  :  sa  valeur  est  égale  à  celle  de  x  toutes  les  fois  que  x  est 
un   multiple   entier   de  -  ;   si  x  est  compris  entre  deux  multiples 

entiers  consécutifs  de  -- ,  la  valeur  de  j  est  comprise  entre  les  deux 

mêmes  nombres.  Cette  règle,  connaissant  x,  permet  de  calculer 
aisément  y  au  moyen  des  tables  trigonométriques.  Je  représenterai 
par  Arc  tg  (a  tg  x)  la  fonction  ainsi  définie  (')  :  elle  est  égale  à  x 
quand  a  est  égal  à  i .  Sa  dérivée  est 
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COMPOSÉES.  F0>GTIO>S  IML^LICITES 


215.  —  L'importante  proposition  que  je  vais  maintenant  établir 
concerne  une  i'onction  /(r),  dont  on  sait  qu'elle  est  nulle  pour 
£C  =r  a  et  pour  x  =^  b,  qu'elle  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  b) 
et  qu'elle  admet  une  dérivée  f\x)  à  l'intérieur  de  cet  intervalle  ; 
elle  s'appliquera  évidemment  si  l'on  sait  que  la  fonction /(j:) 
admet  une  dérivée  dans  tout  l'intervalle,  y  compris  les  bornes, 
puisqu'alors  elle  est  certainement  continue  dans  tout  cet  intervalle. 

Dans  ces  conditions^  on  peut  affirmer  qu'il  y  a  une  valeur  |  de 
X,  intérieure  à  TintervaUe  (a,  b),  pour  laquelle  on  a  /"  (1)=  o  (^). 


(i)  Elle  est  la  somme  de  la  série 

,     a  —   I   sin  2  j  /a  —  i  \  2    sin  i  ■''     ,  ,      f  ^  —   i  \;'    sin 


2f>X 

p 


{-)  Celle  proposilion  est  connue  sons  le  nom  de  théorème  de  Rolle.  La 
démonstration  qui  suit  est  due,  pour  le  fond,  à  O.  Bo>>et.  M.  Darboux  m"a 
fait  remarquer,  alors  que  je  préparais  la  première  édition  du  présent  Livre,  le 
rôle  que  jouait  dans  celle  démonstration  le  fait  qu'une  fonction  continue  atteint 
sa  borne  supérieure.  C'est  ^I.  A^doyer,  alors  qu'il  était  élève  à  lEcole  nor- 
male, qui  m'a  fait  remarquer  que  la  démonstration  de  Bo.n.neï  ne  supposait  pas 
l'existence  de  la  dérivée  aux  bornes  de  l'intervalle. 
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En  effet,  ou  bien  la  fonction  f{oG)  est  nulle  pour  chacune  des 
valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  (a,  h),  ou  il  existe  de  telles 
valeurs  qui  la  rendent  différente  de  zéro.  Dans  le  premier  cas,  elle 
est  constante,  sa  dérivée  est  nulle  pour  toute  valeur  de  x  appar- 
tenant à  l'intervalle  (a,  h)  ;  dans  le  second  cas,  elle  prend  des 
valeurs  positives  ou  des  valeurs  négatives  ;  si  elle  prend  des  valeurs 
positives,  elle  admettra,  dans  l'intervalle  (a,  6),  une  borne  su- 
périeure différente  de  zéro  ;  puisqu'elle  est  continue,  elle  atteindra 
cette  borne  supérieure  pour  une  valeur  ^àe  x  appartenant  à  l'in- 
tervalle (a,  6)  et  nécessairement  distincte  de  a  et  de  6  ;  dès  lors, 
si  h  désigne  un  nombre  positif  quelconque  assez  petit  pour  que  les 
deux  nombres  ^  -\-  h,  S  —  h,  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  6), 
on  aura 

/(^'  +  h)  -y  (;)  g  o,       f{^  -  h)  -/(i)  ^  o, 

et  par  suite 

Il  —  h  " 

Si  l'on  suppose  que  h  tende  vers  o,  les  deux  rapports  tendent  par 
hypothèse  vers  la  limite/' (|);  la  première  inégalité  montre  que 
cette  limite  est  négative  ou  nulle,  la  seconde  montre  qu'elle  est 
positive  ou  nulle  :  on  a  donc  y  (S)  =  o.  S'il  arrivait  que  y  (x) 
prît,  dans  l'intervalle  {a,  b)  des  valeurs  négatives,  on  arriverait  à 
la  même  conclusion  en  considérant  la  valeur  de  x  qui  fait  acquérir 
à  la  fonction  /(x)  sa  valeur  minimum  dans  l'intervalle  (a,  h). 

Il  convient  de  remarquer  que  cette  démonstration  ne  suppose  en 
aucune  façon  la  continuité  de  la  dérivée  /'  {x)  ;  elle  ne  suppose 
même  pas  l'existence  de  cette  dérivée  pour  £C  ==  a  et  a:  =  6,  pourvu 
toutefois  que  la  fonclion  soit  continue  dans  l'intervalle  {a,  h)  au 
sens  du  n"  163. 

Voici  maintenant  des  conséquences  importantes  de  cette 
pro230silion. 

216.  —  Si  la  fonction /(jî)  admet  une  dérivée  /'  (x)  dans  l'in- 
tervalle (a,  6),  on  a 


LWZZ/ («)_/'(,.); 


b  —  a 
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^  étant  un  nombre  compris  entre  a  et  h,  diflcrent  de  a  et  de  h.  Ce 
théorème  s'appliquerait  lors  même  que  l'existence  de  la  dérivée  aux 
limites  a,  h  ne  serait  pas  assurée,  pourvu  que  cette  dérivée  existât 
certainement  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  x  appartenant  à 
l'intervalle  (a,  b)  et  que  la  fonction  fût  continue  dans  cet 
intervalle. 

Il  suffit,  pour  s'en  assurer,  d'appliquer  le  théorème  précédent  à 
la  différence  entre  f{oc)  et  la  fonction,  du  premier  degré  en  x, 


;w^(._„)/Jii-3Z(«) 


qui,  pour  aj  =  a  et  x  =  b,  prend  les  mêmes  valeurs  que  f\x)  : 
cette  différence  s'annule  pour  £C  =  a  et  a:  ==  6,  elle  admet,  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b,  une  dérivée  égale  à 


y,,.)_/W^^W; 


cette  dérivée  doit  s'annuler  pour  une  valeur  ^  de  x  appartenant  à 
l'intervalle  (a,  6),  autre  que  a  et  6  ;  on  a  donc 

/(b)-/(a)_ 

Si  l'on  désigne  par  œ  et  x  +  A  deux  nombres  appartenant  à 
l'intervalle  (a,  6),  on  pourra  évidemment  remplacer^  dans  le 
théorème  qui  vient  d'être  démontré,  a  et  6  par  x  et  ce  -h  A  ;  le 
rapport 

f(x  +  h)-f(œ) 
h 

est  donc  égal  à  la  valeur  que  prend  la  dérivée/' (x)  pour  une 
valeur  de  la  variable  comprise  entre  œ  et  x  4-  A  :  on  peut  re- 
présenter une  telle  valeur  par  x  +  6h,  en  désignant  par  $  un 
nombre  compris  entre  o  et  i ,  mais  qui  n'est  ni  o  ni  i ,  on  peut 
donc  écrire 

et  cette  égalité  suppose  seulement  la  continuité  de  la  fonction  dans 
l'intervalle  {x,  x  H-  h)  et  l'existence  de  la  dérivée  à  l'intérieur  de 
cet  intervalle.  ^ 
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Si  les  fonctions /(a?),  (p  {x)  sont  continues  dans  rintervaUe(a,  6) 
et  admettent  des  dérivées /'(x),  ©'  (a?)  à  l'intérieur  de  cet  intervalle, 
si,  enfin,  la  dérivée  ©'  (x)  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  x 
comprise  entre  a  et  6,  on  a 

^  [b)  —  0-  [a]       <f'(;j 

^  étant  une  valeur  comprise  enti'e  a  et  6  et  autre  que  a  et  6. 

Il  suffit  d'appliquer  le  précédent  raisonnement  à  la  fonction  de  x 

/(x)  -/(«)  -  [o  (x)  -  ç  {a)]fJ^j^l^y 

qui  est  nulle  pour  œ  =  a  et  ic  =  6,  et  qui  admet  dans  l'intervalle 
(a,  b)  la  dérivée 

Cette  dérivée  doit  s'annuler  pour  un  nombre  S  compris  entre 
a  et  6  et,  puisque  la  quantité  cp'  (^)  n'est  pas  nulle,  on  a 

/(6)-/(a)_.r(^) 
cp(6)_cp(a)         o'(;j- 

On  peut  remplacer  cette  égalité  par  la  suivante,  où  les  deux 
nombres  x,  x  -\-  h  sont  supposés  appartenir  à  l'intervalle  (a,  6)  et 
où  0  désigne  un  nombre  compris  entre  o  et  i ,  qui  n'est  ni  o  ni  i  : 

f{x-^h)~f{x)  _£  (a;_+ 0/0 
D  (x  H-  /(.)  —  Ci  (x)         o'  [x  +  e/i)  ■ 


218.  —  Le  théorème  du  n°  216  met  bien  en  évidence  la  possi- 
bilité, pour  une  fonction /(as)  qui  admet  une  dérivée  bornée  dans 
l'intervalle  (a,  b),  de  trouver  un  nombre  positif  y^  correspondant  à 
un  nombre  positif  donné  £,  tel  que  l'écart  de  la  fonction,  dans  tout 
intervalle  compris  à  l'intérieur  de  (a,  b)  et  d'étendue  moindre 
que  T,,  soit  plus  petit  que  £  ;  en  vertu  de  la  formule 

f{x-^h)-f{x)  =  hfix  +  ^h),     :  .. 
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il  suffit  de  prendre 

en  désignant  par  M  la  borne  supérieure  de  la  fonction  |  /  (x)  | 
dans  l'intervalle  {a,  b). 

Le  môme  théorème  montre  encore  que,  si  la  fonction /(.«)  admet 
une  dérivée  f  (x)  dans  l'intervalle  (a,  6)  et  si  la  dérivée  /'  [x]  est 
continue  dans  le  môme  intervalle,  le  rapport 

/(x-+  h)-f(x) 

h 

tend  uniformément  vers  /'  (x)  quand  h  tend  vers  o,  c'est-à-dire 
qu'à  chaque  nombre  positif  s.  correspond  un  nombre  positif  v^  tel 
que  l'on  ait 


fi^^m  __;^(.) 


<'^. 


pourvu   que     |    h   \    soit  inférieur  à  yj  et  que  a?  appartienne  à  l'in- 
tervalle (a,  b),  ainsi  que  x  -+-  h. 

En  effet,  on  a,  en  désignant  par  0  un  nombre  compris  entre 
o  et  I , 

/i^L+_/j^Zli>)  =/'  (.r  +  0  h), 

et,    à   cause   de    la  continuité  de  la  fonction  /'  [x),  il  existe  un 
nombre  y^  tel  que  l'on  ait 

|/'(.r  +  e/0-/'GT)|<e, 

pourvu  que  li  soit  inférieur  à  yj  en  valeur  absolue  et  que  x  et  x  -h  h 
appartiennent  à  l'intervalle  (a,  b). 

219.  —  Supposons  que  la  fonction  z  =  f{x,  y)  des  deux  va- 
riables X  et  y  soit  déterminée  dans  l'ensemble  (XY)  des  systèmes  de 
nombres  x,  y  qui  vérifient  les  conditions  a  <x  <a' ,b  <  y  <  b'  ; 
et  que,  si  l'on  attribue  à  }'  une  valeur  fixe  appartenant  à  l'in- 
tervalle (6,  6'),  la  fonction  de  x,  z^=^f{x,Y),  évidemment  dé- 
terminée dans  l'intervalle  (a,  a')  y  admette  une  dérivée  ;  celle-cî 
sera  dite  la  dérivée  partielle  de  la  fonction  f{x,  y)  par  rapport  à 
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X  et  se  représentera  par  l'un  ou  l'autre  des  symboles/^,  -^  :  on 

écrit  quelquefois,  plus  explicitement  f'^  (x,  y),  -      '    - .  De  même 

si,  X  étant  un  nombre  fixe  appartenant  à  l'intervalle  (a,  a),  la  fonc- 
tion de  y,  z  =f[x,  y),  déterminée  dans  l'intervalle  (b,  b'),  y  admet 
une  dérivée,  celle-ci  s'appellera  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  y 

de  la  fonction  f  {x,  y)  et  se  représentera  par^J,  ou  r^- 

Les  suppositions  faites  sur  la  fonction /(x,  y)  impliquent  la  con- 
tinuité de  cette  fonction,  soit  par  rapport  à  x,  soit  par  rapport  à  y, 
mais  séparément  ;  on  n'a  pas  supposé,  jusqu'ici  la  continuité  de  la 
fonction  des  deux  variables  x,  y  dans  l'ensemble  (XY),  au  sens  du 
n"  165. 

Je  me  propose  d'abord  de  montrer  que  les  hypothèses  que  l'on 
a  faites  entraînent  cette  continuité  au  sens  du  n"  165,  si  l'on  y 
ajoute  la  supposition  que  les  fonctions  /',  f,^  sont  bornées  dans 
l'ensemble  (XY)  {'). 

Posons  en  effet,  pour  la  commodité  de  ce  qui  va  suivre, 

fi  =  o(x,y),       /;=:J;(x,  y). 

Soit  (cCq,  jo)  un  système  de  nombres  appartenant  à  l'ensemble 
(XY).  Soient  enfin  h,  k  des  accroissements  donnés  à  £Co»  J'o  tels 
que  le  système  {x^  ~\-  h,  y^  h-  h)  appartienne  comme  [x^,  jo)  à 
l'ensemble  (XY).  Si  l'on  a  <C  a?o  •<  a,  ^  ■<  Jo  <  b' ,  ce  que  l'on 
pourrait  exprimer  en  disant  que  le  système  {xq,  Jo)  est  intérieur  à 
l'ensemble  (XY),  il  suffira,  pour  que  le  système  {xo  -+-  h,  jo  +  k) 
appartienne  à  l'ensemble  (XY),  que  h  et  k  soient  suffisamment  pe- 
tits en  valeur  absolue.  Notons,  en  passant,  que  si  les  systèmes 
[xq,  Jo)  et  (iCo  +  h,  yo  ~{-  k)  appartiennent  tous  deux  à  l'ensemble 
(XY) ,  il  en  est  certainement  de  même  du  système  [xq  H-  c/.h,  j,,  +  ^k) 
pourvu  que  a,  p  soient  des  nombres  qui  appartiennent  à  l'inter- 
valle (o,i). 

Ceci  posé  on  a  évidemment 

/  (2^0  +  ^.  Jo  +  ^')  — /  (^0-  Jo)  =/(^o  +  ^^'  Jo  -^^)  —  f  (^0  +  ^'  Je) 

-4-y  (xo  +  /i,  Jo)  — /(a-Q,  j„) 

(^)  On  verra  plus  tard  qu'il  en  est  nécessairement  ainsi  si  ces  fonctions  sont 
continues  dans  l'ensemble  (XY)  ;  c'est  l'extension  aux  fonctions  de  deux  va- 
riables d'un  théorème  établi  au  n°  160  pour  les  fonctions  d'une  variable. 
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La  quantité/  (x-,,  +  A,  j„  H-  k)  — /  {x„  f  h,  j„)  peut  être  re- 
gardée comme  l'accroissement  de  la  fonction  (de  j)  f(x„  -+-  h.,  y) 
quand  on  passe  de  la  valeur  j',,  de  cette  variable  à  la  valeur  j„  +  A;  : 
on  aura  donc,  par  le  premier  théorème  du  n"  216,  appliqué  à  celte 
fonction  d'une  variable,  qui,  dans  l'intervalle  [h,  h')  admet  la  dé - 
rivée  '];  {x^  +  h,  y), 

f  [x,  +  h,  y^  +  k)  —  /  (j-o  +  !'•  Jo)  =  I^  '\'    (^0  +  f^Jo  -+-  1^/f). 

en  désignant  par  jS  un  nombre  positif,  plus  petit  que  i.  De  même, 
la  quantité  f{xo  4-  h,  jo)  —  /  {xo,  jo)  est  l'accroissement  de  la 
fonction  (de  x)f{x,  y  a)  quand  on  passe  de  la  valeur  Xo  à  la  valeur 
£Go  H-  /t  ;  on  a  donc,  parle  même  théorème, 

/(Xo  +  h,  Jo)  —  /  (a-Q,  Jo)  =  /i  T  (-ï-o  +  a/i,  Jo). 

en  désignant  par  a  un  nombre  compris  entre  o  et  i  :  on  en  dé- 
duit 

/(a:,!  -}-  /i,  Jo  4-  k)  —f[x^,y^)  =  k<h  {x^  -+-  /i,  jo+  ^f<)  +  /i?  {^o  +  a/t,  Jo)  : 

si,  par  conséquent,  M  est  un  nombre  positif  auquel  les  fonctions 
di  [x,  j),  ç  {x,  y)  restent  inférieures  en  valeur  absolue  dans  l'en- 
semble (XY),  on  aura 

I  /  (j-o  +  h,  Jo  +  k)  —/(xo,  Jo)  I  <  £, 
si  l'on  a 

IM<i.     IM<i- 

La  continuité  est  donc  assurée. 

Les  fonctions /i,  /[  ou  ©  (x,  y),  <|  {x,  y),  déterminées  dans  le 
même  ensemble  (XY)  que  la  fonction /(x,  y),  peuventelles-mêmes 
donner  naissance  à  des  dérivées  partielles  prises  par  rapport  à  x  et 
par  rapport  à  y  ;  mon  but  est  maintenant  de  démontrer  que  si  les 
dérivé<îs  partielles  <|/^  et  (p^  existent  et  sont  continues,  (au  sens  du 
n°  165))»  elles  sont  égales. 

Conservons  les  notations  précédentes  :  on  obtient  le  môme 
résultat  en  retranchant  l'expression  f[x  -+-  h,  y)  — f(x,  y)  de 
celle  qu'on  en  déduit  en  y  remplaçant  y  par  y  -h  k,  ou  en  re- 
tranchant l'expression  /  {x,  j  -}_  A-)  —  /  {x,  y)  de    celle  qu'on  en 
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déduit  en  y  remplaçant  x  par  x  -+-  h.  L'expression 

f(x,-{-  h,  y)—f{x„y) 

regardée  comme  une  fonction  de  y  seul,  déterminée  dans  l'inter- 
valle (6,  b')  admet  la  dérivée  'i*  [xq  -+-  h,  y)  —  (];  [X(„  y).  Si  donc 
on  applique  le  premier  théorème  du  n°  216  à  la  fonction 
/{xq,  -\-  h,  y)  — f{x^^,  }'),  on  aura  pour  l'accroissement  de  cette 
fonction  quand  on  passe  de  la  valeur  j^  de  la  variable  à  la 
valeur  y^  +  k, 

f{Xo  +  /i,  Jo  +  k)  —f(Xf),  Jo  +  k)  —fi^o  +  /*.  Jo)  -l-/('ïj' Ju) 

=:  k  ['|/    {x,   +    h,   J,   +    p/v)    —  J;   {X„   Y,  +    ^k)'], 

en  désignant  par  |3  un  nombre  positif  plus  petit  que  i.  Mais  en 
vertu  du  même  théorème,  appliqué  maintenant  à  la  différence  des 
valeurs  que  prend  la  fonction  de  x,  ^b  {x,  y^  -h  jS/c),  quand  on  y 
remplace  x  par  x,^  -+-  h  et  par  £Cq,  le  facteur  qui  multiplie  A',  dans 
le  second  membre,  peut  s'écrire  h  (j;^  [x^  -f-  ah,  y^  -h  jSA),  en  dé- 
signant par  a  un  nombre  compris  entre  o  et  i  :  l'expression 
'K  (^0  ~^  ^-^*'  Jo  +  fif^)  signille  valeur  de  la  dérivée  par  rapport  à 
X  de  la  fonction  d»  (x,  y),  pour  les  valeurs  respectives  x^  -+-  ah, 
y^  ■+■  jj/x  àc  X,  y  :  On  a  donc  finalement 

/(•^o  H-  h,  y,  +  A:)  — /(.r„  Jo  +  k)  —  f  (x,  +  h,  jn)  +/(^o.  Jo) 
zr=  h  k'h'^  (xj  +  ah,  Jo  -h  p/î). 

Mais  si,  au  lieu  de  partir  de  l'expression /(£C(,-i- A,  y) — fi^o'ï) 
considérée  comme  une  fonction  de  y,  on  était  parti  de  l'expression 
f{x,  3'o  -+-  k)  —  /(ic,  Jo)  considérée  comme  une  fonction  de  x,  il 
est  clair  qu'on  aurait  mis  le  premier  membre  de  l'égalité  précé- 
dente sous  la  forme  hkco'y  (x^,  +  a' h,  j^^  -+-  f^'h)  en  désignant  par 
a',  j5'  des  nombres  compris  entre  o  et  i  comme  a  et  p  :  on  en  con- 
clut l'égalité 

Vx  (.To  +  a/i,  Jo  H-  p/v)  =  <u'y  (xo  H-  ce' h,  jo  +  ^'k), 

égalité  qui  subsiste  quelque  petits  que  soient  les  nombres  h  et  k  en 
valeur  absolue  ;  elle  subsistera  certainement  pour  h  et  k  nuls,  c'est- 
à-dire  qu'on  aura 

'Va-  (^0.  Yo)  =  ^'n  i^o'  Jo)  • 
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si  les  deux  fonctions  '|»!^  (^',^  sont  conlinucs  pour  le  système  (.x„,  y„) 
au  sens  qui  a  été  précisé  à  la  fin  du  n°  165.  Si,  en  particulier,  les 
deux  fonctions  <i>'^  et  ^i/[  sont  continues  dans  tout  l'ensemble  (XY), 
elles  sont  identiques  dans  cet  ensemble, 

Cette  circonstance  se  présentera  en  particulier,  quelque  soit  l'on- 
scmble  (X.Y),  si  la  fonction  /  (a;,  y\  est  un  polynôme  ;  les  dérivées 
JJ.  f',j  de  ce  polynôme  sont  des  polynômes,  ainsi  que  les  dérivées 
'i/^  et  (Dy  :  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  former  séparément  ces  deux 
polynômes,  puis  à  constater  leur  identité. 

Que  l'égalité  ^'^  =  <p'y  puisse  être  en  défaut  quand  les  deux 
fonctions  'Y^,  'sjy  ne  sont  pas  continues  pour  le  système  iKy,  }'„, 
c'est  ce  que  montre  clairement  (^)  la  fonction 

/  (•^'  y)  =  y-  ai'c  ig  \  —  ^'  ai'c  ig  •[-  • 

Je  supposerai,  pour  définir  entièrement  celte  fonction,  qu'une 
expression  de  la  forme  arc  tg  t  est  nulle  quand  a  et  h  sont  nuls, 

qu'elle  est  égale  à  +  7  ou  à quand  h  est  nul,    sans   que  a  le 

soit,  suivant  que  a  est  positif  ou  négatif.  Si  A  est  un  nombre  po- 
sitif quelconque,  il  est  clair  alors  que  la  fonction y'(.c,  j)  sera  dé- 
finie dans  l'ensemble  (X\)  dont  les  éléments  sont  des  systèmes  de 
deux  nombres  x,  y  qui  vérifient  les  conditions  —  A  ^  rc  ^  A, 
—  A  ^  j  ^  A.  Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  que  cette  fonc- 
tion y  (x,  j)  admet  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

jl  =  cp  [x,  y)  =  y  —  IX  arc  tg  •-  ,  flj  =  'l  (x,  y)  =  —  .r  H-2_y  arc  tg  ^ 

qui  sont  définies  dans  le  même  ensemble  ;  ces  formules  convien- 
nent encore  quand  les  A^ariables  x  ou  y  sont  nulles  :  c'est  ce  dont 
le  lecteur  se  convaincra  aisément  ;  il  en  est  de  même  des  for- 
mules 


.T-  -t-  y 


sauf  dans  le  cas  où  l'on  a  à  la  fois  x  =z  o,  y  =-  o,  cas  oii  ces  for- 
(')  ScHWARZ.  —  Ges.  math.  Abhandlungen,  II,  p,   :i8o. 
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mules  n'ont  pas  de  sens.  Il  est  d'ailleurs  impossible  d'attribuer  à  la 

y2     __^     /Jfj2 

fraction    2      — ï,  pour  a?  =  o,  y  =  o;  une  signification  telle  qu'elle 

soit  continue  pour  ce  système,  car  on  peut  faire  tendre  xet  y  vers 
G  de  façon  que  la  fraction  tende  vers  tel  nombre  qu'on  veut,  com- 
pris entre  —  i  et  -+-  i  ;  quelle  que  soit  la  valeur  qu'on  lui  attribue 
pour  £c  =  o,  j  =  G,  la  fraction  sera  discontinue  pour  ce  système. 

Toutefois,  la  fonction  (p  {x,  y)  a,  quelque  soit  x,  une  dérivée  par 
rapport  à  y  ;  pour  33  =  0,  la  fonction  se  réduit  à  y,  dont  la  dérivée 
par  rapport  à  j  est  i  ;  tp,^,  pour  x  =  o,  y  =^  o,  se  réduit  à  i  ;  de 
même  d»  {x,  y),  quel  que  soit  y,  a  une  dérivée  par  rapport  à  x  ; 
pour  j  =  o,  '^  (x,  y)  se  réduit  à  —  x,  dont  la  dérivée  par  rapport 
à  a?  est  —  I  ;  les  deux  dérivées  (ûy,  '|^  ne  sont  pas  égales  pour 
X  =--  o,  y  =  o. 

Revenons  au  cas  général,  pour  expliquer  les  notations  usuelles. 
Les  dérivées  partielles  de  /^  par  rapport  à  x,  j  se  représentent  les 
premières  par 


PII                    fl/2 

J  XXI                            Jx     ' 

ôXôj' 

la  seconde  par 

fxy 

ôXôj' 

de  même  les  dérivées  partielles 

de  fy  par  rapport  à  x,  y  se  repré 

sentent,  la  première  par 

Jy^' 

ôjôa; 

la  seconde  par 

Jyy             Jy 

^y^y 

Avec  ces  notations,  le  théorème  précédent  revient  à  dire  que, 
sous  les  conditions  de  continuité  précisées  plus  haut,  on  a 
ply=zfy^;  sous  ces  conditions  l'ordre  dans  lequel  on  prend  les 
dérivées  est  indifférent. 

Les  notations  précédentes,  et  la  proposition  relative  à  l'interver- 
sion s'étendent  sans  aucune  difficulté  aux  dérivées  partielles  d'ordre 
supérieur  au  second,  d'une  part,  aux  fonctions  de  plus  de  deux 
variables,  de  l'autre.  Je  crois  d'autant  moins  utile  d'insister  ici  sur 
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ces  extensions  que  je  n'en  aurai  guère  besoin  dans  le  présent  ou- 
vrage, où  la  considération  des  fonctions  de  deux  variables  n'est 
introduite  qu'en  vue  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable. 

220.  —  Considérons  une  fonction  f{ii,  v)  des  deux  variables 
II,  V  déterminée  dans  l'ensemble  (UV)  des  systèmes  de  valeurs 
attribuées  à  ii,  v  qui  satisfont  aux  inégalités 

A<H<A',         B<v<B'. 

Je  suppose  que  cette  fonction  admette  des  dérivées  partielles 
f'u,  /[.  bornées  dans  l'ensemble  (UV)  ;  elle  est  alors  bornée  dans 
cet  ensemble  :  Supposons  maintenant  que  ii  et  i'  soient  des  fonctions 
de  la  variable  x,  déterminées  dans  l'intervalle  (a,  6),  admettant 
dans  cet  intervalle  des  dérivées  ii' ,  v' ,  et  que  les  bornes  respectives 
de  ces  fonctions  ii,  v  appartiennent  respectivement  aux  intervalles 
(A,  A'),  (B,  B).  Il  est  clair  que  la  fonction  /(u,  v),  où  l'on  regarde 
II,  V  comme  les  fonctions  de  x  que  Ton  vient  de  dire,  est  elle-même 
une  fonction  de  x  continue  dans  l'intervalle  {a,  b).  Il  est  naturel  de 
chercher  si  elle  admet  une  dérivée  par  rapport  à  x. 

Soient  jîij,:*;^, -h /des  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  la,  6), 
soient  «o  et  ii^  -+-  h,  v^  et  Vg  -+-  k\  /{Uq,  i\)  et  /(».(,  -h  h,  Vq  -+-  k) 
les  valeurs  correspondantes  des  fonctions  u,  v,  f{ii.  v). 

On  aura,  en  attribuant  encore  à  ç  (h,  v),  'i>{u,  v)  le  même  sens 

qu'à  /;„  /; 

/("o  +  /''  î'o  +  />■)  — /("o^  ^'o) 

=  kà{u,  +  h,  V,  +  ?A-)  +  f{u,  +  h,  v,)-f{u„  V,) 

en  désignant  par  ^  un  nombre  positif  plus  petit  que  i  ;  on  aura 
donc 

/(»o  -^  h,  r,  +  h)—J(ii^,Vg) 
l 
,  /  7  oi\k        fin,,  -A-  h,  !vO  —  /"(",-,,  î'o)  h 

=  ^  («0  +  /^  ^'o  +  P^-)  7  +  '-— --j, — '—^-^-  7  • 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  /  tende  vers  o,  la  limite  du  pre- 
mier  membre,  si  elle  existe,  sera  la  dérivée  cherchée  ;    dans  le 
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3'nO  n^TRODUCTION    a    la    théorie    des    rONCTIOAS 

k        h  . 

second  membre  -, ,  et  j  ont  certainement  pour  limites  les  valeurs 

u'q,.v'q  des  fondions  ii,  v  pour£c  =  a3o  ;  la  quantité  d»  [Uç^-+-h,  v^  -hpA;) 
a  pour  limite  ^{u^,  v^),  si  la  fonction  d;  {ii,v)  est  continue  pour  le 
système  {u^,  v^),  et  la  quantité 

h 

a  pour  limite  la  valeur,  pour  ii  =  ii^,  de  la  dérivée,  par  rapport  à 
II,  âef{ii,  Uq)  considérée  comme  une  fonction  de  ii  ('). 

Si  donc  on  ajoute  aux  suppositions  déjà  faites  la  supposition  que 
Mune  au  moins  des  dérivées  partielles  /^,/u  est  continue  dans  l'en- 
semble (UV),  on  peut  affirmer  que  la  fonction  f{ii,  v),  regardée 
comme  une  fonction  de  x,  admet  une  dérivée  dans  l'intervalle  (a,  h) 
et  que  cette  dérivée  est 

fun'-r-f.v'. 

Considérons  par  exemple  la  fonctions'",  on  pourra  prendre  pour  A 
A'  deux  nombres  positifs  quelconques  et  pour  B  et  B'  deux 
nombres  quelconques  ;  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  i!  et  au 
seront  respectivement  ua"~'  et  iV  log  ii  :  il  est  aisé  de  voir  qu'elles 
sont  continues  pour  chaque  système  de  valeurs  appartenant  à  l'en- 
semble (UV)  ;  on  en  conclut  que  si  ii,  v  sont  des  fonctions  de  x 
définies  dans  l'intervalle  (a,  b),  continues  dans  cet  intervalle  et  y 
admettant  des  dérivées  n',  v',  telles  enfin  que  la  première  ii  soit  tou- 
jours positive  et  par  conséquent  supérieure  à  un  nombre  positif  A^ 
la  fonction  de  x,  u",  admettra  pour  dérivée  dans  l'intervalle  [a,  b), 

u"  ~  '  [vu'  H-  nv'  log  u). 

Je  n'insiste  pas  sur  l'extension  à  des  fonctions  f'[ii,  v,  w,  ...)  de 
trois,  quatre,  ...  variables  u,  v,  w,  ...,  que  l'on  considère  comme 
des  fonctions   de  x,  du  théorème  précédent,  lequel,  ainsi  que  le 


(1)  C'est  pour  mettre  en  évidence  ce  fait  qu'on  suppose  seulement  l'existence 
de  cette  dérivée,  que  je  n'ai  pas  appliqué  le  théorème  du  n"  216  à  l'ex- 
pression y  (uo  +  h,  Vq)  —J{uo,  Vq).  Quant  à  la  petite  difficulté  tenant  à  ce  que  h 
pourrait  être  nul  pour  des  valeurs  de  l  aussi  petites  qu'on  veut,  on  la  lèvera 
comme  au  n°  212. 
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lecteur  n'a  pas  jnanquc  clc  s'en  apercevoir,  conslitue  une  extension 
du  théorème  du  n"  212. 

221.  —  Soit  f[x,  y)  une  fonction  des  deux  variables  x,  y  déter- 
minée dans  l'ensemble  (XY)  clcfmi  par  les  égalités 

A<»<A',       B<j<B', 

admettant  des  dérivées  partielles  /^,  f\j  bornées  dans  l'ensemble 
(XY)  et  dont  l'une  au  moins  est  continue  dans  cet  ensemble  (XY)  ; 
on  peut  écrire,  en  désignant  par  {x,  y),  {x  -\-  h,  y  H-  k)  deux 
systèmes  qui  appartiennent  à  l'ensemble  (XY)  , l'égalité 

f{x  +  h, y  +  k)  =/(rr,  j)  -h  hf,(x  -+-  Qh,  y  +  Ok) 

^  kf[(x  ^  ^h,  y  +  H'), 

•où  Q  désigne  un  nombre  positifplus  petit  que  i  ;  /Ifx  H-  Oh,  y  -+-  Sk) 
■etf'y{x  -+-  6h,  y  +  Ôk)  désignent  les  valeurs  jrespectives  des  déri- 
vées partielles/;,,  fy  pour  les  valeurs  x  -+-  Oh,  y  +  Ok  des  variables. 
Si  l'on  regarde  en  elTet  œ,  y,  h,  k  comme  des  constantes,  la  dérivée 
(par  rapport  à  t)  de  la  fonction  (de  t)  f{x  -h  ht,  y  +  /.-/)  sera,  en 
vertu  du  théorème  précédent, 

hf  {x  -\-ht,y^  kl)  +  /^;  (.r  +  /(/,  y  -^  kt), 

et  il  suffit,  pour  obtenir  l'égalité  à  démontrer,  d'appliquer  le 
théorème  du  n°  21 6  à  l'accroissementde  lafonction/(j3-r-  A^  j+A/), 
quand  on  passe  de  la  valeur  o  de  la  variable  t  à  la  valeur  i . 

Si,  en  conservant  la  même  signification  à  la  fonction  [{j:,  y),  on 
savait  que  l'équation  f{x,  y)  =  o,  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
qui  appartiennent  à  l'intervalle  [a,  a')  contenu  dans  (A,  A'),  est 
vérifiée  quand  on  y  remplace  }'  par  une  fonction  continue  de 
x,  y  =■  9  (a?),  dont  les  valeurs  appartiennent  à  l'intervalle  l'B,  B'), 
et  qui  admette  une  dérivée  }''  =^  d  {x),  le  théorème  du  numéro 
précédent  donnerait  immédiatement  l'expression 

de  la  dérivée  y'  de  ©  [x)  ;  en  effet,  quand  on  regarde  y  comme 
étant  égal  à  ip  (a;),  la  fonction  f{x,  y)  devient  une  fonction  de  x  qui 
est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  Tinter- 
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valle  (a,  a')  ;  il  doit  donc  en  être  de  même  de  sa  dérivée,  et  cette 
dérivée,  d'après  le  numéro  précédent,  est  /',  H-  y'f'y,  d'où  l'on 
déduit  immédiatement  la  valeur  de  y',  en  supposant  que/y  soit 
diflerent  de  o. 

Pour  ce  qui  est  de  l'existence  d'une  fonction  y  =  <p  {oc)  et  de  sa 
dérivée,  la  proposition  qu'on  va  développer  fournit  tin  renseigne- 
ment essentiel.  Je  supposerai  toujours  la  fonction  f(x,  y)  déter- 
minée dans  l'ensemble  (XY)  qu'on  a  spécifié  plus  haut,  je  suppo- 
serai de  plus  qu'elle  admet  dans  cet  ensemble  des  dérivées  partielles 
bornées  et  continues  au  sens  du  numéro  i65  ('). 

Le  lecteur  pourra  se  représenter,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué 
au  11°  172,  le  système  (x,  y)  comme  un  point  dont  les  coordonnées 
sont  X,  y.  L'ensemble  (XY)  sera  alors  l'ensemble  des  points  situés 
à  l'intérieur  et  sur  le  contour  d'un  rectangle  dont  les  côtés  sont 
parallèles  aux  axes  :  de  là  l'expression  système  intérieur  à  l'en- 
semble, dont  je  me  servirai  plus  loin,  pour  désigner  un  système 
(.;/;,  y)  dont  les  éléments  vérifient  les  conditions  A  <C  œ  <<  A', 
B<j<B'. 

Ceci  posé,  supposons  que,  pour  le  système  (.r„,  y,,),  intérieur  à 
l'ensemble  (XY),  on  ait  f{x^,  y^)  =  o.  La  fonction  /(x,,,  y^)  est 
déterminée  aux  environs  du  système  (.«,,,  y^).  Supposons  enfin 
que  la  dérivée  partielle /'^  ne  soit  pas  nulle  pour  x  =^  x^,  y  =  j^. 
Je  vais  montrer  que,  dans  ces  conditions,  on  peut  regarder  x^ 
comme  le  centre  d'un  intervalle  [x^  —  a,  x^  -+-  a)  dans  lequel 
il  existe  une  fonction  continue  y  =  o  (x),  qui  annule  l'expression 
f[x,  y)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  con- 
sidéré et  qui  se  réduit  à  j^  pour  x  =  Xf^.  Celte  fonction  ®  (x'),  est  en- 
tièrement déterminée  par  les  conditions  qui  précèdent  ;  elle  admet 

f 
pour  dérivée  —  jf  • 

Jy   , 
Tout   d'abord,  puisque   le   système  (x^,  j^)  est  intérieur  à  l'en- 
semble (XY),  on  peut  fixer  deux   nombres  positifs  a,  |3  tels  que 
les  systèmes  de  nombres  x,  y  qui  vérifient  les  conditions 

Ix  — xj^a,  Ij  — roI^/3, 

systèmes  dont  je  désignerai  l'ensemble  par  (XY)^,  fassent  partie 

(1)  On  verra  ullérleurcment  qu'elles  sont  certainement  bornées  si  elles  sont 
continues. 
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de  l'ensemble  (XY).  Si  l'on  se  place  au  point  de  vue  géométrique, 
l'ensemble  (XY),,  est  représenté  par  un  rectangle  contenu  dans 
le  rectangle  qui  représente  l'ensemble  (XY).  Puisque  la  fonction 
//  est  continue,  on  peut  supposer  a,  j^  assez  petits  pour  que  la 
diiTércncc  entre  les  valeurs  que  prend  cette  fonction  pour  un  sys- 
tème quelconque  appartenant  à  l'ensemble  (XY)„  diffèrent  aussi 
peu  que  l'on  veut  de  celle  qu'elle  prend  pour  ./;  =  x,„  y  =  y„  ; 
puisque  cette  dernière  valeur  n'est  pas  nulle,  on  peut  supposer  que 
la  fonction /y  conserve  le  même  signe  dans  tout  l'ensemble  (XY)„, 
et  reste,  en  valeur  absolue,  supérieure  à  un  nombre  positif  P,  con- 
venablement choisi.  D'autre  part,  la  fonction/,,,  étant  bornée,  reste 
inférieure  en  valeur  absolue  à  un  certain  nombre  positif  M  ;  rien 
n'empêchant  de  remplacer  par  un  nombre  plus  petit  le  nombre 
a  que  l'on  a  choisi  tout  d'abord,  avec  [-j,  pour  que  ies  condi- 
tions précédentes  soient  vérifiées,  je  supposerai  dans  ce  qui  su:t 

a  <  |rr  l^.  La  fonction  y  =  '^  (x),  qui  doit  annuler/(x,  y),  va  être 
définie  dans  l'intervalle  (x^  —  a,  x,,  +  a),  et  l'on  prouvera  qu'elle 
vérifie  la  condition  j  y  —  y„  1  ■<  i'5- 

Pour  définir  la  fonction  '>  (x),  je  montrerai  que  l'équation  (en  y) 
f(x,  y)  =  o,  oi^i  l'on  regarde  x  comme  un  nombre  fixe  apparte- 
nant à  l'intervalle  {x^  —  a,  x,,  -h  a),  admet  une  racine  et  une 
seule,  comprise  entre  y,,  —  fi  et  y,  +  fi  :  cette  racine  est  la  valeur 
qu'on  attribuera  à  la  fonction  o  (x),  pour  la  valeur  de  x  considérée. 
Tout  d'abord,  on  reconnaît  aisément  que  l'équation  en  y  ne  peut 
avoir  plus  d'une  racine  dans  l'intervalle  considéré  ;  sien  effet  elle  en 
admettait  deux,  jiet  y^,  la  dérivée  partielle  f'j{x,  y),  où,  bien  en- 
tendu, X  a  la  valeur  donnée,  devrait  d'après  le  théorème  du  n^  215 
s'annuler  pour  une  valeur  intermédiaire  à  }'i,  y^,  ce  qui  est  con- 
traire aux  suppositions  antérieures. 

Ceci  posé,  si  l'on  fait  x  =z  x^  +  /i.  }'  =  }'o  +  ^'  ;  en  regardant 
toujours  X,  et  par  suite  h,  comme  donnés,  et  en  supposant  que  y 
appartienne  à  fintervalle  (v^  —  j3,  yo -h  ,S).  on  aura,  puisque 
f{x„  jg  est  nul 
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B  désigne  un  nombre  compris  entre  o  et  i  ;  dans  le  dernier  membre 
comme  dans  le  second,  les  dérivées  /i  et/,^  doivent  être  remplacées 
par  les  valeurs  que  prennent  ces  fonctions  pour  x  ■=^  x^^ -\-  Oh, 

Puisque  le  système  {x^  -^  Ôh,  j^  +  Ok)  appartient  à  l'ensemble 
partiel  (X.Y)o,  on  a  certainement 


/i 


<.  P 


en  sorte  que  le  facteur  j 


f  .  k      .    , 

"t?  est  du  signe  de  t-,  si  l'on  suppose 

Jy  '^ 


M 


iM>p|/^ 


condition  qui  est  compatible  avec 
l'on  a  supposé 

M     .    M 


la  supposition  |  k  |  <C  /5,  puisque 
P>  p-«>  p-l'il- 


Si    donc   on    attribue  à  A:  deux  valeurs  de    signes   contraires 
k'  et  k"  satisfaisant  l'une  et  l'autre  aux  conditions 


P>\f^\>  v\h\ 


l'expression 


^^{l 


fiï 


prendra  deux  valeurs  de  signes  contraires,  puisque  h/y  ne  change 
pas  de  signe.  D'ailleurs,  si  l'on  regarde  l'expression /(cCg-f-Zi,  }'o~^^) 
comme  une  fonction  de  la  variable  k,  cette  fonction  est  manifes- 
tement continue  dans  l'intervalle  (//,  A")  ;  elle  s'annule  donc  pour 
une  valeur  Aj  comprise  entre  k'  et  //  et,  par  suite,  plus  petite  que 
|3  en  valeur  absolue  :  c'est  jy  +  k^  qui  est  la  racine  unique  de 
l'équation  (en  y)  f{x,  y)  =  o,  comprise  entre  j,,  —  [j  et  y^  -h  /3, 
dont  on  a  affirmé  plus  haut  l'existence. 

Ce  qui  précède  suppose  évidemment  que  h  ne  soit  pas  nul  ;  pour 
h  =  G,  la  seule  valeur  de  k  comprise  entre  —  iS  et  +  jS  qui  annule 
f{xo,  Jo  +  k)  est  k  =  o. 
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Si  mainlcnant,  pour  chaque  valeur  de  £c  =^  x^  +  h,  appartenant 
a.  l'intervalle  (.x'o  —  a,  x,^  -+■  ry.),  on  attribue  à  j  la  valeur  de  cette 
racine  unique  que  l'on  vient  de  spécifier,  il  est  clair  qu'on  aura 
défini,  dans  l'intervalle  [xo  —  a,  Xq  h-  a),  une  fonction  y  =  o(.x) 
qui,  mise  à  la  place  de  y  dans  la  fonction  /"(x,  y),  rendra  cette  fonc- 
tion toujours  nulle.  La  fonction  ç;(,a;)  se  réduit  à  y„  pour  x=:x^^. 
Elle  est  continue  pour  cette  valeur  ;  en  effet  l'accroissement 
kl  =  ©(dîy  4-  h)  —  'p('^o)  cle  cette  fonction  quand  on  passe  de  x^,  à 
£C(,  -h  h  est  inférieur  à  |j  en   valeur  absolue  ;  le  nombre  positif  fj 

n  est  assujetti  qu  a  la  condition  p  >»  -p-  a,    et  pourvu  que  cette 

condition  reste  vérifiée,  rien  n'empêche,  dans  les  raisonnements 
précédents,  de  remplacer  a.  et  [j  par  des  nombres  plus  petits  et 
même  de  les  faire  décroître  indéfiniment  :  la  continuité  pour 
Xi  =  Xq  est  donc  assurée. 

Soit  maintenant  Xi  une  valeur  de  x  intérieure  à  l'inten^afle 
(xq  —  a,  Xq -i- a),  et  soit  jt  =  ç;(£Ci).  On  peut  raisonner  sur 
Xi,  ji  comme  on  a  fait  sur  x^,  yo,  déterminer  deux  nombres 
positifs  oCi,  1^1  assez  petits  pour  que  l'ensemble  (XY)i  des  systèmes 
de  nombres  x,  y  qui  vérifient  les  conditions  |  x  —  Xi  |  ^  ai, 
\  y  —  Ji  I  S  j^i  soit  contenu  dans  l'ensemble  (XY),^.  Au  point  de 
vue  géométrique,  l'ensemble  (XY)i  sera  représenté  par  un  rectangle 
intérieur  au  rectangle  (XY)^.  Puis,  on  pourra  définir  dans  l'in- 
tervalle [Xi —  ai,  Xi  -+-  ai)  une  fonction  y  =  çji  (x)  qui  annule 
f{x,  y),  qui  se  réduit  à  ji  pour  x  =  xi,  qui  est  continue  pour 
cette  dernière  valeur,  qui  enfin  vérifie  la  condition  |  y  —  Vi  |  <Cj'5i, 
et  par  conséquent  la  condition  \  y  —  y^  |  <C  jS,  puisque  l'ensemble 
(XY)i  est  contenu  dans  rensemble  (XY),,  ;  mais,  pour  une  valeur 
de  x  appartenant  à  l'intervalle  [xi  —  ai,  Xi  -+-  ai),  et  par  consé- 
quent à  l'intervalle  (Xg  —  a^  x^^  -\-  a),  l'équation  (en  y),  f{x,  y)  =  o 
ne  peut  avoir  deux  racines  distinctes  ç;  {x)  et  Si  {x)  satisfaisant  à 
la  condition  |  y  —  j,j  |  ■<  /5  ;  il  faut  donc  que  dans  l'intervalle 
(xi  —  ai,  Xi  +  ai),  la  fonction  '^i(x)  coïncide  avec  la  fonction 
(û  {x)  ;  celle-ci  est  donc  continue  en  Xy  et,  par  suite,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  intérieures  à  l'intervalle  [x^  —  a,  x^  -i-  a).  On  peut 
dire  aussi  bien  qu'elle  est  continue  dans  tout  l'intervalle,  y  com- 
pris les  bornes,  quitte  à  remplacer  a  par  un  nombre  un  peu  plus 
petit  ;  mais,  en  modifiant  légèrement  le  raisonnement  précédent. 
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on  voit  sans  peine  qu'il  n'est  nullement  nécessaire  de  restreindre 
l'intervalle. 

Il  reste  à  montrer  que  la  fonction  (p  [x)  est  la  seule  fonction  con- 
tinue dans  l'intervalle  [x^  —  a,  x^  -+-  a)  qui  annule  f{x,  y)  et  se 
réduise  à  y^   pour  x  =  x^^.   Observons  que  la  fonction  continue 

P  —  1     Cp{x)  —  Jo   I 

doit  atteindre  son  minimum  dans  l'intervalle,  et  que,  puisque 
cette  fonction  ne  s'annule  pas,  il  y  a  un  nombre  positif  X 
auquel  elle  reste  supérieure  ou  égale.  Supposons  maintenant 
qu'il  existe  une  autre  fonction  ^  (x)  satisfaisant  aux  conditions 
imposées  k  (p{x);  puisque,  pour  une  valeur  de  x  appartenant  à  l'in- 
tervalle considéré,  l'équation  (en  y),  f{x,  y)  =  o,  ne  peut  avoir 
qu'une  seule  racine  pour  laquelle  on  ait  ]  y  —  y^  |  <<  p,  et  que 
cette  racine  est  y  =  o{x),  il  faudra  que,  pour  une  telle  valeur  de 
X,  on  ait  soit  é  {x)  =  ^  (x),  soit  |  d/{x)  —  y^  |  ^fi',  dans  ce  der- 
nier cas,  on  aurait 

l^^x)  —  (p[x)\  =  \  [.];  (x)  —  Jo]  —  [ç  [x)  —  Jo]  1 

^\^{^)-jo\-\9(^)-yo\»^- 

La  fonction  ^\i{x)  —  ©  [x)  étant  continue  dans  l'intervalle  consi- 
déré, la  proposition  énoncée  résulte  évidemment  du  lemme  suivant, 
que  l'on  aura  plusieurs  fois  l'occasion  d'appliquer. 

Soit  g  {x)  une  fonction  dont  on  sait  qu'elle  est  continue  dans 
l'intervalle  (c,  d)  ;  que,  pour  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  cet 
intervalle,  elle  est  soit  nulle,  soit  égale  ou  supérieure  au  nombre 
positif  X,  en  valeur  absolue  ;  enfin  qu'elle  est  nulle  pour  une  va- 
leur X(,  de  l'intervalle  :  on  peut  affirmer  que  la  fonction  g  (ce)  est 
nulle  dans  tout  l'intervalle  (c,  d). 

On  peut  en  effet  diviser  cet  intervalle  en  intervalles  partiels 
assez  petits  pour  que,  dans  chacun  d'eux,  l'écart  de  g  {x)  soit 
moindre  que  X;  dans  chaque  intervalle  partiel,  la  fonction  \  g{x)  \ 
est,  ou  bien  nulle,  ou  bien  supérieure  ou  égale  à  X  ;  elle  est  nulle 
dans  celui  qui  contient  Xq,  aux  bornes  de  cet  intervalle,  dans  les 
intervalles  contigus,  etc.. 
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Enfin  la  fonction  (^  (x)  admet,  pour  x  =  x,j,  une  dérivée  égale  à 

f'r  fao,  .y„) 

J'y  (-^v  y.)  ' 

comme  il  résulte  immédiatement  de  l'égalité  (i)  quand  on  suppose 
f{xo  -+-  h,  jo  +  A)  nul  ;  on  en  tire  en  effet 

k  _  _  fL  G^o  -+-  ^h,  y,  +  e/t  ) 
h  J'y{x,  +  %h,y,  +  ^ky 

et  la  proposition  est  évidente,  à  cause  de  la  continuité  des  dérivées 

partielles/^,  f'y. 

Les  raisonnements  précédents  montrent  de  suite  que  l'expression 

f 
—  iL?  donne  les  valeurs   de  la   dérivée  de  ©  {x)  pour  toutes  les 

Jy 

valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'intervalle  {x^  —  a,  a;^  -H  a). 

A  la  vérité,  la  fonction  7  =  9  (a?)  n'a  été  définie  que  dans  le  petit 
intervalle  {x^^  —  a,  x^  -\-  a)  ;  mais  il  est  clair  qu'on  peut  la  pro- 
longer ;  si  l'on  pose  maintenant  a^i  =  a;,,  H-  a,  Ji  =  ©  {xv),  la  dérivée 
partielle  f'y  n'étant  pas  nulle  pour  x  =  Xi,  j  =  ji,  on  pourra 
définir  dans  les  environs  de  Xi,  une  fonction  continue  Oi{x), 
annulant/(a;,  j)  et  se  réduisant  à  jt  pour  a?  ;=  Xi  ;  on  voit  comme 
précédemment  que  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  petites  que 
Xi,  (pi  (x)  coïncide  avec  ©  (x)  ;  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus 
grandes  que  a:  1 ,  on  adoptera  pour  y  la  détermination  (pi{x),  en 
sorte  qu'on  aura  déterminé,  dans  un  intervalle  plus  étendu,  une 
fonction  continue,  annulant  f{x,  y),  se  réduisant  à  jo  pour 
X  =  Xf^,  etc.  Sans  que  je  m'arrête  davantage  sur  ce  sujet,  on 
conçoit  qu'on  puisse  définir  une  fonction  y  de  x,  jouissant  de  ces 
mêmes  propriétés  dans  un  intervalle  borné  par  deux  nombres  a,  a' 
auxquels  correspondent  les  valeurs  b,  b'  dey  et  tels  que  les  systèmes 
{a,  b),  ou  (a',  b'),  tout  en  appartenant  encore  à  l'ensemble  (XY),  ne 
soient  plus  intérieurs  à  cet  ensemble,  ou  tels  encore  que  la  dérivée 
partielle/;' s'annule  pour  l'un  de  ces  systèmes;  toutefois  ces  cas 
limites  demandent  une  étude  particulière.  , 

Laissant  maintenant  de  côté  les  règles  relatives  au  calcul,  je  vais 
montrer  le  parti  qu'on  peut  tirer  des  dérivées  pour  l'étude  des 
fonctions. 


378 


INTRODUCTION    A    LA    THEORIE    DES    FONGTION& 


III.  —  ÉTUDE  DES  FONCTIONS  AU  MOYEN  DES  DERIVEES 


222.  —  Soit/(a;)  une  fonction  admettant  dans  l'intervalle  (a,  6) 
une  dérivée/'  (x),  il  résulte  immédiatement  de  la  définition  de  la 
dérivée  que  si  la  fonction /(j:)  est  constante  dans  l'intervalle  (a,  b)^ 
la  dérivée  /'  (x)  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appar- 
tiennent à  cet  intervalle,  que  si,  dans  ce  même  intervalle,  la  fonction 
f{x)  est  croissante,  la  dérivée/'  (x)  n'est  jamais  négative,  puisque 
le  rapport 

fix-^h)-f{x) 

h 

étant  jDOsitif,  sa  limite,  pour  h  =  o,  ne  peut  être  négative  ;  enfin 
que,  si  la  fonction  f{x)  est  décroissante,  la  dérivée  f  (x)  n'est 
jamais  positive. 

On  est  tenté  de  regarder  comme  évidentes  les  réciproques  de  ces 
théorèmes  ;  cela  serait  légitime  s'il  était  vrai  qu'un  intervalle  (a,  b) 
pût  toujours  être  décomposé  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels 
tels  que  dans  chacun  d'eux  la  fonction  f(x)  fût  ou  constante,  ou 
croissante,  ou  décroissante  ;  c'est  la  fausseté,  que  l'on  a  mise 
hors  de  doute,  de  cette  supposition,  qui  rend  nécessaire  la  démons- 
tration des  théorèmes  suivants. 

1°  Si  la  fonction /(x)  admet  dans  l'intervalle  (a,  6)  une  dérivée 
/'  [x)  et  si  cette  dérivée  est  constamment  nulle,  la  fonction  f{x) 
est  constante  dans  l'intervalle  (a,  b). 

Soient  en  effet  Xy,  x.^  deux  valeurs  quelconques  qui  appar- 
tiennent à  cet  intervalle,  on  aura  (n°  216) 

en  désignant  par  H  un  nombre  compris  entre  x.,  et  x^\  mais,  par 
hypothèse,  /'  (^)  est  nul;  on  a  donc/(x2)  ^=f{x^. 

La  fonction  f[x)  conserve  toujours  la  même  valeur  dans  l'in- 
tervalle [a,  b);  cette  valeur  est  nécessairement  f{a)  =f{b). 

2°  Si  la  fonction  f{x)  admet  dans  l'intervalle  (a,  b)  une  dérivée 
f{x),  si,  dans  cet  intervalle,  cette  dérivée  n'est  jamais  négative,  si 
enfin  elle  n'est  pas  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appar- 


CHAPITRE  VI.  ÉTUDE  DES  FONCTIONS  S/Q- 

tiennent  à  un  inlervalle  {a,  U)  conlenu  dans  l'intervalle  (a,  h),  la 
fonction /{.>:)  est  croissante  dans  rintervalic  {a,  h). 

Soient  encore  Xi,  :c.,   deux   valeurs  quelconques  appartenant  à 

l'intervalle  (a,  b)  et  soit  cci  <C  x.^  ;  l'égalilé  (  i)  montre,  puisque  la 

quantité/"  Çz)  est  positive  ou  nulle,  que  l'on  af(xi)  ^/(x^). Mais,. 

dans  l'intervalle   (xi,  x-,)  la  fonction  fix)  ne  peut  être  constante, 

puisque  la  fonction  f  (x)  n'est  pas  constamment   nulle  dans  cet 

intervalle  ;  il  existe  donc  un  nombre  x'  compris  entre  Xi  et  x.^  tel 

que  la  valeur  de   f(x')   diffère   au  moins    de  l'une  des   quantités 

f(Xt),f{x^);  les  quantités  Xi,  x',  x.,  étant  d'ailleurs  rangées  par 

ordre  de  grandeur,   on  a  f(Xi)^f(x')^J(x.2);    comme  les  deux 

égalités  ne  peuvent  avoir  lieu  simultanément,  il  faut  que  l'on  ait 

/{ ''-i)  <  /(a%).   C'est  ce  qu'il  fallait  établir  ;   on  prouvera  de  la 

même  façon  le  tbéorème  suivant. 

3°  Si,  dans  l'intervalle  (a,  b),  la  fonction /(x)  admet  une  dérivée 
f  (x)  qui  ne  soit  jamais  positive,  si  cette  dérivée  n'est  pas  nulle 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  un  intervalle 
(a',  b)  compris  dans  l'intervalle  (a,  6),  la  fonction  f(x)  est  dé- 
croissante dans  ce  dernier  intervalle. 

223.  —  Si  une  fonction /(:/;)  est  définie  dans  l'intervalle  (a,  b), 
on  dit  qu'elle  admet  un  maximum  pour  la  valeur  £  attribuée  à  x^ 
valeur  appartenant  à  l'intervalle  (a,  b),  mais  distincte  des  limites 
a,  b,  s'il  existe  un  nombre  positif  £  tel  que  l'on  ait,  pour  toutes  les 
valeurs  de  h  autres  que  o  et  inférieures  à  ;  en  valeur  absolue, 

/(^  +  A) -/(?)<  o; 

si,  dans  les  mêmes  conditions,  on  avait 

/(^-/0-/l^>o, 

on  dirait  que  la  fonction /(x)  admet  un  minimum  pour  x  =  z. 
Si  la  fonction  y  (j:)  admet  un  maximum  ou  un  minimum  pour 
X  =  z,  et  si  pour  cette  même  valeur  elle  a  une  dérivée,  cette 
dérivée  est  nulle  ;  cela  résulte  du  raisonnement  employé  au  n°  215  : 
pour  h  positif  et  suffisamment  petit  les  deux  rapports 

h       '         —h 
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finissent  par  être  certainement  de  signes  contraires  ;  leur  limite 
commune,  pour  h  =  o,  est  donc  nulle. 

Si  donc  la  fonction  f[x)  admet  une  dérivée  dans  l'intervalle 
{a,  h),  on  devra  chercher  les  valeurs  de  x  qui  lui  font  acquérir  un 
maximum  ou  un  minimum  parmi  celles  qui  annulent  la  dérivée  ; 
mais  le  choix  et  la  distinction  de  ces  valeurs  exigent  une  étude 
plus  approfondie. 

224.  —  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où,  la  fonction  f{x) 
étant  continue  dans  l'intervalle  (a,  b),  cet  intervalle  peut  être 
partagé  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels  tels  que  dans 
chacun  d'eux  la  fonction  varie  toujours  dans  le  même  sens  ;  si, 
par  exemple,  la  fonction  est  croissante  dans  un  intervalle  et  dé- 
croissante dans  l'intervalle  suivant,  il  est  clair  qu'elle  présentera 
un  maximum  pour  la  limite  commune  aux  deux  intervalles  ;  on  dit 
que,  pour  cette  valeur,  elle  cesse  de  croître  pour  décroître  ensuite  ; 
de  même,  si  la  fonction  est  décroissante  dans  un  intervalle  et 
croissante  dans  l'intervalle  suivant,  elle  passe  par  un  minimum 
pour  la  valeur  de  la  variable  égale  à  la  borne  commune  des  deux 
intervalles. 

On  est  certain  d'être  dans  ce  cas  si,  dans  l'intervalle  (a,  6),  la 
fonction  f{x)  admet  une  dérivée  et  si  l'intervalle  (a,  6)  peut  être 
divisé  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels,  tels  que  dans  chacun 
d'eux  la  dérivée/' (ic)  ait  un  signe  déterminé;  si  dans  un  inter- 
valle partiel  la  dérivée  est  positive,  la  fonction  est  croissante,  etc. 
Peu  importe  d'ailleurs  que  dans  un  intervalle  partiel  la  dérivée 
s'annule,  pourvu  qu'elle  ne  change  pas  de  signe  et  qu'elle  ne 
soit  pas  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  un 
intervalle  fini. 

Les  valeurs  qui  fournissent  les  maxima  sont  alors  caractérisées 
par  ce  fait  que  la  dérivée  y  est  nulle,  qu'elle  est  positive  pour  les 
valeurs  plus  petites,  négative  pour  les  valeurs  plus  grandes  ;  de 
même  pour  les  valeurs  qui  fournissent  les  minima,  la  dérivée  est 
nulle  et  passe  du  négatif  au  positif. 

Par  exemple  l'expression  [x  x'^  — 3  x^  —  m,  o\x  m  est  une  cons- 
tante, admet  une  dérivée  dans  tout  intervalle  ;  cette  dérivée  est 
I2J32  (i  —  x)  ;  elle  est  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  x  in- 
férieures à  I,  négative,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  i  ; 
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la  fonction  proposée  est  donc  croissante  dans  l'intervalle  ( —  ^  ,  i), 
en  désignant  par  ce  symbole  un  intervalle  dont  la  limite  inférieure 
est  un  nombre  négatif  aussi  grand  qu'on  le  veut  en  valeur  absolue; 
elle  est  décroissante  dans  l'intervalle  (i,  -+■  oo  ),  elle  passe  par  un 
maximum  pour  x  =  i,  ce  maximum  est  i  —  m;  d'ailleurs  pour 
x  =  H-  oo  ,  la  fonction  est  égale  à  —  c/o  ;  en  résumé,  cpiand  x  croît 
de  —  00  à  I,  la  fonction  croît  de  —  ^c  à  i  —  m,  et  quand 
X  croît  de  i  à  +  oo  ,  la  fonction  décroît  de  i  —  ma  —  ce  ;  on 
conclut  de  là  que,  si  i  —  m  est  positif,  la  fonction  4  x'^  —  3  x''  —  m 
s'annule  pour  une  valeur  de  x  inférieure  à  i  et  pour  une  valeur 
de  X  supérieure  à  i,  et  seulement  pour  ces  valeurs  ;  que,  si  l'on  a 
m  =  I,  la  fonction  s'annule  pour  .r  =  i  et  seulement  pour  cette 
valeur  ;  enfm  que,  si  i  —  m  est  négatif,  la  fonction  ne  s'annule 
pour  aucune  valeur  de  x. 

225.  —  Il  peut  se  faire  que,  dans  l'intervalle  où  on  la  considère, 
la  fonction  f{x),  que  je  suppose  toujours  continue,  admette  une 
dérivée,  sauf  pour  quelques  valeurs  exceptionnelles  ;  une  telle 
valeur  x'  sépare  alors  deux  intervalles  partiels  (xi,  x'),  (x' ,  Xo)  tels 
que  la  dérivée  existe  pour  tous  les  nombres  qui  appartiennent  à 
l'un  ou  à  l'autre  des  deux  intervalles,  sauf  toutefois  pour  le 
nombre  x'  ;  si  la  dérivée  a  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable  qui  appartiennent  au  premier  intervalle,  si,  par 
exemple,  la  dérivée  est  positive  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  ic,  et  x' ,  on  peut  affirmer  que  la  fonction  y  (.r)  est  croissante 
dans  l'intervalle  (.r^,  x'),  sans  exclure  les  limites  de  cet  intervalle  ; 
en  effet  le  théorème  du  n°  216  subsiste  alors,  ainsi  qu'on  en  a  fait 
l'observation  ;  il  en  est  de  même  de  ses  conséquences.  Si,  de 
même,  la  dérivée  est  négative  dans  l'intervalle  [x',  x.2),  la  fonction 
sera  décroissante  dans  cet  intervalle  et  présentera  un  maximum 
pour  X  ^=  x'  ;  elle  aurait  passé  par  un  minimum  pour  cette  même 
valeur  si  la  dérivée  était  négative  dans  le  premier  intervalle,  po- 
sitive dans  le  second  ;  elle  varierait  dans  le  môme  sens  dans  tout 
l'intervalle  {x^,  x.^)  si  la  dérivée  avait  le  même  signe  pour  toutes 
les  valeurs  de  j:  appartenant  à  cet  intervalle,  les  nombres  Xi,  x' ,  x.^ 
étant  exceptés  au  besoin. 

Par  exemple  la  fonction  y  =  (v^x)%  continue  dans  tout  inter- 
valle, n'admet  pas  de  dérivée  pour  x  =  o,  pour  toute  autre  valeur 
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de  X  elle  a  pour  dérivée 


•'  -3;/ 


pour  X  ^  G,  la  fonction  y  passe  par  un  minimum. 

226.  —  On  voit  d'après  cela  la  marche  à  suivre  pour  étudier  la 
variation  d'une  fonction  donnée  par  son  expression  analytique.  On 
décomposera  d'abord  l'ensemble  des  valeurs  de  x,  de  —  ce  à  +  00, 
en  intervalles  partiels  tels  que,  dans  chacun  d'eux,  la  fonction  soit 
définie  et  continue  ;  les  bornes  de  ces  intervalles  pourront  être  des 
valeurs  de  x  au  delà  ou  en  deçà  desquelles  l'expression  donnée 
n'aura  plus  de  sens  ;  de  telles  valeurs  se  présenteront  par  exemple 
•quand  l'expression  contiendra  des  radicaux  à  indices  pairs,  des  lo- 
garithmes, des  fonctions  circulaires  inverses,  etc.  ;  ces  bornes  pour- 
ront encore  être  des  valeurs  pour  laquelle  la  fonction  est  dis- 
continue, ou  des  nombres  aussi  voisins  que  l'on  voudra  de  certaines 
valeurs  isolées  de  la  variable,  telles  que  x  =  o  pour  la  fonction 
—  ,  pour  lesquelles  l'expression  considérée  n'a  pas  de   sens,  mais 

dans  le  voisinage  desquelles  elle  grandit  indéfiniment,  ce  que  l'on 
exprime  brièvement  en  disant  que  la  fonction  devient  infinie.  On 
se  livrera  à  une  étude  analogue  pour  la  dérivée,  en  se  limitant  tou- 
tefois aux  valeurs  de  la  variable  qui  appartiennent  aux  intervalles 
qu'il  y  a  lieu  de  considérer,  d'après  l'étude  préliminaire  que  l'on 
a  faite  de  la  fonction  ;  mais,  cette  fois,  on  portera  essentiellement 
l'attention  sur  les  valeurs  de  la  variable  pour  lesquelles  la  dérivée 
change  de  signe,  soit  qu'elle  s'annule,  soit  qu'elle  cesse  d'exister  en 
devenant  infinie,  ou  tout  autrement.  Ces  nombres  limiteront  ainsi 
des  intervalles  pour  lesquelles  la  dérivée  conservera  un  signe  cons- 
tant. Les  nombres  qui  bornent  des  intervalles  soit  pour  la  fonction 
proposée,  soit  pour  la  dérivée,  étant  ensuite  rangés  par  ordre  de 
grandeur^  on  se  trouve  avoir  décomposé  le  champ  de  la  variable  x 
en  intervalles  partiels  pour  lesquels  on  peut  appliquer  les  théorèmes 
du  n°  222  ;  à  l'aide  de  ces  théorèmes  et  des  remarques  contenues 
dans  les  numéros  suivants,  on  parvient  à  avoir  une  idée  nette  de  la 
marche  de  la  fonction. 

Soit  par  exemple  la  fonction 
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elle  n'a  de  sens  ni  pour  les  valeurs  cle  x  plus  petites  que  —  h,  ni 
pour  x=  o  ;  sa  dérivée,  pour  les  autres  valeurs  de  x,  est 

\{x  -\-  2)(.r  —  /,)_ 
Y  =  e    — 


elle  est  positive  pour  x  <^ —  2,  négative  pour  x  compris  entre  —  2 
■et  l\,  positive  pour  a^  >>  4  ;  si  l'on  désigne  par  z  un  nombre  positif, 
aussi  petit  que  l'on  veut,  la  fonction  est  continue  de  —  W  —  s, 
de  -h  s  à  -+-  00  ;  si  l'on  considère  la  suite  des  nombres 

—  4,      — 2,      — £.      H- £.      A,       H- ^  ; 

et  que  l'on  exclue  l'intervalle  ( —  s,  +  s),  la  fonction  sera  continue 
€t  admettra  (sauf  pour  a?  =  —  l\)  une  dérivée  de  signe  constant 
dans  chacun  des  autres  intervalles.  On  en  conclut  que  lorsque  x 

varie  de  —  /j  à  —  2,  la  fonction  augmente  de  o  à  i/- ,  qu'elle  di- 
minue depuis  cette  valeur  jusqu'à 


(i)  e-{\lk—'- 

«quand  x  varie  de  —  2  a  —  s,  qu'elle  diminue  encore  depuis 


(2)  eM/4  +  £ 

jusqu'à  e'^  y%  quand  x  varie  de  z  jusqu'à  -+-  !\,  enfin  qu'elle  aug- 
mente quand  x  varie  depuis  -f-  l\  jusqu'à  H-  co  . 

Il  reste  à  avoir  des  valeurs  approchées  des  nombres  (i)  et  (2) 
pour  c  positif  et  très  petit  ;  on  les  déduit  des  formules 


î  ^4  _  E  — 


\!k 


I    I 

1.2  £- 


.à  /4  +  e  =  v^m  (ï  -+-  7  -^  ri  à  +  •••)  ; 

la  première,  où  le  dénominateur  peut  être  supposé  aussi  crand 
qu'on  le  veut,  montre  que  lorsque  i  tend  vers  zéro,  l'expression  (i) 
a  pour  limite  zéro  ;  on  voit  de  même  que  lorsque  s  tend  vers  zéro, 
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l'expression  (2)  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives  ;  c'est 
ce  qu'on  exprime  plus  brièvement  en  disant  que,  x  croissant  de  —  2 

.  /2   .  ,, 

à  zéro,  y  diminue  depuis  V/  -  jusqu'à  o,  et  que,  x  croissant  de- 
depuis  o  jusqu'à  -f-  4»  }'  diminue  depuis  +  00  jusqu'à  la  valeur 
Ci  y  8.  Des  deux  valeurs  v/~  et  e^  \/8,  la  première  est  un  maxi- 
mum correspondant  à  la  valeur  x  =  —  2,  la  seconde  est  un  mini- 
mum correspondant  à  la  valeur  x  =  ^  ;  enfin  on  voit  de  suite  que 
lorsque  x  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives,  il  en  est 
de  même  de  y. 

111 .  —  Il  est  quelquefois  commode,  pour  reconnaître  si  une 
valeur  a  de  a;  qui  annule  la  dérivée  /'  {x)  d'une  fonction  f  {x)  fait 
acquérir  à  cette  fonction  un  maximum  ou  un  minimum,  de  recourir 
à  la  dérivée  seconde/"  {x),  à  supposer  qu'elle  existe.  Si/"  (a)  est 
un  nombre  positif  et  si  la  fonction  /"  (x)  est  encore  positive  pour 
les  valeurs  voisines  de  a,  ce  qui  arrivera  assurément  si  elle  est  con- 
tinue, on  voit  que,  dans  un  petit  intervalle  comprenant  a,  la  fonc- 
tion/' {x)  sera  croissante  ;  puisqu'elle  s'annule  pour  œ  =  a,  elle 
passe  pour  cette  valeur  du  négatif  au  positif,  il  en  résulte  que,  pour 
x-^a,  la  fonction /(aj)  présente  un  minimum.  De  même,  si  pour 
£c  =  a,  le  nombre/"  (a)  est  négatif  et  si  la  fonction/"  {x)  est  continue 
pour  X  =  a,  on  voit  que,  pour  œ  =  a,  la  fonction  /  (a;)  présente  un 
maximum.  Si  l'on  a/"  (a)  =  o,  on  pourra  recourir  à  la  dérivée  troi- 
sième ;  si  celle-ci  n'est  pas  nulle  pour  x  =  a  et  est  continue  pour 
cette  valeur,  elle  conservera  le  même  signe  dans  un  petit  intervalle 
comprenant  le  nombre  a  ;  dans  cet  intervalle  la  fonction  /"  {x) 
croîtra  constamment  ou  décroîtra  constamment  ;  puisqu'elle  s'an- 
nule pour  œ  =  a,  elle  cliangera  de  signe  en  s'annulant;  la  fonction 
/'  {x)  admettra  donc  un  maximum  ou  un  minimum  pour  x  =  a  ; 
comme  elle  est  nulle  pour  ce  =  a,  on  voit  que,  dans  un  petit  inter- 
valle comprenant  ce  nombre,  elle  reste  négative  ou  nulle  si  x  =  a 
correspond  à  un  maximum  de  /  (x),  positive  ou  nulle  si  x=  a 
corre'spond  à  un  minimum  de  /'  (x)  ;  dans  le  premier  cas  la 
fonction/ (x)  est  décroissante  dans  ce  même  intervalle,  dans  le  se- 
cond cas  elle  est  croissante  :  elle  ne  présente,  pour  x  =  a,  ni  maxi- 
mum ni  minimum.  Si  l'on  a/"  (a)  =  o,  on  recourra  à  la  dérivée 
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quatrième  /"'  (x)  et  l'on  verra  sans  peine  que,  suivant  que  l'on 
aura 

/-  (a)  <  o,        /--  (a)  >  o, 

la  fonction /(x)  admettra,  pour  x  =  a,  un  maximum  ou  im  mi- 
nimum, pourvu  toutefois  que  la  fonction/"'  soit  continue  pour 
X  =  a.  Si  l'on  avait  /"'  {a)  =  o,  on  pourrait  recourir  à  la 
dérivée  cinquième,  etc.  On  peut,  en  admettant  l'existence  et 
la  continuité  des  dérivées  successives /' (.x;),  /'  [x),  f"'  [x),  ... 
de  la  fonction  f{x),  pour  x  =  a,  formuler  la  règle  suivante  :  Si 
pour  X  ^  a  la  dérivée/'  (./;)  est  nulle  ainsi  que  quelques-unes  de 
celles  qui  la  suivent,  la  fonction  f(x)  n'admet,  pour  x  =  a,  ni 
maximum,  ni  minimum  lorsque  la  première  dérivée  qui  ne  s'an- 
nule pas  est  d'ordre  impair  ;  si  la  première  dérivée  qui  ne  s'annule 
pas  est  d'ordre  pair,  la  valeur  x  =^  a  correspond  à  un  maximum 
ou  à  un  minimum,  selon  que  cette  dérivée  est  négative  ou  posi- 
tive. Au  reste,  cette  conclusion  se  retrouvera  tout  à  l'heure. 

228.  —  Les  importantes  propositions  établies  dans  les  n"*  215 
et  216  peuvent  être  généralisées  de  différentes  façons.  Voici, 
d'abord,  une  généralisation  du  théorème  du  n"  216  qui,  outre  son 
utilité  propre,  éclaire  la  notion  de  la  dérivée  n"  ('). 

Soit  f  {x)  une  fonction  qui,  dans  l'intervalle  [a,  b),  admette  des 
dérivées  première  et  seconde,/'  (x)  et/"  [x). 

Soit  Xo  un  nombre  appartenant  à  l'intervalle  (a,  b)  et  Aj,  h.^, 
deux  nombres  tels  que  Xo  -h  /tj,  J?^  ■+  h.y,  x^^  -f-  h^  -+-  h^  appartien- 
nent aussi  au  même  intervalle  ;  posons 

/(.r)=/(.r  +  /0-/'GT); 

la  fonction  (de  x)  /  (x),  admettra  une  dérivée  dans  l'intervalle 
(cCq,  x     ,  ^2)  ^t  cette  dérivée  sera 

ceci  posé  on  a,  en  désignant  par  O.2  un  nombre  compris  entre  o  et  i, 
{')  Je  dois  ce  numéro  à  M.  Dardoux. 

Tannebt  I  —  Intioiiuction  à  la  Ibéorie  des  fonctions  25 
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Or,  en  A^ertu  de  la  même  formule,  la  quantité  entre  crochets  peut 
être  remplacée  par  h^f"  (x^  H-  Q^  h^  -h  Ojii),  en  désignant  par  Si 
un  nombre  compris  entre  o  et  i  ;  on  aura  donc  fmalement 

=  /(^o  +  ^^i  +  ^^2)  —  /  (-^0  +  \)  —  /  (^0  +  ^'2)  +/  (-^o) 

=  h,KJ"{x,-^\h,-^^,h,). 

0n  trouvera  de  même,  en  supposant  que  dans  l'intervalle  (a,  h), 
îa'. fonction  /(j;)  admette  des  dérivées  jusqu'au  it  ordre /' (a:), 
f  [x],  ...,/('0(x),  et  que  les  nombres 

^0  +  ^^1'         '^0  -+-  ^'2'  •••'  ^^0  +  ^^«' 

^0  +  ^*i    "t~  ^'2  +  ...  /'« 
appartiennent,  ainsi  que  x^^,  à  l'intervalle  (a,  6), 

/(a-5  -H  /ij  -4-  A,  +  ...  -^  /i„)  —  ^/(a^o  +  ^^i  +  ^'2  +  •••  +  K-i) 
+  ¥i  ^0  -+-  /'  i  -+  /'2  +  •  •  •  +  /»«-2)  —  • . .  ±  y  {ce,  -H  AJ  =F  /(xj 
=  hji.^  ...  /(„/('0  (.r^  -\-  Qji^  4-  0,A,  +  ...  H-  QJi,,)  : 

dans  le  second  membre,  6^,  Q^i  •••'  ^jî  désignent  des  nombres  com- 
pris entre  o  et  i  ;  dans  le  premier  membre,  chaque  sommation 
s'étend  à  tous  les  termes  qui  se  déduisent  du  terme  écrit  en  rempla- 
çant la  suite  des  indices  par  les  autres  combinaisons,  du  même 
ordre,  des  nombres  i,  2,  ...,  /i. 

Si  la  fonction /(")  [x)  est  continue  pour  x  ^  sCq,  on  voit  que  le 
premier  membre,  divisé  par  h^,  h^  ...  /t„,  a  pour  limite  /i")  {x^ 
quand  les  quantités  h^,  h^,  ,:.,  A„  tendent  vers  zéro  ;  d'une  façon 
plus-précise,  si  l'on  désigne  par '^  {xq,  h^,  h.^,  ,..,  hn)  ce  premier 
membre,  on  peut  afQrmer  qu'à  chaque  nombre  positif  s  correspond 
un  nombre  positif  yj  tel  que  l'on  ait 


■KV"  .••''"'-/"' M 


hji^  ...  K 
sous  les  conditions 

o  <  1  Ai  I  <-iri,       (i=  I,  2,  ...  n] 


CHAPITRE    VI.    ÉTUDE    DES    FONCTIONS  38j 

Si  l'on  suppose (i)  h^  =^.  h^  =  ...  =  /«„=  h^  et  si  l'on  supprime 
l'indice  o  qui  alï'cclc  x,  on  trouve 

/(^ +„/,)- ^/[,.  +  (n-i)  A]  +'i^^V!.^+('^-2)/0 -.. . 

±:iV(.r  +  /0 +/(..) 
=  h''f[n)(x  +  On//), 

en  désignant  par  5  un  nombre  compris  entre  o  et  i.  Le  premier 
membre  est  la  différence  if  de  la  fonction  /  (a;)  pour  la  suite  de  va- 
leurs en  progression  arithmétique 

X,        X  -\-  h,        X  -\-  2h,  ...,  X  -\-  nh 

de  la  A^ariable  :  on  la  représente  souvent  par  le  symbole  \^f(x)  ; 
on  pose  ainsi 

A/  (x)  =    /  (^  +  /O  -    /  (^O 

\'f{x)  =  A/  {X  +  h)  -  A/  (x)  =f  [x  +  2/0  -2f(x-^  h)  -h  r{x) 
A!/  (^)  =  A^/  (x  +  /O  -  Ay  (a-)  =  /  (x  +  3/0  -  3/  (rc  +  2/^) 

-f-3/(.r  +  /0-/(x). 


Dans  le  même  symbolisme,  h  qui  est  la  différence  de  deux  valeurs 
consécutives  de  la  variable,  se  représente  par  Ax,  et  Ton  voit  que 
la  dérivée  n^  peut  être  regardée  comme  la  limite  de  l'expression 

A"/(x) 


(Aj-)" 


c[uand  h  ou  Ax  tend  vers  o  ;  la  notation  -7  „  pour  représenter  la  dé- 
rivée n°  est  en  quelque  sorte  le  résidu  de  cette  remarque. 

229.  — Si  la  fonction /(x)  admet  une  dérivée  dans  l'intervalle 
(a,  b)  et  si  les  nombres  jîj,  x,,  appartiennent  à  cet  intervalle,  il  v 
aune  racine  de/' (x)  comprise  entre  JCj  etx.^;  supposons  que  la 
fonction  /  (.r)  s'annule  pour  les  valeurs  .r^  a:^'  ^3  de  la  variable, 
que  je  suppose  toujours  appartenir  à  l'intervalle  [a,  b)  et  que  je 
suppose  en  outre,  rangées  par  ordre  de  grandeur  ;  il  y  aura  une 
racine  ç,  de/'  (x)  entre  Xi,  x.,  et  une  autre  racine  =,  entre  x.,  et 
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Xg  ;  si  donc  la  fonction/'  (x)  admet  une  dérivée/"  (x)  dans  l'inter- 
valle (a,  b),  f"  {x)  s'annulera  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre 
^,  et  Sj,  par  suite  entre  Xi  et  x.,  ;  il  est  clair  qu'on  peut  continuer 
ainsi  et  énoncer  de  suite  le  théorème  suivant  : 

Si,  dans  l'intervalle  (a,  b),  la  fonction  f[x)  admet  des  dérivées 
jusqu'au  (/i — l)^..  ordre,  inclasivement  et  si  elle  s'annule  pour 
les  n  nombres  distincts  £Cj,  x^,  ...,  x,i  appartenant  à  cet  intervalle, 
il  ^  a  une  valeur  de  x,  comprise  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand 
des  nombres  x^,  x^,  ,..,  Xn,  pour  laquelle /("  — ^)  {x)  s'annule. 
Cette  proposition  peut  se  généraliser  encore. 
Supposons  que  pour  x  =  x^  et  pour  x  ^  x.^  la  fonction /(y?) 
s'annule  et  que,  en  outre,  la  dérivée /'(.r)  s'annule  pour  x  =  ajj  ;  alors 
/'  {x)  s'annule  pour  un  nombre  ç^  compris  x^  et  x.,  ;  mais  /'  (jî) 
s'annulant  pour  œ  =  œ^  et  x  =  ^i,  il  faut  que/"  (.r)  s'annule  pour 
un  nombre  Sj  compris  entre  x^  et  |]  et,  par  suite  entre  x^  et  x^  ;  on 
voit  que  le  nombre  a?j,  parce  qu'il  annule  non  seulement /(a*) 
mais  encore/'  (x),  joue  en  quelque  sorte  le  rôle  de  deux  racines  ; 
c'est  une  circonstance  qu'on  a  observée  déjà  pour  les  polynômes. 
Les  remarques  qu'on  vient  de  faire  conduisent  immédiatement  à  la 
proposition  que  voici,  et  suffisent,  avec  un  peu  de  réflexion,  pour 
en  reconnaître  la  vérité. 

Soient  x^^,  x,,  .  .,  j*„  n  nombres  distincts,  auxquels  correspon- 
dent les  nombres  naturels  a^,  a.^,  .--,  cz-n  ;  je  suppose  que  Xi  {i  =  i, 
2,  ...,  n)  annule  la  fonction  f{x)  et  ses  a; —  i  premières  déri- 
vées ;  si  ry.i  était  égal  à  i,  il  faudrait  entendre  simplement  que  a?, 
annule/(j;).  Il  existe  un  nombre  x  compris  entre  le  plus  petit  et 
le  plus  grand  des  nombres  x^,  x.2,  ...,  Xn  qui  annule  la  dérivée  de 
f{x)  d'ordre  a,  +  ^2  H-  ...  4-  (/.n  —  i. 

La  proposition  suppose  que  la  fonction /(.r)  admette  des  déri- 
vées jusqu'à  l'ordre  a^ -+-  a> -î-  ...  -t-  ce,,  —  i  inclusivement,  dans 
un  intervalle  dont  les  bornes  sont  respectivement  le  plus  grand  et 
le  plus  petit  des  nombres  x^,  x->,  ...,  a?„.  Il  est  même  bien  aisé  de 
voir,  en  remontant  les  raisonnements  précédents  et  en  se  repor- 
tant au  n"  215,  que  si  l'on  est  assuré  de  la  continuité,  dans  tout 
l'intervalle  considéré,  de  la  dérivée  d'ordre  ai  H-  a>  -f-  ...  +a« —  2, 
l'existence  de  la  dérivée  d'ordre  cci  +  c^-^  4-  ...  -+-  a.,,  —  i  n'est 
nécessaire  pour  la  validité  du  théorème  qu'à  Vintérieur  de  cet 
intervalle.  Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  l'existence  de  la  dérivée 
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d'ordre  7.^  +  a^  -h  .  H-  7.,,.  —  i  dans  loiiL  l'intervalle  implique 
l'existence  et  la  conlinuilc  dans  ce  même  intervalle  des  dérivées 
d'ordre  moindre. 

230.  —  Supposons  que,  dans  l'intervalle  [a,  h)  auquel  appar- 
tiennent les  nombres  x\,  Xi,  ...,  x„,  la  fonction  f[x)  admette  des 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  ;>=:  a. i  -h  (/->-+-.■■  -{-  c/.„,  inclusivement, 
On  a  vu  au  n"  174  comment  on  pouvait  construire  un  polynôme 
P  [x)  de  degré  inférieur  à  y),  qui  pour  a;  =zXi{i=  i ,  a,  . . . ,  n),  prenait, 
lui  et  ses  a»  —  i  premières  dérivées,  les  mêmes  valeurs  respectives 
que  la  fonction  f{x)  et  ses  a^  —  i  premières  dérivées,  en  sorte 
que  pour  x  =  .x,  la  différence  f(x)  —  P  ix)  soit  nulle  ainsi  que 
ses  a;  —  I  premières  dérivées.  Dans  un  grand  nombre  de  cas,  ce 
polynôme  fournit  une  valeur  approchée  de  f(x)  pour  les  valeurs 
de  X  qui  sont  comprises  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des 
nombres  Xi,  x>,  ....  «„  (interpolation).  Le  théorème  précédent 
fournit  une  expression,  qui  peut  être  utile,  de  l'erreur  que  l'on 
commet  ainsi,  pour  une  valeur  donnée  x^  de  x,  que  je  suppose 
appartenir  aussi  à  l'intervalle  («,  6). 

Je  représenterai  cette  erreur  par 

A  (x,  -  x,p  {x,  -  .r,)^'-^  ...  {x.,  -  x„)\ 

en  sorte  que  l'on  ait 

f(x,)  -  P(.r„)  -  A(x,  -  x,y^^{x,  -  rr,)-^  ...  (.-,  -  :rX'  =  o. 

A  étant  un  nombre  dont  je  vais  chercher  une  évaluation.  Considé- 
rons la  fonction  de  x 


f(x)  -  p  {x)  -  A  {x  -  x,r^  {x  -  .r,)^^  . . .  (..  - 


yn. 


où  A  est,  bien  entendu,  le  même  nombre  que  tout  à  l'heure;  ce 
fonction  est  nulle  ainsi  que  ses  a^  —  i  premières  dérivées  p  ou 
X  =  Xi{i=  I,  2,  ...  n),  puisqu'il  en  est  ainsi  de/(x)  —  P  (x 
par  hypothèse,  et  du  dernier  terme,  en  A^ertu  de  sa  forme  ;  elle  est 
encore  nulle  pour  x  =^  Xo',  sa  dérivée  d'ordre  p  devra  donc  s'an- 
nuler pour  un  nombre  ç,  intermédiaire  au  plus  petit  et  au  plus 
grand  des  nombres  x.),  Xi,  ...,  Xn  ;  or  la  dérivée  d'ordre  y)  du  po~ 


3 go  INTRODUCTION    A    LA    THÉORIE    DES    FONCTIONS 

lynome  P  [x)  est  identiquement  nulle,  on  aura  donc 

f/0^)(?)  1.2   ...pA.  =  o 

et,  par  suite,  en  mettant  a;  à  la  place  de  x^. 

Si,  en  particulier,  on  veut  que  le  polynôme  P  et  ses  p  —  i 
premières  dériA^ées  prennent  respectivement  pour  œ  r=  ccj,  les 
mêmes  valeurs  quey  (.r)  et  ses  />  —  i  premières  dérivées,  on  devra 
prendre  (n"  174). 

et  la  formule  générale  conduit  à  celle-ci  : 

qui  suppose  l'existence  des  p  premières  dérivées  dans  l'intervalle 
(a,  6)  auquel  sont  supposés  appartenir  les  nombres  x,  x^;  '^  est 
compris  entre  ces  deux  nombres. 

(i)  La  méthode  qui  vient  de  servir  pour  la  détermination  du  nombre  A  s'ap- 
plique dans  beaucoup  de  questions  analogues.  Je  me  contente  d'écrire  les  for- 
mules suivantes  que  le  lecteur  n'aura  aucune  peine  à  établir  par  cette  voie. 

(II)    m-f:a)='^[f'{a)  +/'(6)  +  4/'((-^)]  +  ^r(^,^ 

(III)  f(a)  +  f(b)  -  2/(^^)   ={b-  a)^f  (X). 

Pour  chacune  de  ces  trois  formules  on  suppose  que,  dans  l'intervalle  [a,  b) 
les  dérivées  de  la  fonction  y  fx)  existent,  au  moins  jusqu'à  l'ordre  le  plus  élevé 
de  la  dérivée  qui  figure  dans  la  formule  ;  '%  représente  toujours  un  nombre 
compris  entre  a  et  6.  La  formule  (I)  est  un  cas  particulier  d'une  formule  générale 
qui  sera  établie  plus  tard  ;  la  formule  (III)  ne  diffère  que  par  les  notations  d'un 
résultat  établi  au  n°  228  pour  n  =  2. 
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231.  —  Celle  dernière  formule,  avec  un  léger  cUangement 
dans  la  forme  du  dernier  terme,  peut  so  déduire  aisément  du 
théorème  des  accroissements  finis  et  de  la  dernière  identité  du 
n"  210. 

Soient  en  effet /(x)  et  /■^{x)  deux  fonctions  de  x  qui,  dans  -l'in- 
tervalle (a,  6),  admettent  des  dérivées  jusqu'à  l'ordre /).  Si  l'-on 
suppose  que  les  (/>  —  i)"' dérivées  soient  continues  dans  cet  inter- 
valle, il  suffira  d'ailleurs  d'admettre  l'existence  de  la  //'  dérivée  à 
l'intérieur  de  l'intervalle,  La  dérivée  de  la  fonction 

/(;r)  o(i'  -  '  )  (x)  —  f  (x)  t.  P  -  '-)  {x)  -}-....+(—  I  )?'  -  '  p'  -  0  (,-/•)  ?  (x) 

est  égale  (n"  210)  à 

f{x)  ^0')  (x)  +  (—  i)^'  -  'p'^ (x)  o  [x). 

La  différence  entre  les  valeurs  que  prend  cette  fonction  .pour 
X  =^  b,  x=  a  sera  donc  égale  au  produit  de  6  —  a  par  la  valeur 
de  la  dérivée  pour  une  valeur  'ê  comprise  entre  a  et  6  ;  en  d'autres 
termes,  on  aura 


Cette  formule  est  susceptible  d'un  très  grand  nombre  d'appli- 
cations {'■).  Si,  en  particulier  ©  (x)  estun  polynôme  du  degré y>  —  i, 
le  terme /(l)  01'')  (H)  disparaîtra  du  second  membre;  d'un  autre 
côtéo'^^'"^)  [x)  se  réduisant  à  une  constante,  les  quantités  Ç''^'~'^'i{b), 
(D'p~^^{a)  seront  égales.  Si  l'on  veut  en  outre  faire  disparaître  les 
termes 

f(b):oO'-^)[b),    /"(6)o(i'-^)(6),  ...,    p>-')(b), 

il  suffira  de  prendre  pour  cp  [x)  un  polynôme  qui  s'annule  pour 
x  =  6,  ainsi  que  ses  p  —  a  premières  dérivées,  en  sorte  que  b 
sera  une  racine  multiple  d'ordre  /)  —  i  pour  ç  {x)  :  prenons  -ce 

(')  Voir  clans  le  t.  II  de  la  3^  série  du  Journal  de  LioiiviUe,  p.  29Ô,  le  Mc- 
moiredeM.  Darboux,  Sur  les  développements  en  série  des  foncti^m  d'une  seule 
variable. 
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polynôme  sous  la  forme 

on  aura 

'     ^  ^        ^        ^    1.2  ...  (;j  —  r  —  i) 
La  formule  (i)deviendra,  après  avoir  divisé  pai  ( —  i)''"S 

.    (  m  -fia)  -  ^-^f{a)-  ^^Y-^^r  («) — •  -  r:^^)/"'~^n«) 

=  {h-a)      (^-p"'     ./0-)(^); 

C'est  la  même  formule  que  celle  qui  termine  le  précédent  nu- 
méro, saufla  différence  entre  les  notations,  d'une  part,  et  d'autre 
part  entre  la  forme  du  dernier  terme  de  la  formule  rappelée  et  du 
second  membre  de  la  présente  formule. 

Au  reste,  il  est  aisé,  en  utilisant  toujours  l'identité  dun"  210,  et 
en  rapprochant  le  raisonnement  de  celui  qu'on  a  employé  dans  le 
numéro  précédent,  de  parvenir  à  une  formule  un  peu  j^lus  générale. 
Si  on  désigne  en  effet  par  r  un  nombre  naturel,  au  plus  égal  à  p  et 
par  A  (6  —  ay  la  valeur  du  premier  terme  de  l'égalité  (i),  en  sorte 
que  la  fonction  de  x 

-^[f"(b)o{P  -  ^)^b]—f"(x)o{P  -  3)(a;)]...+(_i);^-i[-/(P  -  %by^{b)—f(P-'){x)^(x)] 

—  A  (6  —  xy 

soit  nulle  pour  x  ^  a  et  x  =  b,\a  dérivée  de  cette  fonction  devra 
s'annuler  pour  un  nombre  ^  compris  entre  a  et  6  et  différent  de 
ces  nombres  ;  on  en  conclut 

en  sorte  que,  en  adoptant  pour  le  polynôme  <p  (aï)  la  même  déter- 
mination que  tout  à  l'heure,  on  aura 

A  =  ! U <^.     ^'    ,    f(p)  (^), 

r.  I.  2.  ...  (p  —  i)    -^       ^  ^ 
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et,  d'autre  part, 

+"'-^'""'^''-7;/w(s). 

?*.  I.  2.  ...  (yj  —  1)  -^ 

C'est,  pour  r  =  i,  la  formule  (2),  et  pour  r  =  p,  la  formule  qui 
termine  le  précédent  numéro. 

En  remplaçant  dans  la  formule  précédente  h  par  a  H-  /(,  et  z, 
par  a  -+-  Oh,  où  0  désigne  un  nombre  positif  plus  petit  que  i,  elle 
devient 

/(«  +  A)  =/(«)  +  '{/'  («)  -1-  r^/"  W  +  - 

-+-  — '^ — i/c- )  («)  -H  '"'<■- °^"";/(-)  (« + 6/,), 

on  donne  habituellement  à  cette  formule  le  nom  de  formule  de 
Taylor  ;  le  dernier  terme  s'appelle  reste  ou  terme  complémentaire. 
La  nouvelle  forme  qu'on  vient  de  donner  à  ce  reste  offre  quelque 
intérêt  pour  certaines  applications,  mais  la  véritable  importance  de 
la  formule  de  Taylor  n'est  pas  dans  ce  reste  ;  elle  est  dans  le  fait 
que  la  fonction  f{x),  au  voisinage  d'une  valeur  a  de  la  variable, 
se  comporte  à  peu  près  comme  un  polynôme  ordonné  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  l'accroissement  h  de  la  variable  ;  c'est 
sur  ce  point  que  je  vais  insister. 

232.  —  Supposons  que  la  fonction  f{x)  admette  dans  l'inter- 
valle (A,  B)  des  dérivées  jusqu'à  l'ordre />  inclusivement  et  que  la 
p^  dériA^ée  soit  bornée  dans  cet  intervalle  (c'est  ce  qui  arrivera  si 
elle  y  est  continue)  ;  supposons  que  a  soit  intérieur  à  l'intervalle 
(A,  B),  la  formule  précédente  sera  valable  pourvu  que  la  valeur 
absolue  de  h  soit  suffisamment  petite,  et  l'on  voit  que,  pour  les 
valeurs  x  =  a  -\-  h  delà,  variable  voisines  de  a,  la  fonction /(.r)  se 
comporte  comme  ime  de  ces  expressions  très  voisines  d'un  po- 
lynôme ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable  h, 
ou  33  —  a,  dont  il  a  été  question  au  n°  173,  dans  lesquelles  seul 
le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  la  variable  n'est  pas  une 
constante,  mais  bien  une  fonction  bornée  de  cette  variable  ;  pour 
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les  petites  valeurs  de  h  cette  expression  se  comportera  comme  un 
polynôme;  elle  fournira,  en  prenant  un,  deux,  trois,  ...  termes, 
des  valeurs  approchées  de  la  fonction  ;  le  premier  terme  qui  n'est 
pas  rml  dans  le  second  membre  donnera  le  signe  de  f{a  +  h) 
[ou  de  f{xY\  pour  les  petites  valeurs  de  h  [ou  pour  les  valeurs 
de  X  voisines  de  a];  la  parité  et  le  signe  de  la  première  des 
dérivées^'  [d),f" {a),  ...  qui  n'est  pas  nulle  renseignera  sur  le  sens 
de  la  variation  de  f{x)  pour  x  =  a,  etc.  Tout  ceci  a  été  suffi- 
samment expliqué  à  propos  des  polynômes  pour  que  je  ne  m'y 
arrête  pas  davantage.  Je  rappelle  enfm,  que  si  l'on  se  fixe  le 
nombre  naturel/),  il  n'y  pas,  en  dehors  du  second  membre,  d'autre 
expression  de  la  forme 

A(,  +  Al  /i  4-  ...         +  A^_,  hP-"^  +  A^,  hi>. 

où  Ap,  Al,  ...,  A;j  _  1  soient  des  constantes  et  A^^  une  fonction 
bornée,  qui  puisse  être  égale  à  f(a  -h  h)  pour  les  petites  valeurs 
de  h.  En  d'autres  termes,  un  développement  de  cette  nature  n'est 
susceptible  que  d'une  seule  forme.  Cette  remarque  est  souvent 
utilisée  pour  le  calcul  de  la  7'^  dérivée  d'une  fonction  f{x),  r  étant 
un  nombre  naturel  </>•  Si  l'on  a  pu  en  effet  calculer  d'une 
façon  ou  d'une  autre  le  développement 

Aq  -f-  Al  /i  +  ...  -H  A,.  A'-  +  ...  4-  A,,^  1  hi'-  '  -+-  A;,  hi>, 

on  aura 

/0)(a)=  I.  2  ...  r.  A. 

Il  convient  de  noter  le  cas  où  a  est  nul  :  on  suppose  bien  entendu 
que  o  appartient  à  un  intervalle  où  la  fonction  f{x)  admet  des 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  p  inclusivement  ;  on  a  alors,  en  remplaçant 
h  par  X  ; 

/(^)=/(o)+f/(o)+^/"(o)4-... 

i.2...{p  —  i)"^  ^  ^        r.i.2...{p — i)/     ^     ' 

elle  convient  particulièrement  à  l'étude  de  la  fonction  pour  les 
petites  valeurs  de  x.  Il  va  de  soi  que,  si  l'on  connaît  d'ailleurs  un 
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développement  en  série  entière 

/  :r)  =  ff^  +  «1  .r  -h  ...  -1-  a,,.i  cd'  —  ^  H-  a^,  :rJ'  -V-  ..., 

on  connaîtra  par  là  même  les  valeurs  pour  x  =  o  des  quantités 
/(o),  /"(oi,/"(o),  ...,/''-'  (o);  quant  au  reste  ou  au  terme 
compicmen taire,  c'est  le  produit  par  xJ'  de  la  somme  de  la  série 
convergente 

(ij,  -h  fl^  +  1  :c  +  a,,j^^x-  -+-  ... 

233.  —  L'étude  d'une  fonction  aux  environs  d'une  valeur  a  de 
la  variable  se  ramène,  en  posant  x  =  a  -^  h,  au  cas  où  la  valeur 
de  la  variable,  aux  environs  de  laquelle  on  veut  étudier  la  fonction, 
est  nulle  ;  de  même,  si  l'on  veut  étudier  la  fonction  pour  les  va- 
leurs  de  la  variable  très  grandes  en  valeur  absolue,   on  posera 

X  =  ~  ;  c'est  ce  qui  a  été  déjà  dit,  à  propos  des  polynômes  ou  des 

fractions  rationnelles,  (n"' 173,  174),  Je  me  limiterai  donc,  dans 
ce  qui  suit,  au  cas  où  l'on  veut  étudier  une  fonction  aux  environs 
de  la  valeur  o  de  la  variable. 

I.  Cette  étude  est  très  facilitée  lorsqu'on  peut  ordonner  la  fonc- 
tion sous  une  forme  telle  que 

où  Oç,{x),'Si{x),  ...,  sont  des  expressions  aisées  à  calculer,  dont 
chacune,  lorsque  x  tend  vers  o,  est  infiniment  petite  par  rapport  à 
celle  qui  la  précède  :  on  entend  par  là  que  les  rapports 

G-0         ?2(-^),        'îA-r) 


?o(-f-)  'fl(-^-)  ?2W 

ont  pour  limite  o  quand  x  tend  vers  o.  S'il  en  est  ainsi,  il  est  clair 
que  chacune  des  expressions 

constitue  une  expression  approchée  de  f{x),  pour  les  valeurs  de  :c 
voisines  de  o,  en  ce  sens  que  l'erreur  relative  commise  en  rempla- 
çant f{x)  par  l'une  de  ces  fonctions  tend  vers  o  quand  x  tend 
vers  o    :     si    le    premier   terme   que  l'on   néglige,  dans  la  suite 
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(^o{x),  (pi(x),  ...  est  infiniment  petit  avec  x,    c'est-à-dire,    tend 
vers  o  avec  x,  l'erreur  absolue  est  infiniment  petite  avec  x. 
Suivant  que  l'on  aura 

lim.  ©^(a:)  =  +  go  ,         lim.  ^q{x)  =  —  00  ,        lim.  (fQ(x)  =  A, 


a;  ;=  o 


X  -^  o 


il  est  clair  qu'on  aura  de  même 

lim.  f'x)  1=  +  00  ,        lim.  f(x)  =  —  co  ,        lim.  f(x)  =  A, 

x^o  X  =:  o  a;  =  O 

lim.  f{x)  =  0. 


X  =  o 


Il  est  bien  clair  aussi  que,  pour  les  valeurs  de  x  suffisamment 
voisines  de  o,  le  signe  de  f{x)  est  le  même  que  celui  de  ©0  [x). 
Cela  revient  à  dire,  dans  le  cas  où  ©ol-^)  6st  infiniment  petit 
(absolument)  aveccc,  que  la  fonction  y* (jj)  est  croissante  ou  décrois- 
sante pour  X  ^=  o  suivant  que  la  fonction  (po{x)  est  elle-même  une 
fonction  croissante  ou  décroissante,  pour  x  =  o. 

II.  Un  cas  particulier  très  fréquent,  est  celui  où  la  fonction /(j;), 
dans  le  voisinage  de  x  =  o,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

f(x)  =  A^x^o  +  Aj.r'''  +  ...  4-  ki,.,x''p-'  +  A^.a-''^ 

OÙ  «0,  «j,  ...,(/-,,  sont  des  nombres  croissants,  où  A^,  A^,  ...,  A^_i, 
sont  des  constantes  et  A^j  une  fonction  de  x,  bornée  lorsque  x  reste 
voisin  de  o.  Tel  est  le  cas  pour  les  polynômes  et  les  fractions  ra- 
tionnelles (n'"'  173,  174).  Tel  est  encore  le  cas  pour  les  fonctions 
développables  en  une  série  entière  en  x 

«y  -r  a^x  H-  a^x^  -|-  ...  -h  a^,_ix!'~^  -\-  a^jX^'  -f-  ..., 

que  je  suppose  absolument  convergente  pour  les  petites  valeurs 
de  X,  en  prenant  pour  A^  la  somme  de  la  série  convergente 


Tel  est  encore  le  cas  pour  les  fonctions  pour  lesquelles  les  for- 
mules du  numéro  précédent  sont  valables,  en  supposant,  bien  en- 
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tendu,  que  le  coefficient  de  a;''  dans  le  lermc  complémentaire,  soit 
une  fonction  bornée. 

Dans  ces  différents  cas,  les  nombres  a^,,  a,,  ...,  a,,  sont  entiers 
et  l'on  peut  supposer  que  x  tende  vers  o,  soit  par  valeurs  positives, 
soit  par  valeurs  négatives.  Il  en  serait  autrement  si  quelqu'un  de 
ces  nombres  était  ou  un  nombre  irrationnel  ou  une  fraction  irré- 
ductible à  dénominateur  pair,  auquel  cas  on  ne  pourrait  considérer 
que  des  valeurs  positives  de  .r. 

Notons  que  la  forme  considérée  sera  particulièrement  utile  si  le 
nombre  a^,,  au  moins,  est  positif,  puisque  alors,  l'erreur  commise 
en  négligeant  le  dernier  terme  est  infiniment  petite  avec  x. 

Notons  encore  que  plusieurs  expressions  du  type  considéré  peu- 
vent se  combiner  par  addition,  soustraction,  multiplication  ;  et 
même  par  division  (en  effectuant  cette  dernière  opération  par  une 
règle  analogue  à  celle  qui  sert  pour  les  polynômes)  de  manière  à 
reproduire  des  expressions  qui  soient  encore  du  même  type,  et  ser- 
vent au  même  usage.  Il  convient  toutefois  d'observer  que  ces 
expressions  finales  n'auront  le  plus  souvent  d'utilité  que  dans  le 
cas  où  elles  contiennent  au  commencement  des  termes  à  coeffi- 
cients constants,  non  nuls,  et  où  le  dernier  terme  est  infiniment 
petit  avec  x. 

III.  Plus  particulièrement  encore,  il  arrive  fréquemment  qu'on 
ait  affaire  à  des  expressions  de  la  forme  j;"'P  (.r)  dans  laquelle  P  (jî) 
est,  soit  une  série  entière  en  x,  soit  une  de  ces  sortes  de  polynômes 
ordonnés  suivant  les  puissances  entières  de  x,  dans  lesquels  le 
coefficient  de  la  plus  baute  puissance  de  x  est  une  fonction  bornée, 
au  lieu  d'être  une  constante,  comme  les  expressions  que  l'on  a  con- 
sidérées dans  le  numéro  précédent.  Dans  les  deux  cas,  je  suppose 
essentiellement  que  P(>k)  commence  par  un  terme  constant,  diffé- 
rent de  o,  en  d'autres  termes  que  P  (o)  n'est  pas  nul.  Il  est  clair 
que  deux  expressions  de  ce  type,  .r"'P  {x),  x"Q{x),  si  on  les  mul- 
tiplie l'une  par  l'autre,  reproduisent  une  expression  du  même  type 
£c'"  +  "  R(-'i')»  où  R(.r)  =  P(.r)  Q{x)  ;  si  l'on  suppose  en  particulier 

P (.-'■)  =  a^  -\-  a^x  -h  ...  -h  «,— j.-'-'      '  -^a,.x'', 
Q(x)  =  6,  +  h^x  4-  ...  4-  6,_i.r'— '  +  b,.r'\ 

où  a,,,  «1,  ...,  a,,_i,  ht),  b^,  ...,  b,._^  sont  des  constantes  et  a^,  6,- des 


SgS  I^TRODUCTIO^f    A    LA    THÉORIE    DES    F0NCT10>'S 

fonctions  bornées^  on  aura  de  même 

R(a-)  =  Cq  4-  c^x  -i-  ...  H-  c,,_ix'      *  -+-  c,,a:'', 

où  les  constantes  c^,  Cj,  c,._i  ne  dépendront  que  des  constantes 

Uq,  ...,  a,._i,  60,  ...,  h,_^  et  auront  les  mêmes  valeurs  que  si  l'on 
avait  multiplié  simplement  les  deux  polynômes  qui  se  déduisent 
de  P  [x],  Q  [x)  en  supprimant  les  termes  complémentaires  a,.a3'',  6,.x''  ; 
de  même  encore  si  l'on  divise  l'une  par  l'autre  les  expressions 
a3'"P  (a;),  £c"Q  (œ),  on  aura  une  expression  du  même  type  j;"'~"  S(a^), 
S(x)  commençant  par  un  polynôme  d^  -h  c/ja:  -h  ...  -h  f(,.„i  x''~'  à 
coefficients  constants,  qui  serait  le  même  que  celui  obtenu  en  effec- 
tuant la  division  de 

f(„  H-  a^^x  -t-  ...  -h  «,._  iJ"'  ~*        par        6^  -H  6j,r  +  ...  -+-  6,._ij:''-  ' 

et  en  s'arrêtant  dès  que  le  reste  est  divisible  par  ce. 

De  même  encore  si  l'on  élève  à  une  puissance  a  l'expression 
03"'P(£c),  on  obtiendra  l'expression 

cc'"^[P {x)Y  =  a?^'""  [ I  +  ? G'T}]''' 
dans  laquelle  on  a  posé 

,     .  a,  0..-,       „  O-r-i 

o(x)  =  -^  X  +  -^  x^-  -h  ...  -+-  ^—  x"— 


a. 

-  X' 


et  dans  laquelle,  si  a  est  un  nombre  irrationnel  ou  une  fraction 
irréductible  à  dénominateur  pair,  on  doit  supposer  «q  >>  o,  pour 
que  flg  ait  un  sens.  On  a  d'ailleurs 


{X)V 


■  ,    «(«->)-.+(«^ilzti)[,(^)]'A 


1.2 


oiî  il  est  clair  que  A  est  une  fonction  bornée  dans  le  voisinage  de  o. 
On  voit  de  suite  que  le  second  membre  peut  s'ordonner  sous  la 
forme 

j  -{-  h\x  +  k.^x^  -H  ...  H-  Av_iX'— ^  +  k,.x'', 
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que  les  coefficients  constants  l,\,  /,.,,  ...,  A',— i  ne  dépendent  que 
de  a,j,  Qj,  ...,  a,.— i'  fl^e  ces  coefficients  sont  les  mêmes  que  si  l'on 
s'était  servi,  au  lieu  de  '^{-c),  du  polynôme  qu'on  en  déduit  en 

supprimant  le  dernici"  terme  —  .c'"  et  si  l'on  avait  limité  au  terme 


afa  —  i)  ...  (3 


îl  [,;.)]■- 


1.2  ...   ,  /■ 1  j 

le  développement  de  [i  h-  '^(-ï)]^  ;  de  cette  façon  on  aura  mis  la 
puissance  a"  de  .7;'"r(x)  sous  la  forme  x"'*T(x),  appartenant  au 
type  considéré. 

L'exemple  qu'on  vient  de  traiter  suggère  la  remarque  suivante 
qui  peut  être  commode.  Si  dans  l'expression 

A,,  +  A,v  -4-  ...  -T-  A,_i  y'— 1  +  A,,V 

dans  laquelle  A„.  A^,  ....  A,._i  sont  des  constantes  et  A,,  une  fonc- 
tion bornée  quand  y  reste  voisin  de  o,  on  remplace  y  par  l'expres- 
sion 

a^x  H-  a.^x-  -i-  ...  -i-  a^ .1  :/"      ^  ---  a  r'" 

oii  7-1,  y.^,  ...,  y.r-i  sont  des  constantes  et  y.r  une  fonction  bornée 
lorsque  x  est  voisin  de  o,  on  obtient  une  expression  de  la  forme 

Bo  +  B,.r  +  ...  -^  B,_i.7"-i  -+-  B,:f 

oùB„,Bi,  ...,  B,._i  sont  encore  des  constantes  et  B,.  une  fonction 
bornée  ;  pour  calculer  B„,  Bj,  ....  B,._i,  il  suffit,  dans  le  polynôme 

en  y 

Ao  + A,y -1-...  -h  A,_iy'-i, 

de  remplacer  x  par  le  polynôme 

rt^x  -h  a,:r^  H-  ...  -1-  v-,-  -\  x^~K 

d'ordonner  par  rapport  aux  puissances  de  x,  en  négligeant  les 
termes  de  degré  égal  ou  supérieur  à  7'. 

Ce  que  je  viens  de  dire  suffit  amplement  pour  que  le  lecteur 
comprenne  que,  si  l'on  veut  parvenir  à  ces  expressions  approchées 
d'une  fonction  qui  permettent  de  la  calculer  approximativement  et 
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de  se  rendre  compte  de  son  allure  pour  les  valeurs  de  x  voisines 
de  G,  on  peut,  dans  bien  des  cas,  se  borner  à  effectuer  des  calculs 
sur  des  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
la  variable.  Toute  l'habileté  consiste  à  ne  conserver  dans  ces  poly- 
nômes que  les  termes  dont  on  a  besoin  pour  arriver  au  résultat 
désiré.  Les  remarques  qui  précèdent  suffiront  le  plus  souvent  à 
atteindre  ce  but. 

234.  —  Les  observations  que  l'on  a  faites  dans  le  précédent  nu- 
méro sont  particulièrement  utiles  pour  déterminer  les  limites,  pour 
une  valeur  donnée  de  la  variable,  d'expressions  qui,  pour  cette 
valeur,  prennent  une  forme  illusoire  ;  telles  sont  par  exemple  les 
expressions 

_ ,  (2  0^  —  71)1--.^ 

la  première  pour  a?  =  o,  la  seconde  pour  x  -=  ■:^.  Les  fonctions, 

pour  ces  valeurs  respectives  de  x,  ne  sont  pas  définies  ;  elles  sont 
définies  pour  les  valeurs  voisines  ;  il  est  naturel  de  se  demander  si 
elles  ont  une  limite,  et  d'une  façon  plus  générale  comment  elles  se 
comportent  ;  il  suffira  pour  la  premièie  de  remplacer  au  numéra- 

teur  sin  £C  par  œ  —  -rr  H — —   —  ...  ;  elle  deviendra  alors,  après 

avoir  effectué  la  division  par  ^^^ 

6  I20 

et  Ton  voit  de  suite  que  la  fonction  considérée  admet  g  pour  li- 
mite, pour  œ  =  o;  on  dit,  avec  la  même  signification,  que,  pour 
X  =  o,  sa  vraie  valeur  est  n  ;  on  voit  de  plus  que  si  on  lui  attribue 

effectivement  cette  valeur,  elle  est  continue  pour  œ  =  o  et  passe 
par  un  maximum. 

Pour  l'expression  {i  x  —  n)  Ig-  x,  on  y  fera  x  =  -  -\-  h  ;   elle 

deviendra 

2  h  2  h  cos-  h 

tg^  h  sin^  h 
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et  ne  remplananl  sin  //.  et  cos  //,  par  A —  ^-  4-  •••»  i  —  ~,'  ~^  "•' 

lorsque  x  s'approche  de  ^ ,  lix  —  ~\  tg^  x  se  comporte  comme 

la  fraction  — - — ,  et  tend  vers  -i-  oc  ou  vers  —  co  suivant  que  x 

X  —  - 

2 


s'approche  de  -  par  des  valeurs  plus  grandes  que  ^ ,  ou  plus  petites; 

(2  X  —  -rz)  Ig-  X 


2 
la  différence 


a  pour  limite  o,  quand  x  s'approche  de  -. 
Soit  à  évaluer  l'expression 


V  x^  -i-  X  -h  i  4-/4  ^1-'-  —  I  —  Sx 

pour  des  valeurs  positives  très  grandes  de  x;  on  devrait,  d'après  la 

Tègie  donnée  au  n°  232  poser  j;  =  -  et  étudier  la  fonction  trouvée 

pour  r  voisin  de  o  ;  on  va  faire  exactement  les  mêmes  calculs,  sans 
toutefois  faire  ce  changement  de  variables  ;  on  a 

\\/x-  +  J-  H-  I  =:  :c  (  I  4-  -  4-  772  ) 


1  _^3  I 

2  b  X 

I 

TV  II 

f,' 


\/li  3;'  —  l  =  2  X  [I  — )     =  2  X  —  j  ~ 
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et  par  suite 


I    .    I  ï 


y/  .r^  -t-  a;  -t-  i  -h  y  4  a:-  —  i  —  3  a-  :=  -  -h  -5- 

2         o  X 

le  second  membre,  poura:  =  -i-  oo  ,  admet  la  limite  -  dont  il  s'ap- 
proche en  décroissant. 

Proposons-nous  d'obtenir  une  expression  approchée,   pour  les 
valeurs  de  x  voisines  de  o,  de  la  fonction 


j  =  (r  -+-  a.x)^ 

en  désignant  par  a  un  nombre  donné  quelconque  ;   le  logarithme' 
de  cette  fonction  sera 

I                                                a^  X         râ  .r^         a*  ,r^ 
loar  y  =    -  loo'  ( I  H-  arc)  =  a +  — rr— -, i-  - ••  =  «  -h  î. 

en  posant 


a~  X         a'  X- 
^                    2                 3 

a*  a- 

4 

on  a  donc 

y  =  e^°S  J  =,  e^  X  e=  =  e"  (  I 


1.2         I.  2.  o 


si  l'on  veut,  dans  l'expression  que  l'on  cherche,  ne  garder  que  les- 
termes  de  degré  égal  ou  inférieur  à  3  (en  x),  on  s'arrêtera  dans  le 
développement  de  y  au  terme  en  2%  et  l'on  y  remplace 


a''  X         a''  X''         OL    x" 


"^ 

"■■2        '       3 

.,a 

par 

«^  ,r^         a-'''  x^ 

•i/ 

4            3    ' 

2^ 

par 

a^  3-3 
8     ' 

on  trouve  ainsi 


(i  +  ax)^  =  e*  1^1  — - 


c2  (8  -+-  3  g^)    ^_a^(i2  -i-Sa+g^) 
24  "^  48  ■ 
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A  étant  une  fonction  bornée  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  o.  On 
conclura,  par  exemple,  de  cette  formule  que  la  limite,  pour 
X  =  o,  de 


I  H-  o.xY  —  e"     I 


ou  la  limite  pour  m  infini  de 


;n^  (  I  H )    —  me"  \  m  —  - 


m 
est 

e*  (8  +  3  «2)  a 


24 

Les  exemples  qui  précèdent  sufllsent  à  faire  comprendre  l'usage 
des  méthodes  qui  ont  été  expliquées  dans  ce  numéro  ;  il  convient 
de  rapprocher  de  ces  méthodes  les  résultats  suivants,  relatifs  aux 
fonctions  exponentielle  et  logarithmique,  que  l'on  a  étabUs  aux 
jjos  191    192. 

Quelque  soit  le  nombre  positif/?,  on  a  en  supposant  que  x  ne 
prenne  que  des  valeurs  positives 


lim.  (x"  e— ^)  =  o,    lim.    (x  -  "  e'')  =  -i-  qo  ,  lim.   [x'^  e^  j  =  ^  »^., 

X=:  00  a;  :=;  co  X  ^=  o 

lim.   (x"  log  x)  =  O,    lira.    (j'~"  log  a-)  =  o. 

X  =   o  X  =  ao 

Pour  des  valeurs  négatives  de  x,  on  aura  en  supposant  toujour-s 
n  positif,  mais  égal  soit  à  un  nombre  naturel,  soit  à  une  fraction 
irréductible  dont  le  dénominateur  est  impair, 


lim.     (x"  e— ■'•)  =  H-  co  ,  lim.  \a-"  e^j  =  o. 

X  =  00  X  ^  o 

La  formule  lim.  {x~"  log  x)  =o,  par  exemple,  permettra  au  lecteur 

a;  =  oo 

de  reconnaître  que  la  série 


(log2)«'^(log3)"+'--  ~^  {logp)- 


H-  .. 
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est  toujours  divergente  ;  il  suffit  pour  cela  de  la  comparer  à  la 
série  divergente 

1,1  I 

-  H-  o  -i-  •••  H H  ... 

2  O  p 

et  de  constater,  (n°  130),  que  le  rapport  du  terme  de  rangp  —  i 
dans  la  première  au  terme  de  même  rang  dans  la  seconde,  rapport 
qui  est  l'inverse  de 


-*   [log  p)-=[p      n   logj 


augmente  indéfiniment  avecyj. 

Lorsque  x  tend  vers  o  par  valeurs  positives,  l'expression  a?^  tend 
vers  I,  puisque  son  logarithme,  dans  les  mêmes  conditions  tend 
vers  o. 

Les  méthodes  et  les  résultats  qu'on  vient  d'exposer  sont  d'un 
usage  courant  ;  bien  que  les  règles  que  je  vais  expliquer,  relatives 
à  la  recherche  de  la  limite  d'une  fraction  dont  les  deux  termes 
s'annulent  ou  deviennent  infinis  pour  une  même  valeur  de  x 
soient  d'un  usage  moins  fréquent,  elles  ont  cependant  quelque 
intérêt  par  elle-même  ;  avant  de  les  établir,  je  démontrerai  d'abord 
un  lemme, 

234.  —  Soit/(j:)  une  fonction  admettant  une  dérivée  f'{x)  à 
l'intérieur  de  l'intervalle  (a,  x^),  où  l'on  suj)pose  a  <ix^,  et  telle 
que,  pour  les  valeurs  de  x  intérieures  à  cet  intervalle,  on  ait 

lim.    j  /  (x)  I  =  +  co  ; 

il  existe  une  suite  infinie  de  nombres  ^j,  'ê.^,  .,.,  '^n,  •.-,  tous  inté- 
rieurs à  cet  intervalle  et  tels  que  l'on  ait 

lim.    ^n  =  a^i»         hm.    |  /'  (|„j  |  =  +  go. 

Soient  en  effet  A  un  nombre  positif  quelconque,  a  et  x  deux 
nombres  quelconques  intérieurs  à  l'intervalle  [a,  x^),  on  aura 

■/'(^)  — /(^)  ^  f>  /^^ 
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en  désignant  par  ^  un  nombre  compris  entre  a  et./j  ;  pour  cpie  l'on 
ait  I  /'  (ç)  I  >■  A,  il  suffit  de  clioisir  x  de  façon  que  Ton  ait 

l/(-)l>l/Wl-H--'-'-|A. 

ce  qui  est  certainement  possible,  puisque  |  /(cr;)  |  grandit  indéfini- 
ment quand  x- s'approche  de  £C,.  Désignons  maintenant  par  Aj, 
A^,  ...,  A„,  ,..   une  suite  de  nombres  positifs    telle  que    l'on  ait 

lim.  A,,  =  -H  GO  ;  par  a^,  a.>,  ...,  a,„  ...  une  suite  de  nombres  in- 

térieurs  à  l'intervalle  (a,  a7j)  tels  que  l'on  ait  lim  a„  =  a^i  ;  désignons 

enfin  par  ç„,  le  nombre  ^  déterminé  comme  on  vient  de  l'expli- 
quer en  prenant  a  =  an,  A  =  A„  ;  on  aura 

««<  L<^n    \r  (y  1  >  A"' 

ces  inégalités  et  les  hypothèses  faites  sur  les  suites  dont  «„  et  A„  sont 
les  it''  termes  mettent  en  évidence  la  vérité  de  la  proposition  énon- 
cée. 11  est  bien  clair  que  si,  à  l'intérieur  de  l'intervalle  [a,  a',),  la 
dérivée  /'  {x)  est  soit  toujours  croissante,  soit  toujours  décroissante, 
on  aura,  pour  les  valeurs  de  x  intérieures  à  cet  intervalle,  soit 
lim.   /'  (jî)  =  +  00  ,  soit  lim.  /'  (a;)  =:  —  oo. 

Il  est  clair  aussi  qu'on  aurait  un  théorème  analogue  pour  le  cas 
011  la  fonction/  [x)  augmenterait  indéfiniment,  en  valeur  absolue, 
quand  x  tend  vers  x^  par  des  valeurs  plus  grandes  que  x^ . 

235.  —  Les  règles  que  j'ai  maintenant  en  vue  concernent  lare- 
cherche  de  la  vraie  valeur  d'une  fraction-'— 7^  dont  le  numérateur 

_?  Or) 

et  le  dénominateur    s'annulent    ou   deviennent   infinis   pour  une 

même  valeur  de  x. 

Plaçons-nous  d'abord  dans  le  premier  cas,  et  supposons  que  les 

fonctions  y  (.c),  (P  [x)  soient  nulles  pour  x  =^  a,  que  ce  nombre  a 

appartienne  à  un  intervalle  [p,  q)  dans  lequel  les  fonctions /'(.r), 

ç)  {x)  admettent  des  dérivées  /'  {x),  d  [x],  dans  lequel   enfin  les 

fonctions  ç  [x],  ©'  [x]  ne  s'annulent  pas,  sauf  pour  x  =  a. 

f'  {  »^ 
Dans  ces  conditions,  je  vais  montrer  que,   si   le   rapport •^ry:.'!: 

tend  vers  une  limite  l  lorsque  x  tend  vers  a  par  des  valeurs  appar- 
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tenant  à  Tintervalle  {p,  q),  le  rapporr— W  tendra  aussi  vers  cette 
limite. 

Si,  en  effet,  le  rapport "^--V  ^  tend  vers  /,  à  chaque  nombre  po- 
sitif  £  correspondra  un  nombre  positif  vj,  tel  que  l'on  ait 


cp'  {x) 


<£, 


sous  la  condition  que  x  appartienne  à  l'intervalle   {p,  q)   et    que 
l'on  ait 

o  <\  X  —  a  \  <C-ri. 
Pour  ces  mêmes  valeurs  de  x,  on  a 

9  [x)        tf  {x)  —  'f  (a)        o'  {t)  ' 

5  étant  un  nombre  compris  entre  a?  et  a  et  satisfaisant  donc   aux 
inégalités  o  ■<  |  ^  —  a  |  <;  -^  :  on  aura  par  conséquent 


Cf  [x) 


.fil) 


—  / 


<^ 


ainsi,  à  chaque  nombre  positif  s  correspond  un  nombre  positif  y; 
tel  que  les  inégalités  o  <i  \  x  —  a  |  <;  vj  entraînent  l'inégalité 


/M 

O   ix) 


M  <s 


en  supposant  toujours  que  x  appartienne  à  l'intervalle  {p,  q).  C'est 
dire  qpe  lorsque  x  tend  vers  a,  le  rapport -^-V  {  tend  vers  l. 

On  ne  peut  pas  conclure  de  la  démonstration  précédente  que, 

f  (x) 
réciproquement,  si  le  rapport''— -r-t  tend  vers  la  limite  /  lorsque  x 

tend  vers  a,  le  rapport "^-r/-(  tend  vers   la  même  limite;   on  peut 
toutefois  affirmer  l'existence  d'une  suite  infinie  de  nombres  |i,  S2» 


■•  •  > 
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2.,  ...  appartenant  à  l'inlenallc  (p,  q)  et  ayant  pour  limite  le 


nombre  a,  telle  que  l'on  ait 


En  effet  si,  en  supposant 

lin.  ./:4^| = i. 

■on  considère  une  suite  infinie  de  nombres  x^,  x.^,  ...,  Xn,  ••■  ap- 
partenant à  l'intervalle  {p,  q)  et  ayant  a  pour  limite,  on  aura 

lim.  /i:^)  =  /  : 

or,  à  chaque  nombre  x„  correspond  un  nombre  |„,  compris  entre 
Xn  et  a,  tel  que  l'on  ait 

./•(^»)-/a>\ 

et  l'on  aura  évidemment 

lim.    ?„==«,         lim.  -'-jj^  = /. 

Si,  donc,  le  rapport "^-ry;/  tend   vers  une  limite  lorsque  x  tend 

vers  a,  cette  limite  ne  pourra  être  autre  que  l.  Il  en  sera  ainsi,  en 
particulier,  si  les  deux  fonctions/'  [x]  etç'  (^)  sont  continues  pour 
X  =  a  et  si  l'on  a  o'  (a)  s  o.  Au  surplus,  cette  conséquence  est 
contenue  dans  le  théorème  direct. 

Revenons  maintenant  à  ce  théorème  et  à  la  règle  qui  en  résulte. 

Il  peut  arriver  que,  pour  x  =  a,  les  termes  du  rapport'' ,—- r  soient 

nuls  ;  dans  ce  cas  il  semble  qu'on  n'ait  rien  gagné  à  l'application 
de  la  règle  ;  toutefois  le  nouveau  rapport  peut  être  plus  simple  que 
l'ancien  ;  il  peut  être  plus  facile  d'en  calculer  la  limite.  Au  surplus 
on  peut  appliquer  à  ce  rapport  la  même  règle  qu'au  précédent  :  si, 
dans  l'intervalle  (/>,  q)  les  fonctions/'  (jc),  o'  {x)  admettent  des  dé- 
rivées/" [x],  d'  {x),  si  les  fonctions  d  [x]  et  d'  [x]  ne    s'annulent 
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pas  jaoïir  d'autre  valeur  que  x  =  a,  si  enfin  le  rapport-^,,     /  tend 

vers  une  limite  /  quand  x  tend  vers  a  ;  le  rapport -^TTr-^x  tendra  vers 

la  même  limite,  et  il  en  sera  par  conséquent  de  même  du  rapport 

fjx] 

o  (a-)' 

D'ailleurs,  si  dans  l'intervalle  (p,  ^)  les  fonctions /(a?),  œ  (œ) 
admettent  des  dérivées  d'ordre  i,  2,  ..,  i  et  sont,  pour  as  =  a, 
nulles  ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  i  —  i,  si  les  fonc- 
tions® (x),  ©■'  (x),  ...,  ç-;')  (x)  ne  s'annulent  pas  pour  d'autre  va- 
leur que  X  =  a,\di  suite  d'égalités,  obtenues  par  l'application  ré- 
pétée du  théorème  du  n°  217 

Lié =fM -.f'(^)-.f'M _.r (s-') ^.t3") -  - Mf"'] 

oïL  les  nombres  ç,  lË',  ç",  ...,  B~^~^)  sont  compris  entre  xet  a,  met 
directement  en  évidence  cette  proposition  :  si,  dans  les  conditions 

spécifiées  plus  haut,  le  rapport  -;   -,  ,  (  ,   tend  vers  une  limite  /, 

lorsque  x  tend  vers  a,    le  rapport -^—^r/  tend  vers  la  même  limite. 
Si  l'on  considère  par  exemple  le  rapport 


X  —  sin  X 


dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  s'annulent  pour  a;  =  o,  on 
voit,  en  appliquant  la  règle  précédente,  que,  [x  tendant  vers  zéro, 
il  doit  tendre  vers  la  même  limite  que  les  rapports  successifs 


SUl  X  I 


3x'^       '  6a-   '        6  ' 

dont  le  dernier  est  évidemment  la  vraie  valeur  que  l'on  cherchait. 

f(r) 
Considérons  maintenant  un  rapport -^-7^  dont  les  deux  termes 

deviennent  infinis  pour  x  =  a;  je  ferai  tendre  x  vers  a  par  des 
valeurs  moindres  que  a  ;  le  raisonnement  serait  le  même  si  x 
tendait  vers  a  par  des  valeurs  plus  grandes  que  a.  Je  supposerai 
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qu'il  existe  un  intervalle  (/>,  a),  où  p  est  [ilus  pclll  que  a,  h.  Tin- 
térieur  duquel  les  fonctions  /(./;),  o  (x)  admettent  des  dérivées 
y  (c),  o'  (.c),  et  à  l'intérieur  duquel  aucune  des  fonctions 
f{x),  «  (x),  f  {.c),  '^'  (./;)  ne  s'annule.  Dans  ces  conditions,  on  peut 
énoncer  le  théorème  suivant. 

Si,  lorsque  x  tend  vers  a  par  des  valeurs  comprises  entre  p  et  a, 
les   fonctions  f(.c)  et  '^  (./;)  grandissent    indéfmiment    en    valeur 

absolue  et  si  le  rapport  44^    tend    vers  une  limite  /,  le  rapport 
?    (.r) 

J—r^-  tend  vers  la  même  limite. 

Soient,  en  effet,  a  et  a;  deux   nombres  intérieurs  à  l'intervalle 

(/>,  a),  a  étant  supposé  plus  petit  que  x,  l'égalité 

011 1  est  compris  entre  a  et  j;,  entraîne  la  suivante 

on  peut  prendre  a  assez  voisin  de  a  pour  que  les  valeurs  du  rapport 

"i ,  y'  soient  aussi  voisines  qu'on  voudra  de  /  pour  les  valeurs  de  z 

^  (^^    .  .  ,  .     .       , 

comprises  entre  a  et  a  ;  ç  est  une  de  ces  valeurs  ;  a  étant  ainsi  fixé, 

on  peut  prendre  x  assez  voisin  de  a  pour  que  les  rapports 
-y-l,    '^TT-^  soient  aussi  petits  qu'on  le  veut,  et  que,  par  conséquent 

le  second  facteur  du  second  membre  soit  aussi  voisin  de  i  qu'on 
le  veut  ;  il  en  résulte  qu'on  peut  prendre  a  et  x  assez  voisins  de  a 
pour  que  le  second  membre  soit  aussi  voisin  de  /  qu'on  le  veut. 
Gela  revient  à  dire  que  le  premier  membre  tend  Acrs  la  limite  / 
quand  x  tend  vers  a. 

On  montrerait  sans  peine  que,   réciproquement,   si  le  rapport 
J-^  tend  vers  une  limite  /  quand  x  tend  vers  a,  il  existe  une  suite 

infinie  de  nombre  |i,  'S.^,  ...,  ^h,  ...,  plus  petits  que  a  et  tels  que 
l'on  ait 

Km.    £„  =  a,  lim.     -^jf-.  =  l. 
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en  sorte  que  si  le  rapport -' ,  '  '  a  une  limite  pour  x  =  a,  cette 

limite  ne  peut  être  que  /. 

Revenons  au  théorème  direct.  Il  ne  semble  pas,  tout  d'abord,  qu'il 
y  ait  grand  avantage  à  appliquer  la  règle  qu'il  exprime  à  la  recherche 

fix) 
de  la  limite  d'un  rapport  =^-7—:  dont  les   deux  termes  deviennent 

infinis  pour  £c  =  a,  puisque  les  termes  du  rapport  "'77-7-^  ne  sont 

pas  définis  pour  x  =  a,  et  que  ces  termes  grandissent  indéfini- 
ment en  valeur  absolue  quand  x  s'approche  de  a,  au  moins  par 
une  suite  de  A'aleurs  convenablement  choisies  ;  mais  ce  dernier 
rapport  peut  se  présenter  sous  une  forme  plus  simple,  qui  per- 
mette d'obtenir  la  limite  cherchée. 

Soit,  par  exemple,    en  désignant  par  n  un  nombre  positif,  la 
fraction 

I 

•dont  les  deux  termes  augmentent  indéfiniment  quand  x  tend 
vers  G  par  valeurs  positives  :  pour  en  obtenir  la  vraie  valeur,  on 
est  amené  à  chercher  celle  de 

_,„fir-'i,     (LY»-' 


on  a  diminué  d'une  unité  l'exposant  de  -;    en    continuant  de  la 

même  façon,  on  arrive  à  le  rendre  nul  ou  négatif  et  à  s'assurer  que 
la  limite  cherchée  est  o. 

Si  c'est  pour  x  infini  qu'on  a  à  chercher  la .  vraie  valeur  de  la 

fraction -^—^  ,  il  suffira  d'v  poser  œ  =  -  et  de  faire  tendre  z  verso. 
^{x)  -^  ^  z 

On  est  ainsi  amené,  par  les  règles  précédentes,  à  chercher  la 
limite  du  rapport 
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■quand  z  tend  vers  zéro;  on  a  désigne  par  /'  (-],  'f'  f  .)  ce  que 
deviennent  les  dérivées  /'(./),'/ (./•)  quand  on  y  remplace  x 
par  '-  .  Le  changement  de   variable   est  évidemment  inutile   et  il 

suffira  de   chercher  la  limite   du   rapport "Vrr^  quand  x  grandit 

indéfiniment. 

Considérons  par  exemple,  en  supposant  n  positif,  la  fraction 


l02'  X 


dont  les  deux  termes  sont  infinis  pour  jî  r=  -h  co  ;  le  rapport  des 
dérivées  de  ces  deux  termes  est  nx'^,  ce  rapport  grandit  infiniment 
quand  x  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives  ;  il  en  est 
de  même  de  la  fraction  proposée. 

236.  —  On  peut  rapprocher  des  règles  précédentes,  connues 
sous  le  nom  de  règles  de  l'Hospital,  la  remarque  suivante,  que  l'on 
doit  à  M.  Appell. 

Considérons  deux  séries  entières 

«0  -H-  ttjX  H-  ...  -h  a„cr"'  -h  ..., 
fco  -H  ^5?  H-  •••  +  h„x"-  +  ..., 

dans  lesquelles  les  coefficients  a»,  6„  (/i  =  o,  i,  2,  ...)  soient  tous 
positifs  ;  je  suppose  que,  pour  le  nombre  positif  x  =  A,  les  séries 
précédentes  soient  divergentes,  mais  qu'elles  convergent  pourvu 
que  X  soit  positif  et  plus  petit  que  A  ;  je  ne  considérerai,  dans  ce 
qui  suit  que  de  telles  valeurs  de  la  variable  x.  Il  est,  tout  d'abord, 
bien  aisé  de  voir  que,  si  x  tend  vers  A  par  valeurs  plus  petites  que  A, 
la  somme  de  l'une  ou  l'autre  série  augmente  indéfiniment  "  en 
•effet,  puisque  la  série  à  termes  positifs 

«0  +  a^A.  +  ...-+-  a„\"  -h  ... 

■est  divergente,  on  peut  prendre  ii  assez  grand  pour  que  la  somme 
de  ses  n  premiers  termes  dépasse  tel  nombre  positif  P  que  l'on 
voudra,  puis  x  assez  voisin  de  A  pour  que  la  valeur  du  polynôme 
■Ug  -1-  a^x  H-  ...  +  an  —  ix"~^  soit  aussi  voisine    qu'on  voudra  de 
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celle  qu'il  prend  quand  on  y  remplace  x  par  A,  et  soit,  par  consé- 
quent, au  moins  égale  à  P.  Il  en  sera  de  même,  a  fortiori,  de  la 
somme  de  la  série,  pour  cette  valeur  de  x  et  pour  les  valeurs  plus- 
grandes. 

Ceci  posé,  désignons  par  f[x)  et  g  {x)  les  sommes  respectives 
des  deux  séries  proposées,  par /i (ce),  gn[x)  les  sommes  de  leurs  n- 
premiers  termes,  par  Y.i{x),  Gn{x)  les  restes  correspondants,  la. 
proposition  que  j'ai  en  vue  est  la  suivante. 

Si  l'on  a 

(i)  lim.    ^  =  1, 

n  :==  GO   ^n 

on  aura  aussi 

(2)  lim.  /i^)  =  l. 

Sous  le  bénéfice  de  la  supposition  (i),  on  peut  faire  correspondre- 
au  nombre  positifs,  si  petit  qu'il  soit,  un  nombre  positif  p  tel  que, 

sous  la  condition  n  >/>,  le  rapport  ,"  soit  compris  entre  /  —  s  et 

/  4-  c  ;  il  en  sera  de  même  des  rapports. 


a„x'' 

«„  +  ia^"  +  ' 

„      ,       rf.n-\-  m 

b,xn' 

6„  +  iX"  +  ^  '  • 

'"h      ,        -r"  +  '"  ' 

6„x»  +  6„+  ix"+  1  -h  ...  +  6„  +  ^x"  +  '"• 

On  voit  donc,  en  choisissant  pour  Ji  im  nombre  supérieur  à  p 
et  en  faisant  grandir  m  indéfiniment,  que  l'on  a 

/  —  £  ^  l^^  5  /  +  S  : 

n  étant  ainsi  fixé,  je  vais  supposer  que  x  tende  vers  A. 
Puisque  les  séries 


fl„A"  +  a„  +  iA"  +  *  +  .... 
6„A»+6„  +  iA'^  +  i  +  ... 

sont  divergentes,  il  résulte  d'une  remarque  antérieure   que  F„(a;)' 
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<it  G„  {x)  augmentent  indéfiniment,  comme  /(.')  et  <j  (./;),  quand  x 
se  rapproche  indéfiniment  de  A.  On  a  d'ailleurs 

fjx)  ^  ./„(■/■) -H  Fn(:r)  ^  IMr;      ^F„(^). 
y  {^)       On  {^■)  -+■  G„  {x)       G„  (./■)  ^  _^   5r^(x)  ' 

G„  (a;) 

lorsque  ./;  s'approche  de  A,  les  polynômes/,  [x),  fja{x)  restent  infé- 
rieurs ày],  (A),  ^/i(A),  les  quantités  F„ (./;),  ()«(./•)  grandissant  indé- 
finiment; on  voit  de  suite  que,  dans  le  dernier  membre,  le  second 
iacteur  tend  vers  i  ;  le  premier  facteur  reste  compris  entre  /  —  £, 
-/  -t-  c  ;  le  produit  finit  donc  par  rester  lui-même  compris  entre 
-deux  nombres  qui  sont,  l'un  plus  petit  que  /  —  z,  l'autre  plus  grand 
que  l  -\-  c,  mais  aussi  voisins  que  l'on  voudra  de  /  —  c,  /  H-  h  : 
comme  i  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on  le  veut,  on  voit  que  le 

rapport "^^  sera  aussi  voisin  qu'on  le  voudra  de  /,  pourvu  que  x 
fj{x) 

soit  assez  voisin  de  A. 

La  proposition  énoncée  et  la  démonstration  subsiste  quand  on  a 

/  =  G  ;   si  l'on  avait  lim.  ,-  =  H-  co  ,  on  voit  de  suite,  en  renver- 

sant  les  rapports,  que  l'on  aurait  alors 

Une  proposition  analogue  concerne  les  deux  séries 

f[x)  =  a^  H-  rti  .f  4-  ...  H-  o„a-«  -+-..., 
(j  (x)  =  b^-+-  b^  X  4-  ...  -I-  b„x"  -h  ..., 

-dans  lesquelles  les  coefficients  sont  toujours  positifs,  mais  que  je 
suppose    maintenant  convergentes  quelque  soit  x,  en  sorte  que 
f  \X),  g  {x)  sont  des  fonctions  entières. 
Si  l'on  a 

11m.    "h}  ^  i 

b     —    ' 


on  aura  aussi 


lim.      M  =  l 
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La  démonstration  est  la  même,  si  ce  n'est  qu'on  a  à  faire  inter- 
venir la  remarque  suivante  ;  n  étant  fixe,  le  rapport 

où  /„  (x)  désigne  la  somme  des  n  premiers  termes  et  F„  [x)  le  reste 
correspondant  d'une  série  entière,  à  coeiïicients  positifs,  toujours 
convergente,  tend  vers  o  quand  x  augmente  indéfiniment  par 
valeurs  positives. 

Dans  les  deux  propositions,  on  a  supposé  qiie  tous  les  coefficients 
des  deux  séries  étaient  positifs  ;  on  aperçoit  de  suite  qu'il  n'}'^  a 
aucun  inconvénient  à  ce  que  certains-coefficients  soient  nuls  dans 
l'une  des  séries,  pourvu  que  les  coeflicients  correspondants  de 
l'autre   série   soient  nuls  aussi  ;    naturellement    on  n'aura    pas  à 

considérer  les  rapports  ^  pour  lesquels  Un  et  bn  sont  nuls.  Enfin, 

On 

on  voit  aussi  aisément  qu'il  pourrait  y  avoir  au  commencement  des 
deux  séries  des  termes  nuls  ou  négatifs^  mais  en  nombre  Jîiii  ;  les 
deux  propositions  subsisteraient. 

Considérons,  par  exemple,  une  série 

cp  (x)  ==  «0  -I- a  j  x  -H  . . .  -)-  a„  j:-"  +  . . . , 
dans  laquelle  je  suppose  seulement  que  l'on  ait 

Yim.    a„  =  /. 

/  étant  un  nombre  positif;  il  ne  peut  y  avoir  au  commencement 
de  la  série  qu'un  nombre  fini  de  termes  nuls  ou  négatifs  ;  pour 
a3  =  I,  la  série  est  divergente,  puisque  /  n'est  pas  nul  ;  pour  a? 
positif  et  plus  petit  que  i,  elle  est  convergente,  puisque  la  limite 
du  rapport  d'un  terme  au  précédent,  dont  le  rang  augmente  indé- 
finiment, est  X.  Si  on  compare  cette  série  à  la  série 


on  voit  que  l'on  a 

lim.   {x  —  i)  o  (j-)  ;=  /, 

X   =    I 

en  supposant  que  ce  tende  vers  i  par  valeurs  plus  petites  que  i, 
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237.  —  La  fonction  de  x  définie  par  la  sôrie 
(i)  f{x)  =     y      6"  cos  -«"  X, 

H  =  o 

OÙ  a  et  6  sont  des  nombres  positifs  dont  le  premier  est  im  entier 
impair  et  le  second  est  plus  petit  que  i,  et  qui  vérifient  en  outre 
une  inégalité  que  l'on  introduira  plus  tard,  fournit,  comme 
Weierstrass  l'a  montré,  un  exemple  simple  de  fonction  continue 
sans  dérivée. 

Je  désignerai  dans  la  suite  par  S„  (x)  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  cette  série  et  par  R,,  (r)  son  reste.  La  série  Ih",  qui  a 
ses  termes  positifs,  étant  convergente  et  les  termes  de  cette  série 
étant  supérieurs  ou  égaux,  en  valeur  absolue,  à  ceux  de  la  série  (i), 
cette  dernière  est  absolument  et  uniformément  convergente  ;  elle 
représente  une  fonction  continue  dans  tout  intervalle.  Cette 
fonction  étant  évidemment  paire,  il  suffit,  pour  l'étudier,  de  con- 
sidérer les  valeurs  de  x  qui  ne  sont  pas  négatives. 

J'aurai  affaire^  dans  ce  qui  suit,  aux  valeurs  de  la  dérivée- 
S'„  (x)  de  Sn  (x)  :  celte  dérivée  est  égale  au  produilpar  t:  de 

u  =  n  —  I 

—  TT      \       a^  6'J  sin  TLrt'J  X  ; 

U  :=   I 

sa  valeur  absolue  est  au  plus  égale  à 

=  ;î  —  r 


t)  =  ;î  —  r 

a"  h"  —  I 

ab  —  I 


Le  reste  R„  [x]  est  compris  entre  les  deux  bornes 


6"  b" 
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qu'il  peut  d'ailleurs  atLeindre  ;  il  atteint  la  première  pour  les 
valeurs  de  x  qui  sont  de  la  forme  — ^ — ^-,  la  seconde  pour  celles 

qui  sont  de  la  forme  ^,  en  désignant  par  p  un  nombre  entier  ; 

en  effet,  si  a"  x  est  un  nombre  entier,  il  en  est  de  même  de 
oJ''^^  X,  rt"  +  ^  a-,  ...  etc  ;  tous  ces  nombres  entiers  sont  de  même 
parité  que  a"  x. 

Quoique  cela  n'intervienne  pas  dans  la  démonstration  qui  va 
suivre,  il  convient  d'observer  que  R"  {.£)  est  nul    pour  les  valeurs 

de  X  qui  sont  de  la  forme  --'^ ^. 

On  peut  dire  encore  que  si  l'on  écrit  x  dans  le  système  de  numé- 
ration dont  la  base  est  a,  la  série  f{x)  s'évalue  sous  forme  finie 
pour  toutes  les  valeurs  dex  dont  la  représentation  analogue  a  la  re- 
présentation décimale  (n°  11),  comporte  une  mantisse  dont  le 
nombre  de  chiffres  est  limité  :  si  ce  nombre   de   chiffres  est  7î,la 

fonction  f{x)  est  égale  à  S»  (j')  ±  — — -,  ,  suivant  que  le  nombre 

entier  oPx  est  pair  ou  impair.  On  observera  en  passant  que  les 
nombres  x  pour  lesquels  la  mantisse  est  limitée,  et  pour  les- 
quels le  nombre  entier  wx  est  pair  ou  impair,  forment  deux  en- 
sembles dont  chacun  est  dense  dans  tout  intervalle  ('). 

Ces  remarques  suffisent  à  reconnaître  presque  immédiattement 
que  la  fonction /(j:)  ne  peut  avoir  de  dérivée,  au  sens  du  n°  204, 
pour  la   valeur  œ,,   de  x,    d'ailleurs  quelconque,    en    supposant 

a6  >  I  4-  ^  . 

Si  l'on  désigne  en  effet  par  a  =  — ,  a'  =  — ^^  les  valeurs  ap- 
prochées de  cco,  à  -jï  près,  par  défaut  et  par  excès,  on  aura 

a   —  a  a- —  a  i  —  b 


(')  M.  F.  Klein,  dans  un  cours  professé  à  GœUingue  dans  le  semestre  d'été 
de  1901,  auquel  je  me  permets  de  renvoyer  le  lecteur,  a  fait  une  étude  très 
intéressante,  au  point  de  vue  de  la  représentation  graphique,  de  la  fonction 
y  =y(a;)  et  des  courbes  qui  la  représentent  approximativement  [j  :=  S„  (x)]  : 
j'ai  d'ailleurs  profité  sur  quelques  points  de  la  forme  qu'il  a  donnée  à  la  dé- 
monstration de  Weierstr/Vss. 
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■en  prenant  le  signe  +  ou  le    signe  —  suivant  que   r    est   im- 
pair ou  pair.  Or,  le   premier   terme   du    second  membre  est   au 

plus  égal,  en  valeur  absolue,  à  7î  —r-^;^;^ —    (n"   217j    :    ce    second 

membre,  en  valeur  absolue,  sera  donc  supérieur  ou  égal  à 

): 


2a"  6" 

a"b" 
ab  - 

—  I         a"/ 

"  (■2ab  — 

2  - 

-  - 

1  —  6 

-I    -^ 

ab  — 

I 

en  d'autres  termes  si  l'on  désigne  par  ),  le  nombre,  positif  par 
hypothèse, 

2ab  —  2  —  ■:! 
ab  —  I 

on  aura 

I         a   - — -a 

quand  n  augmente  indéfiniment  le  second  membre  augmente  indé- 
finiment; or  cela  est  incompatible  avec  l'existence  d'une  dérivée 
pour  X  =  5C(j,  puisque  les  nombres  a,  a',  qui  comprennent  tou- 
jours x^,  s'en  rapprochent  indéfiniment. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  et,  en  modifiant  un  peu  la  condition 
d'inégalité  imposée  à  a,  b,  montrer  que  la  fonction/ (.p)  n'admet, 
pour  X  =  cCq,  ni  dérivée  à  droite,  ni  dérivée  à  gauche  et  qu'elle 
n'est,  pour  cette  valeur  de  x,  ni  croissante,  ni  décroissante. 

Désignons,  en  effet  par  —  celui  des  deux  nombres  a,  a'  qui  s'ap- 
proche le  plus  de  x^  en  sorte  que  sa  différence  avec  j;,^  soit  au  plus 
égale,  en  valeur  absolue,  à    --  ,   et  que  le  nombre 

cos  -a"Xo  =:  ( —  i)'  cos-(a"x,j  —  s) 

soit  du  signe  de  ( —  i)%  puisque  a"X(^  —  s  est  au  plus  égal  à  -,  en 

valeur  absolue. 
Soient  en  outre 

, s  —  I  ,, s  -f-  I  _ 


Xf^  est  compris  entre  ces   deux   nombres   et  comme  sa  différence 
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avec  leur  demi-somme  est  au  plus  égale  à  ^ ,  les  différences  posi- 

3 
tives  x'  —  Xo,  cCq  — x'  sont  au  plus  égales  à  — -,  au  moins  égales- 

,      I 

On  a  d'ailleurs. 

f{x")—f(x,)  _  8„(x")  —  S,Ax,)       R„(V)-R3(.r„) 

f{x,)  -fie')  _  S„  Çr,)  -  si  {x')        R„(rr,)-R,!(.rO 

/Y»         rp'  rp  . rp'  rp  ,  -y»' 

Les  deux  fractions 

S)i(-^  )  S;;  {Xq)  Sn(j^o)  b„  (.T  ) 

sont  au  plus  égales,  en  valeur  absolue,  à  tc  — i—^ —  • 
On  a,  d'un  autre  côté 

R„(a;')  =  R„  {x")  =  —  {—  i>6"  (i  +  6  +  6-^  +  ...)  ; 
R„ (.T^)  =  (—!)'?>"[(— lycosr.  a"Xo  H-  (—  i)'  b  cos  -  a"  +  '  .r^  +  ...]. 

Il  en    résulte  que   la  différence  R"  (œ")  —  R»  (^o)  6st  égale  au 
produit  de  —  ( —  i)'6"  par  la  somme  de  la  série 

I  +  ( —  i)*  cos  t:  à"Xç^  +  6  [i  H-  (■ —  i)'*  cos  TT  «"  +  'a-J  +..,  ; 

les  coefficients  de  b,  b^,  ...  sont  positifs  ou  nuls  ;  il  en  est  de  même,. 

comme  on  l'a  déjà  fait  observer^  de  ( —  i)'  cos  tz  a"x^^  ;  la  somme 

de  la  série  est  donc  supérieure  ou  égale  à  i  et,  puisque  œ"  —  cc^, 

,       ,     ,  ,     3 
est  au  plus  égal  a  ■—^,  on  peut  écrire 

A"  étant  un  nombre  au  moins  égal  à  i .   On  trouvera  de  même,  en 
désignant  encore  par  A'  un  nombre  au  moins  égal  à  i 
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'On  conclul  de  là  que  les  valeurs  absolues  de 

/(■'■")- fM  _  S„(./)-SJ.r„)         K{x")~Kx,) 
x"  ,/■  —  cr"  —  ./•  "•"  x" X 

f(^o)-flr')  ^  s„(./-„)-sl(y)  _^  R„(.r,.)-ll(y) . 
■sont  au  moins  égales  à 

2 


«"?>'' -I      3  „,„.   s^"''-^^ 


...  -r-  o  «"'->"  >  1 a"h"  ; 

ab  —  I  o  au  — •  i 

le  dernier  membre  est  positif  si,  comme  je  le  suppose  maintenant, 

on  a 

3- 


«6>  I 


2 


Sous  les  mêmes  conditions,  il  est  clair  que,  dans  les  expressions 
de 

c'est  les  seconds  termes  qui,  étant  les  plus  grands  en  valeur  abso- 
lue, donnent  leurs  signes  aux  seconds  membres,  en  sorte  que  si 
l'on  désigne  par  X",  X'  des  nombres  plus  grands  que 


3 


ab  —  I 


on  peut  écrire 


:fu  —  œ' 

Ces  conclusions  sont  incompatibles  avec  Texistence  d'une  déri- 
vée soit  à  droite,  soit  à  gauche,  puisque,  lorsque  n  grandit  indéfini- 
ment, que  x"  et  x'  se  rapprochent  indélîniment  de  x^,  les  quantités 
^'"a"h",  '^^'a"b"  augmentent  indéfiniment.  Enfin,  les  deux  rapports 

'étant  constamment  de  signes  contraires,  quelque  grand  que  soit  72, 
la  fonction /"(.c)  ne  peut  être  ni  croissante,  ni  décroissante  pour 
,x  —  X,. 
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